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tedy :
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0 rovinnych raciondlnich kiivkach tietiho stupns.
 (Podévi Dr. Emil Weyr,)

(Pokracovani.)

Podminku, kterou jsme pro t¥i na téze pifmce lezici body
raciondlni kiivky tietitho stupné na analytickém zdkladé byli
vyvinuli, mize se téZ ryze geometricky oddvodniti a to spiso-
bem nasledujicim. Budiz C; (obr. 17.) nage ktivka a 0 jejim
bodem dvojnym. Na kiivece vytknéme sobé libovolny bod » co
vrchol svazku paprskového. Kazdy paprsek X tohoto svazku
protne kiivku jesté v dalsich dvou bodech =z,, z,, ponévadz
kiivka nase co Cdra 3. stupné s kaZzdou pi{mkou tii spoleéné
body miti musi. Body x, z, uréuji s bodem 0 dva paprsky 0z,
0z, aneb kratéeji X,, X,. Naopak protind kaZdy, bodem o pro-
chizejici paprselk X, kfivku C, jen jesté v jediném bodé z,
ktery s bodem v tpIné urcuje paprsek wz, neb X. Takto od-
povida kazdému paprsku (jako X,) svazku d jen jediny paprsek
(X) svazku v, ale naopak kaZdému paprsku (X) svazku v od-
povidaji dva paprsky (X, X,) svazku J. Dva takové paprsky

*) Srovnej: Die graphische Statik von K. Culmann® §§. 61. a 69.
Dile: ,Handbuch der rationellen und technischen Mechanik von -

G. Decher“. Dil druby, §§. 421- 425.

: 8
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jako X a X, neb X a X, nazyvime sobé pifsluSnymi paprsky.

Takové dva svazky nazyvime ,dva svasky jedno-dvou-clenné“

(ein-zweideutig), svazek 0 jest dvoudlenny a svazek v jest jedno--
élenny. ¥)

(VSeobecnéji: Mame-li dva prvotradé ttvary U., U, (svazky
neb fady bodové) v takové geometrické souvislosti, Ze kaZdému
prvku ttvaru U, odpovidd » prvkid tdtvaru U,; a naopak kai-
dému prvku Gtvaru U, m prvkd Gtvaru U,, tu nazyvime tyto
dva ttvary tdtvary ,m-n-clenné®; a tudiz nazyvime U, ttvarem
m-Clennym (dvou, tif, Ctyr, péticlennym a t. d.) a Gwar U,
n-Clennym. **)

Uréujeme-li paprsek X svazku jednoclenného pomocf kara-
kteristického poméru x vzhledem k libovolnym dvéma zdkladnim
paprskiim svazku », a obdobné piislusny paprsek (X, neb X,)
ve svazku 0 pomoci karakteristického poméru ¢ vzhledem ku
dvéma libovolnym zakladnim paprskim tohoto svazku, pak musf
mezi parametry z, £ sobé pifslu$njch dvou paprskid platiti rov-
nice:

F (z, & =0,
z které pro kazdé x plynou dvé hodnoty & &,, ale naopak pro
kaZdé & jen jedind hodnota z. Jinymi slovy: rovnice musi byti
linedrnf co do z a kvadratickd co do £ tedy vSeobecné tvaru:
2@EFbEL O+ @EFLELN=01) (6
a, b, ¢, e, B, y jsou jesté pouze na kiivce C, a na poloze vr-
chole » a na zékladnich paprscich zavisici stilé veliciny.

Libovolnému paprsku dvouclenného svazku d, jehoz kara-
kteristicky pomeér necht jest £ odpovidd v jednoclenném svazku
paprsek, pro jehoZ karakteristickj pomér x z rovnice (6) plyne:
ef+BE17 .
af+bEt+c’

naopak obdriime dle (6) poméry paprski X, X, dvouclenného,

xr = —

*) Viz: Theorie der mehrdeutigen Elementargebilde. .. B. G. Teubner,
Leipzig 1869. '

*¥) Viz: Die Erzeugung algebraischer Curven durch mehrdeutige Ele-
mentargebilde*; v aktich kr. & uéené spolecnosti str. 4. Praha 1870.

). Kdyby rovnice F'(x,£) — 0 byla co do z stupné m-tého a co do &
stupné n-tého, pak by svazek v byl m-élennym a svazek & n-clennym
svazkem. Oba by pak byly dva m-n-clenné svazky.
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svazku 0, které odpovidaji libovolnému paprsku X svazku »
z kvadratické rovnice:
Earta)+EGz+p)+(cz+7p) =0,
z kteréz plyne:
~0e+ 0LV Tad 7 =1 @st o) Gat
2@z + )

Kdezto kazdému paprsku svazku 0 vidy redlny paprsek
svazku v odpovidd (ponc¢vadz hodnota z pro kaZdé realné & jest
téZ redlnd), budou paprsky X, X, odpovidajici paprsku X reilné
neb pomysiné dle toho, je-li

Got-pP—d(az+a)(catp)=0
Z ptedchdzcjici tvahy algebrické plyne ten geometricky vy-
sledek: kdeito kaédd bodem dvojnym o proloZend pifmka kiivku
C, v redlném bodé protind, protne bodem » prochizejici piimka
krivku C; v dvou realnych neb pomysinych bodech dle toho,
plati-li prvni neb druhd z poslednich dvou nerovnosti.

Jest-li tudiZz prive:

bzx=+p)—4(azx+ea) (cz+p) =0,

pak piimka X protind v dvou splyvajicich bodech kiivku C, .
t. j. paprsek X bude tecnou kiivky C,. JelikoZ posledn{ rov-
nice, z které plynou parametry bodem v prochdzejicich teden
(od teény kiivky v bodu v riiznych), jest stupné druhého, tu
soudime, Ze kazdym bodem v kiivky C; prochizi dvé bud resl-
nych aneb pomysinych teden této kiivky (dotykajicich se v bodech
od bodu » riznych). Tyto dvé teCny nazjvime hlavnims pa-
prsky jednoclenného svazku w». (Verzweigungsstrahlen des ein-
deutigen Biischels.) Oznaéime je pismenami H H‘. PondvadZ
kazdy z hlavnich paprskii protind ktivku v dvou splyvajicich
bodech, tu mu pfisluSeji patrné dva splyvajici paprsky dvou-
clenného svazku; tyto paprsky nazjvime dvojnyme paprsky
(Doppelstrahlen) dvouclenného svazku, a oznaéime je pismenami
H,, H,. Jsou-li kofeny posledni kvadratické rovmice pomy-
slné pak neméni ve vyrazu pro & pod odmocninou se nalezajici
funkce nikdy znamenko a z toho soudime, Ze pro tento piipad
(a pro redlnou kfivku C,) kaZdd bodem v prochdzejicf pfimka
protne kiivku v reslnjch bodech. Pro reilné koteny kvadra-
tické rovnice oddéluji tyto celou nekoneénou fadu hodnot 2 na-
dvé &asti; pro hodnoty jedné z obou bude £ redlné, pro hodnoty
drubé pak (sdruZené) pomyslné. Tedy: 8*
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,Prochdzeji-li bodem » dvé reilné tecny H, H' ku kiivce
C,, oddéluji tyto cely svazek » na dvé vrcholové cdsti; pa-
prsky jedné vrcbolové casti protinaji, a paprsky druhé nepro-
tinaji kiivku v redlnych bodech. Jsou-li bodem v prochdzejic
teCny pomyslné, pak protind kaZdd bodem v prochdzejici pricka
kiivku v redlnych bodech.“ Bodem v prochdzejici tetny H, H'
dotykaji se kiivky C, v bodech A, ,, A‘,, které s bodem d spo-
jeny urcujf dvojné paprsky H,,, H',, dvouclenného svazku. Ve-
zmeme-li tyto dva paprsky za paprsky zdkladni v dvouélenném
svazku (posud jsme nechali zdkladni paprsky neurcité), tu jim
pak pifslusi co parametry O a o a parametry hlavnich paprski
H, H' plynou tedy z rovnice:

Y
e ppity _ Tt

T= — — g =
b b
e bete “‘{—*é—‘*‘—gf
pro z =0 az —=o. Tim obdriime pro hlavni paprsky H a H’:
—_ Y a—_*
= . T = P (w)

Tyto dvé hodnoty musi tudiZ pro tento piipad byti kofeny kva-
dratické rovnice:
aneb: bz+p2t—4(@z—+a) cx4+y)=0

2?0 —dac)+22[bf—2(@y+ca) 4B —4ay] =0
t. j. musi byti (dle zndmych vlastnosti kofend a ¢initelf)

ey bp—2(@yp+tcoa
a c b>—4ac
g* 4«7
— P _da

aneb co jest totéz: ,
b*—2ac)(ec+ya)—abep =0, (0"
b’ay—piac=0
" a vloZime-li z této rovnice plynouci hodnotu pro ac do rovnice
piredchézejici, obdriime snadné:
B*—2ayp)(ac+ya)=afyd (w")
Nyni pfedpoklidejme dile, Ze v jednoélenném svazku v
jsou zékladnimi paprsky blavni paprsky H’ H, tak Ze jim pii-
sludf karakteristické poméry co a 0. Dle vzorcit (w) musi tedy byti
c=0, ¢ =0,
aniZ by vSak soudasné y neb a se nulle rovnalo.
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Rovnice (‘) prejde tim v nisledujici

b2ya—=0
a rovnice (w0’
, gy a=0,
a ponévadZ pa jest od nully rozdilnd hodnota, musi byti :
b=0,=0

Mdme tudiZ pro piipad, Ze pouZijeme dvojnych paprskil
H,, H,,’ a hlavnich paprski H’ H v obou svazcich za paprsky
zakladni, soucasné
0=0,f=0,06=0,¢c=0
tak Ze rovnice mezi # a £ platici znf:
azf4y=

aneb poloZime-li — % =

z Er=A %) M
JelikoZ z této rovnice plyne

e

shledavime, Ze karakteristické poméry paprskd dvoutlenného
svazku, které odpovidaji témuZ paprsku svazku jednoélenného,
pouze znamenkem se lidi, tak Ze tedy takové dva paprsky har-
monicky oddéluji paprsky zdkladni.**) Z toho plyne véta: ,Pa-
prsky odpovidajici livovolnému paprsku jednolenného svazku
oddélujf harmonicky paprsky dvojné ve svazku dvouclenném.“

Protind-li tedy libovolnd bodem v prochdzejicf piimka X
nadi ktivku v bodech z, z,, a urcuji-li tyto s bodem 0 paprsky
X, X,, pak tyto dva paprsky odd€luji harmonicky paprsky
H,, H',, které spojuji bod 0 s body styku obou bodem » pro-
hézejicich teen (H H') kiivky C,. Vsecky pary paprski X,
X, tvoff tedy involuci, pro kterou H,, H‘, jsou paprsky
dvojnymi. Méime tedy ndsledujici véty: ,Veskeré pary paprski
svazku d tvo¥{ involuci, kterd mé za dvojné paprsky dvojné paprsky

*) Tato rovnice plati patrné zcela vieobecné mezi parametry sobé pii-
slusnych elementd dvou jedno- dvou-¢lennjch Gtvard prvoradych,
zvolime-li dvojné elementy dvojélenného a v opalném pak pofddku
hlavni elementy jednoélenného dtvaru za prvky zdkladni. Viz: Geo-
metrische Mittheilungen I. v zasedacfch zprévich cis. akademie véd
ve Vidni, dne 12. kvétna 1870. :

**) Yiz: Zékladové vyssi geometrie str. 13.
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svazku dvouélenného.* *) ', Prokldddme-li pevaym bodem v ra-
riondlni k¥ivky tietitho stupné piicky, a spojime-li vidy dalsf
dva priiseky téchto pifcek a kfivky sbodem dvojnym, obdrZime
involuci paprskovou, pro kterouz dvojnymi paprsky jsou primky
spojujici dvojny bod s body styku obou bodem v proloZenych

- ku kfivce tecen.®

Tuto involuci nazveme ,bodu v co stredu pFislusnou involuce.“

Tato involuce jest se svazkem v vtom vzdjemném vztahu,
ze kaZdému paprsku X svazku v odpovidd jeden pdr paprskii
X, X, involuce & a naopak, kaZdému paru involuce jediny
paprsek svazku v. Proto pravime, Ze svazek » jest s involuei
d prométnym.

Prochdz{-li paprsek X bodem J aneb asponn nekonecné
blizko kolem tohoto bodu, tu protne kfivku C; v dvou bodech
x, %, bodu dvojnému J nekoneéné blizkych, tak Ze paprsky
0z, 0z, budou tetnami kiivky C, v bodé dvojném; tefny ty
oznaéfme pfsmenami 7) 7,. A tu shleddvime dle dtivéjsiho, Ze
tvoif téZ par paprskd involuce J, totiZ onen pdr, ktery pri-
slu§f paprsku »d svazku jednoélenného bodem 0 prochizejfcimu
Tento, ob&éma svazkiim spolecny paprsek Ov miZeme téZ ku
svazku dvoutlennému pFicitati a tu nastdvé otdzka, ktery paprsek
odpovidd mu ve svazku jednoflenném? Co odpovéd na tuto
otizku shleddme, Ze ,obéma svazkim spoletnému paprsku od-
povidd vjednoClenném svazku paprsek, dotykajici se ve vrcholi
v kiivky C,”. Neb vskutku otdéime-li paprsek X, tak kolem
d, az splyne s paprskem oJw, tu prejde bod z, v polohu bodu
v nekoneéné blizkou, tak Ze v skutku p¥isluSny paprsek vz,
co pifmka dva nekoneéné blizké body spojujici, bude tecnou
kiivky 'C, v bodé v. Paprsku obéma svazkiim spoleénému od-
povidajf tudfZ dle toho, c¢itdme-li jej k jednotlennému aneb
k dvoutlennému svazku, bud tecny dvojného bodu 0 aneb tecna
vrchole jednoélenného svazku. Méni-li se bod » na kfivce C;,
tu obdrZime pro kaZzdou polohu tohoto bodu jinou involuci na
dvojném bodé d, av3ak vSecky tyto involuce maji tetny 7, T,
bodu dvojného za spoleénj par paprskd sobd ptisluinjch.

- JelikoZ vSak dvojné paprsky H,, H’,, kaidé takové invo-
luce harmonicky oddéluji sobé pifslusné pevné a viem invo-

*) Totéz plati o jedno-dvou-clennych tutvarech vibec.
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lucim spoleéné paprsky T, T, soudime z toho, Ze dvojné pa-
prsky vSech fecenych involuci tvo¥i opét involuci, pro kterouz
tecny I, T, bodu dvojného jsou paprsky dvojnjmi.

Jinymi slovy:

Sestrojfme-li ‘s kazdého bodu » kfivky C; k této ktivce
tecny H H' a spojime-li jich body styku h,, A‘,, s bodem
dvojnym d, obdriime dva paprsky H,, H', pifslusné involuci,
pro kterou teny 7, T, bodu dvojného jsou paprsky dvojnymi.
Spojime-li pti této konstrukei kazdy bod » nasf kiivky s dvoj-
nym bodem o paprskem -dv aneb ¥, tu mfiZeme paprsky H,,
H',, povaiovati za paprsky paprsku V piislu§né a naopak.
Takto obdrZime dva koncentrické svazky (spolecného vrchole
0), jeden pozistivajici z jednotlivych paprski V a druhy pak
z péri H,, H'), inveluce dfive urené; o téchto svazcich snadno
se presvédéime, Ze jsou jedno-dvou-Clenné. Neb v skutku pii-
slu$f kazdému paprsku V par paprski H,, H',,, které obdr-
Zime, proloZime-li prisekem » kiivky C, a paprsku ¥ ku kfivce
tetny H H' a spojime-li jich body styku 7%, A%, s bodem d;
naopak pifslusi kaZzdému paprsku H,, svazku druhého jen je-
diny paprsek ¥V svazku prvniho, kterj obdriime, spojime-li J
s priisekem v kiivky a teény té kiivky v onom bodé ,,, v kterém
H,, kiivku protfnd. Patrné jest » tangencialnim bodem bodu
h, , (a taktéZ bodu A‘,). Pro dvouclenny svazek jsou dle dii-
véjstho teény T, T, bodu dvojného & (co dvojné paprsky invo-
luce paird H,, H';) paprsky dvojnymi. TytéZ dvé tecny mi
viak (v opaéném potddku) jednoclenny svazek za paprsky hlavni.
Neb splyne-li ¥ s teénou 7, na piiklad, tu bod v jest bodu
0 nekonecné blizky na 7, lezici bod; sbodu toho ku kfivce
proloZené tetny H H' dotjkaji se v dvou bodu d na druhé
vétvi (teény 7, se dotjkajicf) nekonetné blizkjch bodech 2,,
W, tak Ze paprsky H,, H', splyvaji s tecnou T,; tato tecna
T, odpovid4 tudiz co dvojnj paprsek teéné 7, co paprsku
svazku jednoclenného. Tefna 7, jest tudiZ hlavnfm paprskem
svazku jednoclenného. Obdobné jest 7, druhym hlavnim paprskem,
kterému odpovidd dvojny paprsek 7,. Zavedeme-li tedy pro -
oba svazky 7, T, co paprsky zdkladnf, pak odpovidati budou
parametriim (karakteristickjym pomérim) O oo hlavnich paprskd
T, T, parametry oo, O pifsluinjch dvojnjch paprskd T, 7,
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a platf tedy pro karakteristické pomér dvou sobé pifsluSnych pa-
prski obou jednodvouélennjch koncentrickych svazki rovnice (7):

z &=,
pii Cemz tedy x jest karakteristickj pomér paprsku ¥ neb dv
a + ¢ karakteristické poméry obou piisluSnych paprskid 04,
dh',, neb H,, H',. Pfipomeiime si, Ze dle .diivéjstho (viz
1. seit str. 32.) miZeme x a & povaZovati za parametry bodu
v a hy,, tak Ze posledni rovnice nim predstavuje téZ vztah
mezi parametry libovolného bodu A, a p¥isluSného bodu tan-
gencidlntho ». Tim obdrZeli jsme nim jiZ zndmou rovnici, vy-
skytujicf se ve formé

w, =K
na 34. strdnce 1. seSitu. Tim soudasné zbudovali jsme si zde
znova a to ryze geometrickymi tdvahami (bez analytické geo-
metrie) zdklad k celé v prvnim seSitu obsaZené theorii. Vratf-
me-li se tedy k difvéjiimu oznaceni, t. j. piSeme-li u, u a K
misto £ a 4, znf rovnice (7)

u‘l % = Ka (71)
z které opét plynou viecky ty konsekvence, jak jsme si je
vyvinuli v 1. sefitu. Nyni ukdZeme, jak lze z této rovnice (7
vyvinouti podminku pro t¥i body ktivky C, na téZe piimce se
nalezajicf. Prokldddme-li libovolnym pevnym bodem w, *) nasi
kiivky C, paprsky U, tu protinaji tyto kfivku v dal§ich dvou
bodech u, u,, které s bodem d spojeny uréuji involuci paprs-
kovou, v kteréz dle diivéjstho téZ paprsky 7, 7, péar piislus-
njch paprskfi predstavujf. Mezi parametry w, w, sobé piislus-
nych paprskd stivd, jak zndmo (a jak z vyménlivosti v invo-
luci vzdy platné ihned plyne), rovnice prvnfho stupné symme-
trickd t. J tvaru: .
Uy Uy + A (4, 4-u,) + B =0,
z které plyne na pf.
B+ Au,
A u,

PonévadZ viak T, T, sobé pifslusi a maji parametry O

a o, musf pro u, =0 byti u, = o t. j. 4 =0; pak jiZ samo

*, = —

*) Nyni opét nazveme jednoduse body kfivky C, jako jim piisluiné
parametry.
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sebou pro w, = oo bude u, = 0. Rovnice involuce v naSem pii-
padé zni tedy:
u, Uy + B =0
aneb %, 4, = — B.
Stane-li se paprsek w,u, t. j. U te¢nou kiivky v bodé
uy, tu pak jeden bod na pi. w, splyne s u; a druhy u, stane
s. bodem tangencidlnim bodu u,, tedy bude:

K
Uy = Uz AUy =5, (dle 79
Uy
tak Ze mdme
'u'l u2:u3'1‘—3T:—B,
z Cehoz jde
K
—B=
. Us

a rovnice involuce zni tedy

u, U =K
1% ="
z Cehoz jde
u, Uy Uy = K
co podminka, by body %, u, se nalezaly s bodem u, na téie
pfimce aneb jinymi slovy, by tii body u; u, u, nasi kiivky na
primce se nalezaly.
Tim kone¢né opét dospéli jsme k té uZitecné zikladni
rovnici, z které jsme jiZ vprvnim seSitu nékteré zajimavé theo-

remy vyvinuli a kterou v piiStich dvahdch zv§eobecniti a na

vvvvv

(Pokracovéni.)
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