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Les méthodes analyligue et synthétique dans l’enseigne~
ment mathématique. .

(Extrait de Particleprécédent.)

La méthode de I’enseignement est déterminée par le but de
Penseignement; ce but a subi des changements au cours des temps;
actuellement, il consiste dans la formation de I’esprit et de I'dme
aussi bien que dans lacquisition de certaines connaissances posi-
tives. Pour que Penseignement ait plein succés, il faut savoir inté-
resser I’éleve a la matiére enseignée et se garder de toute monotonie.
On emploie, en mathématiques, différentes méthodes; Pauteur traite
seulement de la méthode analytique -et de la méthade synthétique,
ainsi que de leurs combinaisons avec d’autres méthodes. Il donne
d’abord une esquisse historique sur le développement de ces
méthodes depuis Platon; il étudie ensuite leurs avantages didactiques
et méthodiques ainsi que la question en quelle mesure ces deux
méthodes se prétent aux exigences .de I'enseignement. L’auteur -
discute laquestion dans quels cas il faut préférer Pune i l’autre;
il fait voir laquelle des deux méthodes est employée davantage
dans les livres d’enseignement des différentes nations, et traite
de Pimportance de ces méthodes pour la géométrie descriptive.

O algebraickych rovnicich s vicendsobnymi
kofeny.
Napsal Dr. Jaroslav JaruSek.
I.
Jestlize z kofenil a,, @, ..., @, rovnice .
| @G X"+, X", =0 M

je pouze k riiznych, musi byt1 rovny nule vSechny determinanty
z k+l kofenti
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pfi femZ i, i, ..., ix+s probihaji vSechny kombinace (k + l) ni
tfidy z Cisel 1,2,..., n a ddle jeden determinant toho tvaru h’adu k
musi byti rlzny od nuly, élli matice ' :
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musi byti hodnosti 4 Naopak, jsou-li tyto podminky spin&ny, ne-
mfiZe byti vice riznych kofenti neZ k.

- Je-li v matici (3) na pf. subdeterminant fddu &

11 Co
a, - Q PR / 52
{ . . .
!aklakI. i _ak—»l

k
riizny od nuly, stali k tomu, aby byla hodnosti %, aby viechny
jeho superdeterminanty '

11 ... 1
| o @ . . Qg Cp4q ,i=1,2 ..., n—k (4)
laf e .. e, |

rovnaly se nule. Mdme tedy celkem n—Fk neodvislych podminek,
mimo podminku, aby jeden subdeterminant fidu # rovnal se nule.

Tyto podminky - vylddiime pomoci koeficientlt dané rovnice.
Ctverec matice ,

1 | A 1
@, a e
okt k1 a’/;_l

ddvéd vzorec _ : .

S0 8y .es Sk—1 I S 2 :

'S]_ S&_)..-Sk __.E(al Q, el Qg ’Sh:Za;l’ So=n,
o ; PRI S

Sk_18k -+ Sop_p A AL a’f*’l

t

pfi demZ soudet na pravé strang vztahuje se na viechny kombinace
z kofentt a,, @, ..., @, Na pravé stran® bude jen jeden &len rizny
od nuly, tudii musi byti -

2k gy =z 5)
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(Faktor a2k % ptipojujeme proto, aby to byla ceiistvé funkce koefi-
cientt a,, a,,..., au.)

Podobn& soudin matic

1 1 1 1 1 1
a, Q, a, Q, a, a,
i , I'=— k}
@kl g1 ‘a’;“l ak—1 gk—1 a’;—l k+1,...,
n—1
k r
a,k @k o’ a,” a,
dava vzorce
So S; - Sk--1 Sr ' }11...1 !1 1. 1
Sy S, Sk Sr41 =30 Qoo .. @p| @ @ . Gy
: - |
, & I _ k—1)
Sk Sk41 - Sak—1 Sr+k‘ ek ak . ak+l\ !ialk L g,k l"'alc‘+l
P r r
| % U
Dostdvame tak n— k nutnych podminek
So S1 - - - Sk—1 8 \ | 6)+
S S . . . .8 S
a k| 2 kvt =0, r=4k k41,..., n—1.

Sk Sk+1 .+ .« . Sek-18r+4k

Tyto podminetné rovnice vznikly prost¢ transformaci rovnic (4)
a jsou mezi sebou nezdvislé, ponévadZ kaZdd ndsledujici obsahuje
novy koeficient a;. Jsou tedy také postadujici. Tim jsme z]edno-
dusili podminky, jeZ odvodil L. Baur.*)

Podminky ty bychom ov3em mohli vy]édi‘lt také v jiném tvaru.
Na pf. uZitim &tverce matice

1 1 SRR |

a, a, N 1

a1 gkl L gkl
r. - r r

o, a, Sl

*) Mathem. Annalen 50; - H. Weber: Lehrb. d. Algebra L p. 171. (2. vyd.).
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~ dostaneme podminky - ' ' :

So 8 . . . . Sk1 S
$; S R % Sr41 .
. .. oo o =0, r=k k+1,..,
Sk—1 Sk« . - . Sek—2 Srik-—1 n—1.
Sr "Sr41 -+ Skdr—1 Sar

MuaZeme také urliti rovnici, kterd md za kofeny pravé ondch k
riiznych kofenit dané rovnice. Rovnici o kofenech a,, a,, ..., o mii-
Zeme totiZz psdti ve tvaru

11 . 11 ;
@, @ . . . A X E = 0,
3 ko k|
l af ek . g x|
takZe naSe hlcdand rovnice bude
- |
o1 R | ]1 T
Q @ . . . o X L R 17
Z : : : =0.
e :
: k—1
@k ek . ab xt l T

¥

Na levé stran& jest totiZ rlizny od nuly pouze jeden &len s on&mi &
riznymi kofeny a zdroveii jest levd strana symmetrickou funkci
kofenli a;. Koeficient pfi (— 1) x! jest

1 1......1 - ‘So Sp i Skt
@, Q5 ... Si Sl Sk

=|S8i-18 .-..8k+i-2

1] [ Sik1Sita... Skt

ak a,"ﬂ. viaay ; Sk Skl v Sgk—1]| -

takZe hledand rovnice jest
el , So si oo o Sp 1
' S, 8% . . .S X

Sk Sk41 . Sek-1 XK
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IL
Pfedes$lé vysledky souvisi s theorif invariantnich ttvard. Jest totiz

o & - - Sk [ . X ’
$; S .Sk
D;{n) — azk. 1 2 k41 (7)
l Sk Sk+1 - - - Sak
semiinvariant pfislusny kovariantu M stupné p=2 (n k—1)

(pon&vadz s¢ je vahy k dle druhého indexu). Predpokladelme nyni
danou rovnici (1) ve tvaru s binomickymi koeficienty ®)

fx) =a, x| —I—(n) a, x,""'x, +(g) y X" 2 X2 -+ —{—an x,"=0

a hledejme kovariant formy f (x) s koeficientem prvniho EZlenu
D(") = A,. Dalsi koeficienty dostaneme provdd&nim operace 4,,,
- pfi Sem% 4,, s;=isi+1. V prvnich n—k koeficientech, o které se
ndm jednd, budou linedrn& vystupovat determinanty matice

So Sy - - Sn—1
§ S - - . Sn )
Sk Sk41 - - - Sk+n—1]-
Dostaneme, vypiSeme-li z determinantti pouze prvni fadky,
Ay =a,* | sy 8, ...8¢ | (0

PA =2knaX'a, |s,8 ... |+
+2kay®* | sy 8 .. Sk—1 Sk+1]
p(p—1) A, _[2kn(n~l) a %1 a2+2k(2k—1)n’- aoz" 2a"]
S8y ... 8k |+ 8ktna®—ta,|Sso... Sk-1Sk41 H—
+ 2k 2k —1) a®* | sy ... Sk—2Sk Sk41 |+ ‘
+2k(2k+1)a02"[so...sk_1sk+g|.

Jsou-li splnény rovnice (6) anuluji se také v§echny ostatni
determmanty matice (9) a tudiZ dle rovnic (10) jest také :

A . 0 A = O ay Au——k 1 = 0 :
; Dokéieme ale také opaénou vétu Jsou -li splnény pi‘edchézepcl ov--
" nice, pak z rovnic (10) pro A, a A, plyne ptimo | 8. .. sk—1 8| =0,

180 Sk—18k1|==0. Pak ale jest také | s, ... Sx-2 Sk Sk41 =0
(v matici (9) polozime n— 1=4Fk+1) a tudiz. z rovnice pro A,

- plyne | So... Sk-18ky2| = 0 a podobné dale. -

- Quopis pro péstovénl mntematlky a fysiky. Rognik LIl e i 22
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TudiZ nutnd a postalujici podminka, aby dan4
rovnice (8) mé&la nejvySe k£ riiznych kofenfi (aby méla
 jich prdv& k musi pfistoupit nerovnina 5,2~ 2 |s,...s¢_; | Z 0) jest,
aby vymizelo n—k prvnich koeficientt kovariantu

"So - . . Sk

My® = g% X2 —k=D) | ¢1))

Sk - . . S

Pak ov3em vymizi také vSechny ostatni koeficienty tohoto kovari-
antu. To plyne z té okolnosti, Ze vedoucim koeficientem je invari-
antni dtvar dpln€ urfen. Dostaneme jej totiZ v prom&nnych &, £,
aZ na jistou mocninu §,, dosadime-li do vedouciho koeficientu misto
a; koeficienty a’; formy vzniklé z dané formy substituci
. x1:§1'xl1; Xy =§2 x,1+x,2~

Pon&vadZ pocet riiznych kofenii dané rovnice se nem&ni linedrni
transformaci, musi transformovany vedouci koeficient také vymizet
a to proflibovolnd &, &, t.j. musi vymizet vSechny koeficienty
uvaZovaného invariantniho dGtvaru. ‘ ‘ ,

Podminky ty budeme moci vidy vyjadfit pomoci pouze semi-
-invariantd. To plyne z podminek Baurovych, které jsou pfimo
semiinvarianty, ale nejsou vhodné, ponévadZ jsou vysokého stupng
v koeficientech a;. Pon¥vadZ a, Z0, miZeme vzit tyto semiinva-

Aty =0, ay A, — @, A=0, @, A, — 2a, A, + a, A, =0, . ..
' Abychom blize vySetfili ndsobnost kofenii dané rovnice, jest
tfeba podobnym zplisobem vySetfovati derivace f' (x), f”(x),....
Jaké podminky pfi-tom pfistoupi, ukdZeme na ptikladé. Abychom:
- se struén& vyjadfovali, fekn&me, Ze rovnice

f =g —a) (x—a)? . (x—a)h =0

je typu (»,..., 7,; v5). Podminky, aby f® (x)=0 méla % rliznych
kofenti, oznatme M ? = 0, D{"~" = 0.
X ~ Pak na pf.: md-li rovnice 7. stupn® f(x) < O tfi rfizné kofeny

— podminky proto jsou M,® =0, D,Mz0 — jest f (x) jednoho
EORN 610, 42D, B3, G2 2.

Podle véty Rolleovy jsou pfislugné typy .
prof(x) (4 1,1), 3,1, 1,1, (22 1,1), (1,111
pro f"(x) (3,1, 1), (2,1, 1, 1), (1,1, 1,1, 1) (1, 1,1, 1, 1).
‘Z tvaru f' (x) vidime, ma-li byti f(x) typu (3, 2, 2), musi byti
D,® < 0; podminku M® =0 neni tfeba pfipojovat, ponévadi
S (x) uz nemiZe mit vic riznych kofend. Je-li f(x) druhého nebo
tfetiho typu, m4 1 (x) 4 rtizné kofeny; tedy v obou ptpadech musi
- bytiM©® = 0, D,® < 0. Ktery z obou pfipadfi nastane, rozhodneme

A
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z f’(x). M&-li nastat tfeti pfipad, musi byt D,® < 0. M4-li nastat
druhy pfipad, musi byt M, = 0; podminka D,® << 0 je jiZ sama
sebou spinéna, pon&vadZ v obou uvaZovanych piipadech f' (x)
musi mit 4 kofeny. Ve v3ech téchto tfech pfipadech mfiZeme pod-
minku D,” <0 vynechat, pondvadf, mé-li f'(x) 4 rlizné kofeny,
nemiize mit f (x) jen dva kofeny. Konetn& ma-li byt f(x) typu
(5, 1, 1), musi byt M(ﬁ)-~ 0.

Podmmky M (=D =0, Dr—D < 0 pro derivaci f' (x) snadno
dostaneme z podminek pro f (x). Jest totiz

f’ (x)=r1 [ao xn =1 _I__ (nTl) a, xn—2_+_ (n;l) a, xn~3+ . + an—l]-
Dostanu tedy podminky pro f' (x), kdyZ do podminek pro f (x)
dosadim n —1 misto n: Pak ov8em pfisluSné kovarianty zmé&ni se
na kovarianty foriny stupn& n—1, jeZ jsou zdroveii semikovarianty
formy stupné n. Podobn& podminky pro f” (x) dostanu, dosadim-Ii
n—2 misto n. Av3ak podminky mezi koeficienty semikovariantu
méiZeme nahradit podminkami mezi koeficienty jistych kov ariantd.
Budiz
I= Ay x{ 4 () Ay x0T o (5) A 0 K
semikovariant formy f (x). Pak jest '
d“‘ Av=k A;{ —1, 421 A'Q =0.
Necht kovariant uréeny semiinvariantem A, = A’y md koeficienty

A,, A,, A,,.... Pak o rozdilech _

A — A, ~—B’0, Ay— A, =2B,, Ay— A,=3B,,...
lati , b
plat dyy By=—7—7 d?l(Ak+l""Ak+l)_Ak—"Ak= kB'x_

k+1
4B, =A", — A, =0.

Jsou tedy B, By, B, .... zase koeficienty n&jakého semikovari-

antu a s nimi miZeme provdd&t zase takovy rozklad a tak vyjddFit

koeficienty /' koeficienty kovariant.

Mohli bychom také psat f (x) ve tvaru
@) =0.x"+ (). 14a xn"‘—f—(z) 2a, x" 24 ..
- To znamend, Ze z podminek pro Ji63) dostanu obdobné podminky
pro f'(x), dosadim-li misto fady

Qy, @, Qyy...., Qky«..., Qn
fadu 0, a,, 201,...., kak,_l,.b..., nan—i. -
Podobn& abychom dostali podminky pro f”(x), dosadime misto
Ay, Qy, Qgy....y Qr,. ...
koeficienty o o 2 1.4,...., k(k—1) a2

atd. a vidy z kovariantd dané formy dostaneme semikovarianty.
Aplikace na specidlni pfipady budou uvefejn&ny v &ldnku jiném.

*
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Sur les équations algébrigues aux racines multiples.
(Extrait de Particle précédent.)

- L’auteur prouve que les conditions nécessaires et suffisantes
pour que Péquation algébrique du degré n n’ait que k racines
différentes, sont exprimées par les relations

So S - - . .« Sk—18r :
an+k =0, r=k k-+1,,.,n-1
Sk Sk4+1. - 8% 1 Sryk
et ‘ So S1 - - . . Sk-—1 _
’ aZ=2{. . . . . .. .. l + 0;
Sk—1 Sk - - . - Sok—1

s¢ est la somme des k-itmes puissances des racines de I’équation
donnée. Les premiéres relations peuvent étre transformées de sorte
qu’elles prennent la forme des n-k premiers coefficients annulés -
du covariant, dont le premier membre a pour son coefficient le
déterminant écrit ci-dessus pour r = k. Elles peuvent aussi étre
remplacées par des semiinvariants. L’auteur fait encore voir, com-
ment on peut examiner la multiplicité de chaque racine et comment
ces conditions peuvent étre exprimées par les coefficients des cova-
riants de I’équation donnée. \ :

Poznamka ke konstrukcim tecen
k pruse&né kfivce dvou ploch v bodé dotyku.
Napsal Jifi Klapka, asistent Ceské techniky v Brné.

a) Pan prof. Sobotka poddva*) tuto konstrukci'stfedu kfivosti D
&tvrtého normdlniho fezu v obycejném bod&;O plochy P, jsou-li
diny tfi teCny g, b, ¢ a fii stfedy kfivosti A, B, C jinych fezil
normdlnich v bodé O: - -

Bodem O vedme libovolnou kruznici £ v te¢né rovin& = bodu O.

"Bodfim na normdéle n jako stfedim kfivosti norm. Fezfi pHislusi -
dvojice teCen v 7 a to tak, Ze spojnice prhsedikt dvojic téchto
~ te€en s ktvofi svazek (p) s fadou na n promé&tny. Tento svazek jest
‘viak nevlastni — t. j. jeho stfed nele?i v kone¢nu, — nebof pfimka
ab&%n4, odpovidajic bodu O, md byti paprskem svazku. ° '
. Normélu n sklopme & promitn€me do = (obr. 1), pfi EemZ
- stfedy A, B, C na n se promitnou v A’, B, C' na n'. Kru¥nice k

_ *) Rozpravy Ces, Akad., ro, XIX,, tF. IL, & 58. &lanek ,Konstrukce tykajici
se kﬂvosti plochy v daném bodé“, : '
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