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provedeme konstrukei obrazu k danému pfedmétu tak, jak se
provadi u jediné plochy kulové. Obraz takto vznikly jen posu-
neme zpét ve smyslu dané vzddlenosti hlavnich rovin soustavy
sférickych ploch. (Dokonéeni.)

Uvod do rozboru nejjednodussich krivek uzitim
differencialniho poctu.
Dr. Jan Vojtéch v Brne.
(Pokratovéni.)

‘ Uvedme si na pamét jeSté jeden piiklad z nauky o teple;
dle zédkona Gay-Lussacova zvétSuje se objem plynu rovnomérné
s teplotou, obrazem toho zdkona je zase pfimka; rychlost, kterou
1
213,
Oznatime-li pivodni objem plynu pii teploté 0° &islem 1, ob-
jem plynu toho pii teploté 2° ¢islem y, jest rychlost zvétSovdni

objemu s ‘rostouci teplotou dina pomérem Z —

se zvétiuje objem pii rostouci teploté, jest ddna éislem g —

1 a jest rovna
—0 &)

B, odtud y — 1 = fz &ili y = pz + 1, tedy y_—_2—%+1.

Vsechny promény, které se d&ji rovnomérns, jest moZno
vyjddfiti rovnici linedrni a lze je tedy zndzorniti pfimkou; jsou
charakterisoviny rychlosti, kterou lze posouditi ze stoupdni
ptimky piisluiné a kterd jest ddna smérnici v rovnici této
ptimky. '

Ukoly: 1. Zndzorniti pribéh jizdy Zeleznitni mezi dvéma
mésty dle jizdniho fddu se zfetelem jenom k del§im zastdvkim
(v nejvétiich nékolika stanicich) a s predpokladem, Ze jizda
mezi témito stanicemi je pokazdé rovnomérnd (tfebas snad
s rlznou rychlosti). 2. Zobraziti zdvislost mezi teplotou ve
stupnich Celsiovych a Réaumurovych (znaéi-li z stupné C, y

pak R, plati y = —;— z); zdvislost mezi tep.lotou ve stupnich

Celsiovych (z) a Fahrenheitovych (y) [1/ = % z + 32].
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9. Zobrazme funkei y = 2?; obdrzime kfivku 4 (obr. 12.),
kterd v prvni své Casti (pro zdporné hodnoty nezdvisle pro-
ménné z) klesd aZ k polatku, odtud pak v druhé cédsti své
(pro kladnd z) stdle stoupd; nejniz$i bod kfivky jest poldtek,
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Obr. 12. 4, y =x?; B, y =—x?; C, y =2x2; D, y = — 2x%;
E, y=x¥+4+3; F, y=x?+45bx; G, y=2x%—20x 4 51;
H, y =92x? — 12x 4+ 22; J, y? = x.

protoZe- nejmensi hodnota pofadnice jest O pro z = 0, kdezto
pro vSechny ziporné i kladné hodnoty tselky jest pofadnice
> 0, pfi tom pro -— 2 dostdvime touZ pofadnici jako pro -+ z
¢ili kiivka je soumérnd vzhledem k ose Y. Takovd kiivka
sluje parabola; uvedend rovnice jest nejjednodussi algebraicky
vyraz paraboly.
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Majice zndzorniti funkei y = — 2% pozorujeme, Ze hod-
noty pofadnic, pfisluiné k jednotlivym uselkim, jsou absolutné
rovny pofadnicim pii y = x% ale opatného znaménka (zdpor-
ného); jest tedy kiivka B...y — — 2? soumérné poloZend ku
kiivee A vzhledem k ose X, Ktivka B stoupd v prvni &dsti,
v potdtku md bod nejvyssf, klesd odtud pii x ddle rostoucim.

Sestrojime-li funkei y — ax?% na pf. y — 22% (nebo y =
— 2z%), md obraz jeji C (resp. D) zcela takovy vzhled jako
predesld kfivka; vskutku je to kiivka 4 (nebo B), narysovand
v méfitku polovi¢nim, nebof nésobime-li rovnici y — 2z* ¢islem 2,
dostaneme 2y — 4z® &li 2 = (2x)%, t. j. y =2z, jestlize
x=2x, y=2y. V piipads zdporného a obdrzime ay = — (az).

Viimnéme si obecn&jstho piipadu y = z® + ¢, na pi.
y = x2% + 3; jest patrno, Z%e jako u pimky y =z + ¢ také
zde pofadnice, patiici k jednotlivym tsetkdm, jsou proti po-
fadnicim u k¥ivky y == 2? zvétSeny, vesmés o délku 3. Jest
proto obraz funkce y — 2 4+ 3 tvarem tyZz jako 4, posunuty
v8ak rovnob&zné s osou Y o 3 jednotky délkové smérem klad-
nym (kiivka £ v obr. 12.). Je-li ¢ zdporné, nutno poSinouti
kiivku A smérem zdporné osy Y.

Pristupme k funkei tvaru y — 2% 4 bz, na pi. y — z* + 5z.
Dvojélen na pravé strané miZeme psdti tak, aby obsahoval ne-
zdvisle proménnou x pouze na jednom mistd, totiZ

5\ 25
(“ T ?) ES
. . 5\?
Znéme-li tvar a polohu kiivky y—._(x + -2-), dovedeme

25

— T totiz hledanoun

. 2
snadno nalézti kiivku y — (x + %)

2 25
kfivku, posinouce (dle ptedeslého) kiivku y = (x + g) (] 22-

jednotek délkovych smérem ziporné osy Y. Aviak kiivka
\ :
Y= (z + g) souvisi jednoduge s k¥ivkou y =z%(4); obratme

u obou posléze uvedenych funkef zdvislost, pisme tedy z =+ Vy
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az -4 % = _—}_— Vy &li 2 =+ \ly— —g— Jest vidéti, Ze jednot-

livd z, piislusnd k y po sobé jdoucim, jsou u nové kiivky

veskrze o % jednotky men&i nez u kiivky A; i jest obraz

2
funkee y = (x + —g) téhoz tvaru jako A4, poSinuty o g smérem

ziporné osy X. Shrneme-li oboje, dospivime vysledku, Ze

2
obraz funkece y — ( z - %) ""?4? je kiivka tvaru 4, posu-

nutd o —g— jednotky smérem osy — X, o ?-42 smérem osy — Y

(kiivka F v obr. 12.). Podobné nalezneme, Ze p¥i zéporném b
ve funkei y = 2% + bx nutno provésti posinuti smérem kladné
osy X.

Spojime-li uvedend roziifeni nejjednodussi funkee 2. stupné
y = % v obecny tvar funkce kvadratické y — az® + bzx + ¢,
sezndme, Ze pifsluiny obraz plyne z y — az?® uZitim uvedenych
promén a md tvar kiivky A nebo B. VySetfme nejprve zvld§tni
piipad y = 22% — 20x + 51 (obr. 12. G). Trojélen na pravé
strané pisme jako dvojtlen, jehoZ prvnim ¢&lenem je soudin
z koefficientu u 2% a dvojmoci binomu, obsahujiciho z na prvnim
misté, druhy pak ¢len je absolutni; upravime tedy pravou
stranu na tvar 2(x — H)? 4 1. Obraz této funkce je takovy
jako obraz funkce y = 22% (kfivka C), posunuty o 5 smérem
osy + X, o 1 smérem osy + Y. — Funkci obecnou y = ax?®

b\* , 4dac—b*
-+ bx 4+ ¢ upravime na tvar y = a(x + 5{—1) I

Ki¥ivka zobrazujici plyne z kiivky y — ax?® poSinutim podél os;
je to kiivka tvaru C(4) mebo D (B) dle toho, je-li a = 0;
nejniz8i nebo nejvyssi bod kfivky md soufadnice .
b 4ac — b*?
9w T4
10. VySetiili jsme tvar a polohu kiivky y = ax® -+ bz + ¢
pomoci grafického zndzornéni. Jest mozno pouhou tdvahou na
zékladé upraveného tvaru funkce uéiniti si predstavu o pribéhu
funkce té, méni-li se nezévisle proménnd, rostouc od hodnot
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zdpornych nejmensich, absolutné velikych, pfes nullu v hodno-
tich kladnych az zase k velikym ¢islim, &li, jak pravime,
méni-li se od — oo spojité do + oo. Jest oviem nutno roze-
zndvat nékolik pifpadd dle velikosti a oznateni stdlych velitin
a, b, ¢; zvolime si pouze piikladem né&jaky zvldstni pfipad,
ti'ebas Yy=2(z —3)"+4 (Gl y=22%— 122 4 22). Je
patrno, Ze roste-li x od — o pfes 0 do 4 3, roste hodnota
rozdilu z — 3 od hodnot zdpornych nejmenéich do O, hodnota
mocniny (z — 3)* klesd od nejvétsich hodnot kladnych k nulle,

/

Obr. 13. Setna a teéna kiivky y = x*

rovnéz tak hodnota soutinu 2(z — 3)%, hodnota konetnd funkce
¥y =2(z — 3)* + 4 klesd od nejvétsich hodnot kladnych k 4 4;
pro z =3 jest y = 4; roste-li ddle z od 4 3 do 4 oo, roste
z—3 od 0 do 4 oo, rovnéz tak (x — 3)*a2(x — 3)% y pak
roste od 44 do + o; pro z =23 byla hodnota y — 4 neJ-
men$f hodnota funkce.

Vznikd otdzka, jak mozno vySetfiti pribéh funkce kvadra-
tické pohodlnéji zpiisobem, ktery by ziistal v podstatd stejns
snadnym pro funkce jakéhokoli stupnd jakkoli slozité; nebot
grafické zndzornéni je pouze pomicka, doplnék mathematické
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uvahy, Gvaha pak uvedeného zplisobu stdvd se obtiZnéjsf, ¢im
vice roste sloZitost funkce.

11. Abychom zpiisob takovy nalezli, viimnéme si grafic-
kého zndzornéni na p¥. funkce y — z® (obr. 13.). Poloha jednot-
livych ¢dsti — obloutkt kiivky vzhledem k osdm soufadnym
jest zajisté stanovena polohou piislusnych seten s kratkymi
tétivami; zvolme obloutek M, M,, jeho koncovymi blizkymi
body M, (x,, y,) & M, (x,, y,) prochdzi sena M, M,, jejiz stou-
péni ukazuje polohu oblouku zvoleného.

Rovnice této setny jakozto piimky jdoueci body (x,, %,) a
(xy, Yo) jest dle piedeslého (odst. 7.)

Ly =Y T
n - Y a2, — (§ x1)v
nazveme-li totiz soufadnice libovolného bodu L selny (£, ).
Rovnici tuto lze ostatné vycisti z obrazu, nebof z podobnosti
trojahelnikd M, RL a M,R'M, plyne uGmérnost stejnolehlych
stran jejich LR : MR — M,R": M, I’.

Blizi-li se bod M, bodu M, na kiivce, stotoziiuje se tim
vice smér setny se smérem kiivky, az pro M, = M, stane se
setna tecmou kiivky, uddvajic smér kfivky v bodé M, dokonale.
Pavodné ligily se souradnice bodu M, od souiadnic bodu I,
0 malé velitiny, pii tené stdvaji se sobé rovnymi, smérnice
selny se méni piechdzejic v smérnici tetny; poletné plati
Y, =z}, y, — x> a tedy smérnice selny

Yo — Y1 __ Ty — Xy __

s m e
a smérnice tetny — 2z,, jezto zde x, = x,. Do vyrazu pro smér-
nici dosadili jsme za y,, ¥, jich hodnoty vyjddiené nezdvisle
proménnou; divod toho byl nejen ten, abychom vyraz uvedeny
mohli zjednodugiti, nybrZ hlavné proto, Z%e vyraz nabyvd pro

mezni pipad z, = z,, ¥, = y, neuréité hodnoty %, kdezto pfece

smérnice teény jest zajisté urcitd, jak vidéti i na obraze.

Sledujice pfechod od setny k tetnd, uzivime také jiného
oznateni. Jsou-li soufadnice bodu M, z,, z,, jsou soufadnice
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blizkého bodu M, na kfivee z, + le, Y, + 4y,, smérnice
selny M, M, jest tedy
(¥ +dﬁ'/1) — % _ﬂ_/l
(”71 + dxl) - — Axl1
jeito plati y, — z?, plati také y, 4 Ay, = (z, + 4x,)* a
méme '
dy, _ (@ + dx,)* — 2} 2} 4 2z, . Az, + (4%,)* — z3

Az, Az, Az,
_ 2, . Az, 4 (d=z,)* __
= 4z, = 2z, + 4dz,.
Stotozni-li se bod M, s M,, stane se dz, = 0, 4y, = 0, pomér

3‘%‘- stdivd se smérnici teny a jeho hodnota — 2z,.
1
Smérnice seény jest pomér rozdilu pofadnic a rozdilu
tisetek, pravime pomér rozdili (differenci) &ili differenéni po-

mér; piseme Y2 = %1 pebo ﬂ/. Stivaji-li se difference sou-
T, — I, Adx

‘2 1
fadnic &m ddle mensimi, aZ konené se stanou — 0, prechdzi
pom&r differenni v t. zv. pomér differencidlni, ktery piSeme
dy
%o
u piislusné kiivky.
Stejnd snadno urlime smérnici tetny u kiivky, jejiz rov-

nice md tvar obeeny y = az? -+ bz 4 ¢. Pro bod (x;,, y,)
plati y, = az? + bz, + ¢, pro (z,, y,) zase y, — ax; + bz, 4 ¢,
i jest

Ay, _ ¥ =9y _ 08} + bz + ¢ — (az} + bz, + ©)

Az, To — X, Zo — &,

=a(x2 + 2,) @ — ) + b (2, — ,) =a(z, + z,) + b;

Zy — X,

Uddvs tedy differencidlni pomér funkce smérnici tetny

stotozni-li se (z,, ¥,) s (%,, ¥,), jest smérnice tetny v bodé

@y, y,) ... %‘Z—‘: 2az, 4+ b; ponévadz vztah tento platf pro kazdy
1 :

bod kiivky nasf, lze psdti % = 9az + b.
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V odst. 8. jsme seznali, Ze smérnice piimky uddvd rych-
lost pochodu pifmkou zndzornéného; disledné uddvd differen-
cidlni pomér funkce rychlost promény funkef vyjidfené, na pf.

pii volném pddu y = —‘;— z?% jest % = gz, rychlost pohybu za
1

z, sekund (viz obr. 8.).

12. Pribgh funkce y = az? 4- bx + ¢ sezndvdme, sledu-
jice, jak se méni smérnice teény u jejiho grafického zndzornéni.
Tato smérnice m4 hodnotu bud kladnou nebo nullovou nebo
zdpornou; kiivka patrné stoupd s rostoucim z, jestlize pii
T, >z, také v, >y, t. j. y, + gy, >y, Cili 4y, >0, tedy
pfi kladném pfirtstku usetky 4z, jest podminkou stoupdni

—j% >0 a % > 0. Naopak kiivka klesd, jestlize pii 4z, >0

1

plati y, <y, tili gy, < 0, tedy —i—% <0 a proto -d% < 0.
1

d
Prechdzi-li kiivka od stoupdni ke klesini nebo naopak, jest
@:0 pravime, Ze kifivka m& wvrchol bud horni (maximum)
dz ’

nebo dolni (minimum). Podrobn&j’i rozbor tohoto zvldStniho

piipadu (Z_Z = ) bude podin pozd&ji.

Viimnéme si na pf. kfivky nahofe uz uvedené
y = 2% — 12z + 22
(obr. 12, H): smérnice jeji tetny Cili differencidlni pomér dané

funkce jest z—i = 4x — 12 (dostaneme bud piimo nebo dle
hofejtho vysledku pro ¢ = 2, b —= — 12). Kfivka klesd pro

z hovici nerovnosti 4z — 12 << 0, t. j. pro =z < 14—2 ili z < 3,

stoupd pro 4z — 12 > 0, t.j. pro z > 3; pro x — 3 md kiivka
vrchol a to dolnf, prestdvajic klesati a zatinajic stoupati. —
Obecnd funkce 2. stupné y — ax? + bz + ¢ md diff. pomér

2ax + b; pisluind kiivka stoupd pro z > — 2%, klesd pro
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b L - b
€< — g ami vrchol v bodé =z, =—5, 8 tedy
b\* b dac — b2
v —al—2Y) Lp(—2 — 2%
y,_a( 2a) ' b( 2a)+c— da

Tetna kiivky té v bodé (z,, y,) md rovnici
n—y, = (2az, +b) (§ — z,).

13. Jako piiklad budiz uvedena rovnice drdhy télesa
vrZeného. Vrhneme-li téleso horizontdlng, sklad4 se pohyb rovno-
mérny (vliv udélené rychlosti ¢) s pohybem rovnomérné zrych-
lenym (nésledek zrychleni zemské tize g). Zvolime-li poédtek
soufadnic ve vychodisku pohybu, osu -+ X ve sméru vrhu
(obr. 14.), mé drdha, kterou by vykonalo téleso pohybem rovno-
mérnym za ¢ sekund, velikost z —= ¢ . ¢; vlivem zemské tiZe

vykonalo by za touz dobu drdhu y — — ~‘g— t? (znaménko zd-

porné proto, Ze pohyb ten ddl by se smérem — Y). Misto télesa
v neurtitém, kazdém okamZziku md soufadnice (z, y); vztah
mezi nimi dostaneme, vyloutime-li z obou rovnic veli¢inu %.

Z x=ct plyne ¢t = —xc—, dosazeno do druhé davéi

—_ 9 (=Y
r==%(3)

g/::-—é%;.x“,

¢ili

coZ je rovnice tvaru y — ax? a tedy parabola. Jeji teéna v bodé
(z,, ¥,) m& smérnici

Codyy g _ g
&;}— 2.262.33]—‘—

2 -
62 1)
klesd tedy kiivka drdhovd stdle, nebof g, ¢* i z, jsou velitiny
oy @ '
kladné, prodeZ Egl < 0. —

1
Vyhodnéjsim pt#ikladem neZ vrh horizontdlni (pro vétsi
rozmanitost) jest vrh &ikmy*). Drdhu télesa vrzeného pod

*) Tento piiklad predpoklddd znalost zaéalkd trigonometrie; lze jej
vynechati.
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thlem elevatnim « (obr. 14.) nalezneme, sloZfme-li zase pohyb
rovnomérny rychlosti ¢ s pohybem rovnomérn& zrychlenym pii
zrychlenf g. Pokud hledime k prvnimu pohybu, vykonalo by
téleso za ¢ sek. drdhu pifmotarou s = ¢¢, jeho poloha byla by

\‘\
\\
\ N
\\
N
N \
\L

Obr. 14. Drdha télesa vrZeného rychlosti ¢ = 80 m (pii g = 10 m)

. . x2?
a) horizontalné : y = — 50
2
b) sikmo v uhlu 45°: y = x _-g(-)- (10m .. .1 dilec, tedy zde
x3 x?
c._-3,_y'__—-]—§ resp.x_ x__g.).

ddna-(pii patrné volbé os soufadnych) soufadnicemi z = ¢t cos «,
y==ct sin . Druhym pohybein urazilo by za touz dobu drdhu ptimo-

arou yz—%—t". Vlivem udélené rychlosti i zemské tize

octne se tedy za ¢ sek. v bodé, jehoz
r=ctcosea, y=ctsina— —g—t“.

16
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Dréhu télesa pro viechny okamiziky ¢ dostaneme vyloucenim ¢

z obou rovnic: z prvé jest { — ceosa Z druhé pak dosazenim
této velitiny
9 22

y:xtga-——zcgcosg;x—

neboli

ylza:tgoc—gg&—;(l—l-tg"’a).x’

Je to parabola, jejiz rovnice md tvar

=ax® 4 bz (a =— 502"'30555—&, b=ty oc).

Differencidlni pomér této funkce jest
e R—
dz —  ccos’ &+ g ;

jest to smérnice teiny v bodé (x, y) kiivky drdhové. Krivka
mé vrchol pro

TE et TWE=Y
tedy v bodé
x, =% sin « cos o; /
g
piislugné
9 2
./l - x tg o« — 20 6082 xl
c? ., g et

=7smacosatga— - sin® « cos® o

2¢? cos? a g
¢t ., e e,
_? Sin® ¢ — Tq S‘H’l«‘a _%Sl.n o,
V intervalu 0 az z, kfivka stoupd, nebot % zﬁ‘stéva kladné;

pro x > z, kfivka klesd, nebof ¢len zdporny ve vylazil pro
smérnici je v tom pi‘ipadé vétsi nez kladny &len tg a. V obr 14.
zvoleno @ = 45°% ¢ = 30 m, tedy -

— _10-
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¢ili
2
=z — 3"
14. VySetfme funkei y = —i? ¢ili kiivku zy = 1. (obr.

15.). Rozbor arithmeticky ukazuje, %e k zdpornym usetkdm patii

Ll

/—_—

Obr. 15, y =~

ziporné potadnice, ke kladnym z kladnd y: kiivka lezi tedy
Gplné v III. a L. &tvrti. K zdpornym, absolutnd velikym tdsetkdm
patif zdporné, absolutné malé pofadnice a naopak; podobné
k malym kladnym tsetkdm piisludf veliké kladné poiadnice,
k rostoucim usetkdm pofadnice klesajici. Lezi-li na kfivce
bod (z,, y,), lezi na nf také bod (— z,, — y,), kiivka je sou-
mérnd vzhledem k pocatku. Sluje hyperbola.

Smérnice seény u kiivky y = —i— jest

1 1
W _ Yo=Y % xH__ ®—x 1
dx,  x, — =z, Ty — I, ZZ, (T — ;) z,z,’

16*
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smérnice teény v bodé (z,, y,)
dy, 1

= )
dzx, z}

v obecném bodé (z, y) pak

dy __ _ 1
de = %
Protoze pro kladnd z jest (ZZ/E << 0, kles4 kiivka stdle pro

kladné hodnoty tsetky s rostouci visetkou (vétev v I Ctvrti);

pro zdipornd x jest vSak (— x)* také kladné, procez % rovnéz
<< 0 a kfivka kless stdle i v druhé své vétvi (v IIL kvadrantu).

Tetna kiivky v bodé (z,, y,) md rovnici
1 .
* N —19y, = — — (§ — ).
Y5 z 1)

. 1 .. .
Misto 5 MiZeme pséti
1

T
1 1 1 1
a tedy rovnici tetny
n—y=—L ¢ —a);
1
vyndsobime-li, dostaneme
1z, — 2y, = — &y, + 2,

¢ili v
s+ 9,5 =2 (n =—Z—:§+%)—
Obraz flll{kce y=— —alc— je téhoz tvaru jako u funkce
predchazejic, lezi viak v II. a IV. étvrti.. Funkei y = % mozno

pievésti na y = —i— nebo na y —= — -i, dle toho, je-li @ kladné
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. - a
nebo ziporné; stati upraviti y = - 8 tvar

WD) gy v 1
=3 Va z
I

/

a poloziti

y _- & -
= =7
Va Y \ ’
— 1 s o . .
dostaneme y = —, obraz funkce je tyZ jako diive, aviak v mé-
z

fitku zvétseném v poméru 1 :\a.

Kiivka na obr. 15. je obrazem jednoduché zdvislosti ne-
piimé dvou proménlivych velicin, totiz dvou velidin, které se
tak ménf, Ze jich soudin zlstivd beze zmény. Tak souvisi spolu
na pi. potet délniki a polet pracovnich dni p¥i urtité velikosti
price, kterou jest vykonmati (a pii stejnych vSech ostatnich
okolnostech); velikost vySky a zdkladny trojihelnika p¥ipevném
obsahu atd. Timto zdkonem zdvisi napéti plynu na objemu pfi
stdlé teploté a hmoté plynu (zdkon Boyleiv); velikost sily na
délee ramene pfi rovnovdze u paky a jednoduchych strojii me-
chanickych viibec; potencidl na kapacité pii témz mnoZstvi
elektiiny atd.

Kiivka y® =z li§ se od kiivky y = z? jen zaménénymi
soufadnicemi, tedy zdménou os (obr. 12. J); jest to tedy pa-
rabola, rovnéZz tak obecnéjsi y? — ax. Rovnici tuto lze psdti

také y = \/?z}, a smérnice jeji setny jest
Vaxq Vax —Va Vx, —Vaz, - Va,
Ax L, — X, Zy — 2,
—Va B Va
z, —2,) (Vz, + Vz,) an + VM

smérnice teény v (r,, y) pak

_ Va

-zl 2 Va,



246

Y

Va’
9y, _ a
d:cl' - 2?/1 *

Gli dosadime-li Vz, =

Rovnice tetny v(z;, ¥,) jest tedy
a
N =Y =§—7-/—1 (& — z);

mizeme ji zase upraviti na tvar

Z‘/l"l - % (g + xl)-

Body ktivky y* = 2 maji dsecky pouze kladné, jak vidéti
na vztahu y == \/z ; jsou po dvou soumérné sdruzeny vzhledem
k ose X, jezto k téze tiselce x piislusi 4+ y a — y dle téhoz
vztahu, tedy dvé pofadnice, absolutni hodnotou sobé rovné,

. . - a 3
opatného znaménka. Z vyrazu pro smérnici teény %y pozndvédme,

e — v souhlase s obrazem — kiivka stoupd pro kladnd y
(nad osou X), klesd pro zdporndi y (pod osou X); &m je y
mensi, af kladné nebo zdporné, tim vétsi je tato smérnice, pro
velmi malou pofadnici je velmi veliki (na pf. pro y = 0-001

. a a .. a @
je 2—?/—_1000 - 57 Pro y = 0000001 je 97_1,000000 5

atd.), i soudime, Ze pro y =0 je —2% vétsi neZ kterékoli &islo,
jez bychom uvedli jako nejvétsi, pravime, Ze se zde smérnice
stdvd ,nekonetné velikou“ — .

Bod 2z, =0, y, =0 byl u kfivky y = 22 vrcholem,
% == 0; kiivka *® = z od bodu toho v jedné své &dsti stoup4,

1

v druhé klesd (oboje pro rostouci z), g%' — o a zvratng hod-

1
nota diff. poméru (%") je zde = 0. Miizeme tedy s geome-

trického hlediska i u kiivky y% = z bod ten nazyvati vrcholem
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(vzhledem k ose Y); takZe vrcholy kiivky dostaneme z rovnice
dy ay __
T—O a z rovnice iz — ®

15. Mdme-li obecnou FkFivku, jejiz rovnice jest y = f(z),
stanovime jeji fednu zcela tim zplsobem jako v pifpadech pfe-
deslych. Je-li v obr. 16. tdst této kiivky, md seina jeji, pro-

Obr. 16. Setna ... teéna, normdla; subtangenta, subnormila u kiivky
obecné.

chizejici body na ni zvolenymi M, a M,, smérnici Z’ %
2 T N

.%

uh s predpokladem, Ze soufadnice bodu JV2 se lisi od sou-

iadmc bodu M, o velitiny x,, Ay,. Blizi-li se bod M, na

k¥ivee bodu M, blizf se smér setny sméru tetny v bodé M,

az pro dr, =0 (a tedy 4y, = 0) splynou oba body a setna

piejde v te¢nu; jeji smérnice md pak hodnotu, jez se oznatuje

Zﬂ éili y'y, jest to differencidini pomér é&li derivace funkce y
1

dle nezdvisle proménné z.
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Ze tato derivace md zcela urditou hodnotu, jest vidéti na
obrdzku, kde

,
Y2 =49 _ MB. _ MR
z, —x, MR,~ SR,
(z podobnosti trojihelniki) a pro M, = B, jest
ggl _ _O_ _ MR,
dz;,” 0 = TR,"
Rovnice tetny v bodé (x,, y,) jest pak
= ¢
n—Y = dxl (g zl)'

Dle hodnoty této derivace %posoudime stoupdni, klesdni a vrcholy

i
]
Ped
L R
I M
e
J L

LR T

Obr. 17. Dvé piimky navzdjem kolmé.

kfivky y = («); kfivka stoupd nebo klesd v hods, pro jehoz

soufadnice z,, y, plati %‘ > 0, resp. < 0; md-li kiivka vrchol
. 1 .

v bodé (z,, y,), objevi se g%‘ =0 (nebo také — o).
1

Znime-li smérnici tefny, napifeme snadno také rovnici
normdly. Normdlou sluje pfimka kolmd k teéns v bods dotyku;
Jest otdzka, jak spolu souvisi smérnice dvou piimek kolmych.
Zvolime-li prisetik pimek takovych (obr. 17.) za bod A(w,,y,),
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na jedné piimce bod B(z,, ¥,), na drubhé C(z,, y,), jest patrné

smérnice prvé piimky —2 1 — g druhé BT I — 3,
Z, — Z, Ty — X,
Av8ak z podobnosti trojihelniki ABR a ACR' plyne
BR: AR — AR': CR/,
t. . (Yo — 3) @y — @) = (&5 — 1) : (Y1 — ¥s)3
. ; 1
levd strana améry jest — a, pravd — — B tedy a=—
Smérnice normdly je tedy rovna zvratné hodnoté smérnice

; . ) . d
tetnové s opaénym znaménkem, t. j. ——1:0_1'%’ coz piseme

strutnéji — g; a rovnice normdly v bodé (z,, y,) zni
dx
7]—3/1:—@1' (£ — =)

K posouzeni (a konstrukei) kiivky v bodé (z,, y,) prispivd
také t. zv. subtangenta (St), t. j. pramét Cdsti tetny od bodu
dotyku (z,, y,) az k ose X na tuto osu, a subnormdla (Sn),
obdobny priimét normdly. Jak z obr. patrno, jest St = TR,

. .
a é‘f = smérnici teény — g, tedy St = ;yj-, obecné St :-Z—l;
A 1
potom
— ‘RI ‘A’__ yl — iyt
Se=RN a —yT—__TRT_Jl

(trojihelniky R, NM, a R,M, T jsou podobné), a tedy
RN = Sn = y,%’,, obecné Sn = yy'.
Na pi. u paraboly y = ax?® jest

_qxg -— x — 2 — L3
St_?ax__é-’ Sn = az*® . 2ax = 2a*z?,
kdezto u paraboly y2 = ax jest y* =2—ay—, tedy
 __ 2y% . a __a
»St__—;__2x, Sn—‘?/.2—y-——§',

tedy konstantni.
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16. Stapoviti tetnu ke kfivce y — f(z) redukuje se na
tlohu stanoviti derivaci funkce f(x). Tato derivace dle vzoru,
kterym nalezena pii funkei kvadratické, jest rovna pomérn

f@ 4+ 42) — f(x)
. . Az -
v ném% po provedeni viech moznych zjednodu$eni, hlavné déleni
velitinou 4z, poloiime Az — 0. Piipominime, Ze f(x + Az)
znadi funkei danou f(z), v niZ misto z dosazen viude dvojtlen
z + Az. Casto stati, ba jest vyhodn&jii, uziti struéngjstho pro
titatel oznateni x, misto z + 4z (pak k vili soumérnosti pi-
Seme z; misto pouhého z), dé&liti pak rozdilem z, — z, (= Jz)
a ve vysledku poloZiti #, = z,. Index vynechdme, nemdme-li
na mysli urdity bod.
Stanoviti dérivace funkci je ulohou pottu differencidlniho,

v némZ tkol se feSf postupné pro rozmanité druhy funkef, Tam
urené derivace funkei jednoduchych si prosté pamatujeme,
pravidel pak odvozenych uzivd se pfi derivovdni funkef slo-
zit&j8fch. Pro nd§ tcel bylo by sice moZno vystatiti s jedinym
obecnym pravidlem zdkladnim, -nahofe uvedenym, piece viak
k vili zjednoduSeni sestavime si nékolik zvlditnich pravidel,
v poltu co nejmensim.

" a) Cislo, které se neméni, &ili konstanta (a,b,¢,...2,5,...),
méd derivaci = 0. Je samozfejmé.

b) y = z*, kde n je Cislo celé kladné.

dy.
“dx

=mn.x" L

Nebot platf
: Y =20 Yy =7
a tedy

Yo — Yy __ %3 — 2} 51
= =2t 4 iy, 2322 L,
xg—.xl xz_xl 2 “ 1 2 1

+ 2277 4 217
pro z, = z, stdvajf se viechny Cleny na pravé strané stejnymi
=77, na potet jest jich » (1 a od 1 do » — 1), proto jest

dy, _
dr, —

—1
nxit.
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Derivaci »-té6 mocniny nezdvisle proménné x dostaneme tedy,
zndsobime-li exponentem » mocninu tu o stupeii snizenou. Tak
jest

@) _ 54
= = 3%,
v difvéjsim jsme méli
d@®) _o, 4@ _
=2, = 1.

¢) y = ;1"—, kde n je tislo celé kladné.

dy _ - - 1
a;_—-—n.&;—,m-.

Dovodime 'podobné jako v 0);

_1 1 . 1 1 o — a7
Y= x,lu Yo — :L";’ Y Y, — z x?— i
Yo—Y _ @ —xy 1 aj—a;

Ty —z, 2wy (T, —,) 1Ty, Ty — Ty

a provedeme-li dgleni dvojilent,

1
= (@' + 23702, + . 2 2

T nan
xlxﬂ

Polozime-li konetné z, = x,, nabude vyraz v zdvorce jako na-
hofe hodnoty na7—' a celd derivace hodnoty
1

—_—— . = —n . —.
2 1 . n4- 1
7 xl-i-

1
Vidi derivaci b) je zde rozdil ve znaménku a novém exponentu
v jmenovateli, jenZ je zvySeny. Na pi. pro y = ;12- jest
dy _ 2
dz = 2%’
Pro y =— jest, jak jsme uZ diive nalezli,

, 1
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d) Konstantni souéinitel celé funkce jest také soutinitelem
derivace. Plati

d_(d‘,’gf_) —=a.n.z",
coZ dostaneme z
arj —ary _ aj—ay
z, — =z, z, — r,

postupem v &) vyloZenym; podobné v jinych pifpadech. Neni
tedy potieba takovy Cinitel brdti viibec do poétu. Tak jest

d (ax?®) d(ax)
—(B——:a.Qx, Tﬁ'—:a
(derivace funkce y — ax jest a« — smérnice piimky).

e) Soudet funkci m4 derivaci, jeZ je soultem derivaci jed-
notlivych ¢lent. Jest mozno bez obtizi dokdzati zcela obecné,
postaci vSak vSimnouti si u jednoho piipadu postupu, v jakém
se ¢leny souétu pii stanoveni derivace fadi. Soutet funkei az?,
bar, cx® d jest funkce y = az™ + ba’ 4+ cx® 4 d; jeji deri-
vace plyne z poméru differen¢niho

Yo— Yy _ (ax" + ba} 4 ez + d) — (ax} + bay + cx] 4 d)

:vg——x, Ty — @,
a(x" — z") + by, —ay) + clz; — x})
x2_xx
xn n — P x?__xz
=a. 21— ‘+b Il p e 2
Zy — _“'1 Ly — X,

—a.nzt? -I- b. pxﬁ’“ +c. 2z,
Vysledek ten byli bychom obdrzeli, settouce derivace jednot-
livjch ¢lend, urcené dle b), d), resp. a). Tak jsme nalezli diive
derivaci funkce y = ax?® -+ bz + ¢ ve tvaru 2ax -+ .
f) Derivace souéinu dvow funkei

du.v dv ,
dx) dx v+u.%.—:u.v+u.z

Obé funkce v soutinu » i v jsou funkce argumentu x, mizeme
vyslovné psiti « (z), v(x); nazveme-li jich soutin y, jest

¥y = u(x) . v ().
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Obycejnou cestou dostaneme

Yo — ) __%I&) . 0(7) — 1(®) . v (@),
2y — X, Z, — X, !
abychom rozdil v titateli mohli upraviti, rozSifme ho o dva
¢leny
— (@) . v (@) F u (@) . v(z), |
coZ je dovoleno (soutet obou &lenit = 0). I jest pomér difterenci
_______ :72 -,
¢ili spojime-li ¢len 1. a 2., potom 3. a 4.
(@) — n(x)] 0 (@) — ulz,) [v (@) — v(z,)]
T, — I

— u(@) —u(z) v (%) — v(2,)
=g cv(x,) + u(x,). P——
Polozime-li potom z, = z,, dostaneme jako hodnotu derivace

du (z,)

Fram v(x,) + u(x,) .

dv (x,)
dr, ’

stru¢néji psdno

du dv

R el s e

dx + dz
Derivujeme tedy nejprve jednu funkei ze soutinu, ndsobime
tuto derivaci druhou funkei, potom derivujeme druhou, soutin
této derivace a prvni funkce pfitteme k onomu soutinu. Podobné
derivace soutinu tfi funkef urz jest

w.ovztu.v .24 uv. 2 atd.
Na pi.

y=x%(x—2), yy =32%. (x — 2) 4 2°. 1;
derivace soutinu yx? jest
y.z24y.2; y=2z*=*—a) (r — b) md
Y=2z.@@>—«) (x —b) 4+ 2%.32%.(z — b) + 2%(z® — a). L.
9) Derivace mocniny funkce

ady” __ aey Yy
Tz MY dz
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pii tom oviem y — f(x). Jako obytejné jest rozdilovy pomér
i —yi 0 — ) 0 Yy -+ eyt

Lo — X4 Zo — X,
—y —_ y n— n—9
= —a W YT ),
pomér differencidlni pﬁk (g =2, y, = y,) jest
d
dg: ne. y?_’7
bez indexu
dy ,

n.yn—l.‘_i;:n.yn——l_y.

Derivuje se tedy mocnina funkce jako mocnina nezdvisle pro-
ménné, jenom nutno pI‘lpOJltl jako umtel derivaci funkce Tak
Jjest na pi.
d(yg) — i —o, ).
~da =2y (—22/-%),

d(y®.x) d?"
WD 20U 4y 2= ayyn 4y,

Jestlize y = (2® — a?%?, jest
d{z®* — a?)
dx
pro y = (2* — 1) (x + 1)? jest
y=2.+D)+@*—1).24+D'.1
17. Dosud jsme brali v uvahu k¥ivky, jejichz rovnice mély
tvar y = f(x). AvSak zdvislost mezi proménlivymi veli¢inami
z a y mize byti dina rovnici, kterou, jak jednoduché piiklady
ukazuji, neni snadno, ba neni mozno uvésti na tvar hofejsi
(na pi. 2% 4+ y* == Bazxy, zy® + 2%y = a); Casto to byvd také
nevyhodné, protoZe tim dostdvdme f(z) sloZitou. Je-li takovou
rovnici dina zdvislost obou velitin = a y, sluje y nerozvinutou
(implicitnf) funkei proménné z. Viti takovym funkeim sluje
y = f(x) funkei rozvinutou (explicitnf).
Jak urtfme tetnu takové kiivky t. j. derivaci takové
funkce ? V§imnéme si pifkladu 2® 4 y® — 3azy — 0. Dva body

Y = 4(z® — a?%. = 4(2* — a??3 . 2z;
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(%, ¥,) a (z,, ¥,), lezici na kiivce, maji souiadnice, o nichz plati
zy + 91 — Baz,y, =0, =+ y; — 3amy, = 0; -
ponévadZ cheeme nalézti hodnotu poméru %";l‘-, utvoime mnej-

2 T M ,
prve rozdil levych stran obou rovnic (coz je dovoleno), ten = O,
délme tento rozdil potom rozdilem z, — z,, a pokud to neni
mozno, zavddéjme hledany pomér — Fidice se takto postupem,
u funkei rozvinutych osvédtenym; pomér rozdilovy potom vypo-
{itime a proménime v pomér differencidlni. I obdrzime v zvo-
leném piipadé zvldstnim

@5 + v} — Bazyy, — &} — y} + Baz,y, =0
a ddle

(@3 — a3) + (43 — 1) — Ba(zy, — 2,y,)]: (¥, — ) =0
¢ili pro provedeném déleni

@ + mz, 4+ 2 + L2 gy, 4+ 9

T, — Ty

Polozime-li sem nyni z, = z,, y, = ¥, a ndsledkem toho

Yo — Y, ____.‘le/_l
Ty —x,  dw,
dostaneme

dy dy
3 1 2 y, + 2, 2=
3z + dz, 3y: — 3a (y‘ Ty dx‘) 0
éili (bez indexu 1)

x_”-l—y".j—i--——ay-—ax.%:@

odkud urdime
dy __ay —x*
dz — 3;2_:_@'
Rovnice teény u kiivky 2 + y* — 3azy =0 v bodé (z,, y,)
je tedy
ay, —

n_ylzy‘:—axx

(E - 9?1)0
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Srovndme-li rovnici, ku které jsme posléze dosli, s rovnici
kiivky, vidime, Ze statilo derivovati celou levou stranu rovmice
dlen po CGlenu; jest zajisté tato strana (= 0) funkei velitin
z a y v tom smyslu, Ze jest algebraickym vyrazem obsahujicim
z a y. Jest to — v naSem pifipadé — soulet ti{ funkeci, z nichz
* 2. je mocnina funkce y, 3. pak soutin funkce 3ax a funkce y;
dle pravidel b), g), /) nalezneme tedy piimo

322 4+ 3y?. ¢y — 3a (1l .y + zv)

a odtud »’. Tim zpisobem nalezneme derivaci y‘ na pf. u funkce
y® = ax krdtce z rovnice 2yy’ — « — 0 ve tvaru

18. V mnohych piipadech stivd se, Ze kiivka postupuje,
Jak fikdme, do nekonetna (méli jsme parabolu, hyperbolu), t.j.
pro z rostouci nad kaZdé sebe vétsi lislo miize byti hodnota y
bud zcela urtitd nebo také vzristati ,do nekonecna“; jestlize
takto bud obé soufadnice* bodu na kiivce nebo aspoii jedna
stane se vét$f nez jakékoli ¢islo, které umime uvésti, pravime,
Ze kifivka md bod v nekonelnu, jehoZ obé neb aspoil jedna
soufadnice jest oo.

Jest otdzka, md-li kfivka v takovém bodé urcitou teinu
a jak nalezneme jeji rovnici. Viimnéme si uvedenych kiivek,

paraboly y = % (obr. 13.) a hyperboly y:—i— (obr. 15.).

Parabola md v .bodé€ (z, y) tetnu, jejiz rovnice jest

n—y=2z( —z) i n =22 — 22+ 4

tili (dosadime-li y = z%)

n = 2x§ — %
(Pokratovdni.)
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