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II. Poincaré:

Budoncnost mathematiky.”
Pielozil dr. B. BydZovsky.

I'ro piedvidini budoucnosti mathematiky je nejlepsi me-
thodon studovati jeji historii a jeji piitomny stav.

Neni-li to, pro n4s mathematiky, postup, ktery jaksi pii-
sludf nagemu povoldni®? Jsme zvykli extrapolovati, coZ je pro-
stiedek k odvozovani budoncna z minulosti a piitomnosti, a jezto
dobie vime, zai tento prostfedek stoji, nevyddvime se v ne-
bezpeti, Ze hychom si ¢inili illusi o dosahu vysledkd, kterych
nim podivd.

Byvali diive $karohlidei. Radi ¥ikdvali, Ze vicchny Fesitelné
problémy jsou jiz d4vno roziefeny, a& Ze po nich je mozno jiz
Jjen pabérkovati. Na §tcstf nds vpokojuje pifklad minulosti Jiz
¢asto se lidé domnivali, %e rozfesili viechmy problémy, ancho
alespoii Ze sestavili seznam té&ch, jez Fefeni piipoustéji. A potom
vyznam slova FeSenf se rozifiil; problémy nefesitelné staly se
ze viech nejzajimavéjiimi, a naskytly se jiné, na néz se dosud
nemyslilo. Pro Reky bylo to feseni dobr¢, které uzivd jen pra-
vitka a kruZitka; v pozdg&jsi dobs to, které se obdrzi odmoc-
liovdnim, potom to, v n&mz sc vyskytuji jen funkce algebraické
nebo logarithmické. A tak pessimisté stile byli vhdinéni do
uzkych, stile nuceni k ustupu, tak Ze nyni, myslim, jich sku-
teéné jiz nenf.

Neni tedy mym @myslem potirati jich, kdyZ prece jiz vy-
mieli; vime oviem, 7e mathematika se hude ddle vyvijeti, ‘ale

*) Tenlo essay byl ohlisen jako jedni z hlavnich prednasck na IV,
mezindroduim kongressu malhemalikil konaném v Rimé v dubnu b, v Ped-
nagku pregell za onemoendélého aulora pan Darboux # vilisku jiz lizléncho,
Pan aulor svolil k uvetejnéni pickladu v »Casopisee. Pozu. piekl
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hézi o to, abychom védéli, v jakém sméru. Odpovite mi .ve
viech smérech®, a to je tdstelnd pravda; kdyby vsak to bylo
iplng sprivné, stivala by se véc trochu hrozivou. Na%e poklady
by nds zdhy zaplavily a nakupily by se ve smésici stejnd ne-
proniknutelnou, jako byla pro nevédomého neproniknutelna ne- -
zndmd pravda.

Historik a také fysik musi uéiniti vybér z danych fakid;
mozek uéencitv, ktery je jedinym koutkem vchomiru, neobsihne
nikdy cely vesmir, tak 7ze mezi nestetnymi fakty, jichZ ndm
poskytuje piiroda, jsou takové, jez nechime stranou, a jiné, jez
podrzime. Je tomn stejné, a fortiori, v mathematice; ani mathe-
matik nemiize podrzeti v paméti smésici v3ech faktd, které se
mu naskytaji; tim spiSe, Ze tyto fakty si tvof on sém — mdlem
bych byl fekl: jeho rozmar. Nebof on veskrze vykonmstruuje
novou kombinaci tim, Ze uvede ve spojeni jeji prvky; obylejné
nikoliv pifroda sama piind$i mu ji zcela hotovou.

Stivd se oviem nékdy, Ze mathematik chopf se problému,
aby vyhovél néjakému pozadavku fysiky; Ze fysik nebo inZenyr
od ného zidaji, aby vypotetl n¢jaké &fslo vzhledem k urtité
applikaci. Md se proto Fici, Ze my mathematikové mdime jen
vytkdvati objedndvek a misto abychom pé&stovali svou védu pro
své potéseni, mame jediné hledéti vyhovéti pidnim zdkaznikd?
Nemd-li mathematika jiného dkolu, nez pomdhati tém, kdoZ
zpytuji pifrodu. musime pravé od téchto vytkati bitevni heslo.
Je toto nazirdni oprdavnéné? Jisté nikoli; kdybychom nebyli
péstovali exaktni védy pro nd samotné, nebyli bychom vytvo-
ili mathematiku jako néstroj, a byli bychon odzbrojeni v den,
kdy by se bylo ozvalo bitevni heslo fysikovo.

Také fysikové nefekaji, aZ n&jaka naléhavd potieba hmot-
ného Zivota je pfinuti studovati uréity zjev, a ¢inf zcela dobic;
kdyby ulenci 18. stoleti byli nedbali elektiiny, povaZzujice ji
za pouhou kuriositu bez praktického vyznamu, neméli bychom
ve stoleti 20. ani telegrafie, ani elektrochemie, ani elektro-
techniky. Jsou-li tedy fysikové nuceni si vybrati, nedivajf se
ve svém vybéru vésti pouze zietclem uZitednosti. Jak si tedy
poiinaji pi vybéru pifrodnich ikazi? MdzZeme to snadno Fici;
fysiky zajimaji pravé ty fakty, které mohou vésti k nalezeni
zdkona; jsou to tedy ty, jeZ jsou analogické mnoha jinym
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faktim, které se ndm nejevi jako osamocené, nybrz jako tvzce
seskupené s jinymi. Osamoceny fakt padne kazdému do odf,
¢lovéku prostému jako ulenci. Ale jediné pravy fysik dovede
vidéti svazek, jenz vize Fadu faktd, jichz analogie je hlubokd,
aviak skrytd. Anekdota o Newtonové jablku patrné neni pravdiva,
aviak je symbolickd; mluvme o nf tedy, jako by byla pravdiva.
Nuze, musfme se domnfvati, %e pfed Newtonem mmnoho lidi vi-
délo padati jablka; Zidny z toho nedovedl niteho nsonditi.
Fakty by byly neplodné, kdyby nebylo duchi schopnych utiniti
% nich vybér rozpozninim téch, za nimiz se néco skryvd, a po-
znati to, co se za'nimi skryvd — duchi, kteff pod hrubym faktem
vyciti jeho dusi.

V mathematice ¢infme zcela totéz; z rozmanitych prvka,
jimiz disponujeme, miiZzeme vytvofiti milliony réiznych kombi-
nacf; ale jedind takovd kombinace, pokud je osamocena, je
naprosto bez ceny; Casto jsme si dali mnoho price, abychom
ji sestiojili, ale nenf to naprosto k ni¢emu, le¢ snad k poskyt-
nuti litky k tloze pro stfedni Zkolu. Dude tomu zcela jinak
toho dne, kdy tato kombinace nalezne své misto ve tiidé kom-
binaei analogickych, a kdy my tuto analogii postfehneme; budeme
pak miti pfed sebou ne fakt, nybrz zdkon. A toho dne sku-
tetnym vyndlezcem nebude délnik, ktery trpélivé vybudoval né-
kolik téchto kombinaci, nybrz ten, kdo ukizal, Ze jsou piibuzné.
Prvni vidél pouze hruby fakt, aviak jen ten druhy vycitil dusi
fakta. Casto mu postatilo vynalézti nové slovo, aby dokdzal
tuto piibuznost, a toto slovo bylo tviréi; déjiny védy poskytly
by ndm mnozstvi piikladd, které jsou vim bézné.

Prosluly filosot vidensky Mach pravil, Zc ulohou Védy je
zjednati wsporn mysleni, stejné jako stroj zjedndivi isporu
price. A to je velmi sprivné. Divoch pocitd na prstech anebo
sbiraje obldizky. Naut¢ime-li déti ndsobilce, uspofime jim na prigté
nestetné vykony s oblizky. Kdosi kdys pozoal ua oblizcich,
nebo jinak, 7e Ckrdte 7 je 42 a mél ndipad poznamenati tento
vysledek, & privé proto neni nutno podnikati to znovum. Onen
tlovék nepromarnil sviij ¢as, tiebas potftal jen sob& pro poté-
genf; jeho vykon mu zabral jen dvé wminuty Casu, ale byl by
si vyzddal celkem dvé illiardy minut, kdyby pozdgji milliarda
lidf byla musila jej opakovati.

a*
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Dulezitost fakta méfi se tedy jeho uZitkem, t. j. kvantitou
myslenf, kterou ndm umoziiuje usetfiti.

Ve fysice fakty o velkéw uzitku jsou ty, jeZ sc podiazujf
zikonn velmi obecnému, ponévadZ dovoluji piedvidati velmi
mnoho jinych; a v mathematice neni tomu jinak Podjal jsem
se slozitého vypotétu a dospél jsem pracné k vysledku; nebudu
odménén za svon ndmahu, jestlize jsem se tim nestal schopen
pfedvidati vysledky jinych vypoctu obdobnych a s jistotou je
Tiditi vystifhaje se pii tom tdpinf, s nimZ jsem se po prvé
musil smifiti. A naopak. nepromarnil jsem sviij ¢as, jestlize
privé toto tdpdni na konec mné& odhalilo hlubokou analogii pro-
blému, o ném7 jsem pracoval, s mnohem rozsdhlejsi t¥idou
problému jinych; jestlize mmé ukdzalo soutasné, v em sc po-
dobgji a v ¢em ligi, slovem, jestlize mné dalo tusiti moZnost
zovseobecnéni. V tom piipadé jsem nabyl ne nového vysledku,
nybrz nové sily. )

Jednoduchy piiklad, ktery se nam pfedevdim namane, je
algehraickd formule, jeZ ndm poddiva FeSeni celého typu Cfsel-
nych problémd, jestlize na konec nahradime pismena &isly. Ta-
kovou formuli jediny algebraicky vypotet uSetii ndm prici spo-
jenou se stdlym opakovanim novych vypottu &iselnych. To viak
je piiklad jen hruby; kazdy citi, Ze jsou analogie, jichZ nelze
vyjddiiti formulf & které jsou ze vSech nejcennéjsi.

M&-li novy vysledek cenu, m4 ji proto, e spojuje prvky
ode ddivna znimé, aviak dotud rozptylené a zddnlivé cizorodé,
a tim ndhle zavidi ¥4d tam, kde zddl se vlddnouti nepotddek.
Umoziuje ndm pak rdzem preblédnouti i kazdy tento prvek
i misto, které v celkn zaujimd. Tento novy fakt je nejen sim
sebou cenny, nybrz jediné on dodivié ceny viem dosavadnim
fakttm, které vespolek vize. Nd§ duch je sldb jako naSe smysly;
ztratil by se ve slozitosti svéta, kdyby tato sloZitost nebyla
harmonickd, vidél by jen jeji jednotlivosti, jako ¢lovék kritko-
zraky, a byl by nucen zapomenouti kazdou tuto jednotlivost,
nez by zkoumal nisledujici, nebot nebyl by schopen vse obsah-
nouti. Jediné fakty hodné pasi pozornosti jsou ty, jez zavddéji
tad v tuto slozitost a tak ji ¢ini pifstupnou.

Mathematikové piiklidaji velkou dilezitost eleganci svych
method a svych vysledk@i; a v tom neni pouhy dilettantismus.
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Co v nas vlastné vzhuzuje pocit elegance pii ndjakém Feseni
nebo dikazu? Harmonie ruznyeh soufdsti, jejich symmetrie,
jejich zdaiilé vyvizeni; slovem vie to, co zavddi ve vypoifet
Fid, vSe, co mm dodivd jednoty, a co nim tedy umoziuje,
abyrhom jasné vidgli'a pochopili jeho celek sontasné s jednotli-
vostmi. Ale to zivoven také zpusobuje jeho velky uzitek; nebof
¢im jasnéji uvidime tento celek a ¢im spige jej prehlédneme
jedingm pohledem, tim lépe postfehneme jeho analogie s jinywi
sousednimi predméty, a tim v&tsi tedy budeme miti nadgji, e
nhodneme mozni zevieobeenénf. Flegance muze miti svuj puvod
Vv poeitn piekvapeni, vzbuzeného neotekivanym stietnutim pied-
meétu, jez nejsme zvykli sblizovati; i v tom je plodni. jezto ndm
tak odhaluje pifbuznost dotud neznimou; je i tehdy plodnd,
kdyz wd svilj vznik jen v kontrastu mezi jednoduchosti pro-
stiedka a slozitosti piedlozeného problému, nebof pak nds vede
k tvahim o pii¢iné tohoto kontrastu a zpravidla nds piivede
k pozndni, ze tato piicina neni nahodild, nybrz tkvi v ncjakém
netufeném zikonn. Zkrdtka: pocit mathematické elegance neni
nie jincho, nez uspokojeni vyvolané tim, Ze Fesevi, které jsme
pravé nalezli, ptizpusobuje se jaksi potiebdm naScho ducha, a
privé pro toto své piizpusobeni miZe se stiti pro nds nd-
strojent.  Je tedy toto esthetické uspokojeni spojeno s tisporou
mygleni. Takovym zpusohem na pi. karyatidy z Erechtheia zdaji
s¢ nim elegantnimi, ponévadZ nesou tiézke bLFim& s lehhosti
a takika radostn¢, a vzbuzujf v nds tak dojem dspory usili.

7 téhoz divodu ncjsme uspokojeni, kdyz podet ponskud
dlonhy nds dovedl k jednoduchému a prekvapujicimn vysledku,
pokud jsme ncukdzali, %Zc bychom byli mohli predvidati ne-li
uplny tento vysledek, alespoit jeho nejvyznalnéjsi rysy. Proé
tor Co niwm brini spokejiti se s vypocétem, ktery, juk se zdd,
ndm fekl vse, co jsme si piali védcéti? Je to proto, Ze v pii-
padech analogickych nemoll by ndm onen dlouhy vypotet znovu
poslouziti, kdezto s iivahou ¢asto napolo intuitivni, ktewi by
ndm byla umoznila predvidati, tomu tak neni. Jeito tato vaha
jo kritkd, piehlédneme vizem viechny jejf &isti, takze ihned
zpozorujeme, co je tieba na ni zméniti. abychom ji piizpusobili
viem problémiim téze povahy, které se mohou naskytnouti
A\ jezto ndm dovoluje piedvidati, zda Fedemi tdchto prohiému
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bude jednoduché, ukazuje ndm alespoit, stoji-li za to podnik-
nouti vypocet.

Co jsme privé fekli, stali, aby se ukdzalo, jak marnd
by byla snaha nahraditi svobodnou iniciativa mathematikovu
jakymkoli mechanickym vykonem. Chee-li kdo obdrieti vy-
sledek majici skutetnou cenu, nestaéi, aby piemilal vypolty
nebo mél stroj, ktery by véei uvidél v pofddek; ne pouze po-
iddek, nybr% pofddek neocekivany md cenu. Stroj miiZe hryzti
na hrubém faktu, dufie faktu mu vzdy unikne.

Od polovice minulého stoleti maji mathematikové stdle
vétsi péii o dosazeni naprosté presnosti; jsou v privu a tato
snaha bude se uplatiovati stdle vice. V mathematice pfesnost
neni vde, ale bez ni neni niteho; dikaz, ktery nenf presny. je
holé nic. Myslim, 7e nikde nepopte této pravdy. Kdybychom
ji v8ak pojimali piili§ doslovng, byli bychom vedeni k zivéry,
ze na pi. pied r. 1820 mathematiky nebylo; to by bylo tvrzeni
zjevné premriténé; geometrové té doby rddi mltky piedpo-
klidali to, co my vysvétlujeme rozvliitnymi vyklady; tim nemd
byti feteno. %c toho viibec nevidgli; ale oni pfes tu véc pie-
chizeli piili§ rychle, a aby ji dobie postichli, byli by musili si
déti prdei vysloviti ji.

Jenom zc stile je nutno opétovné to Fikati: ti, kdoz
prvnf petovali predevsim o piesnost, podali ném tvahy, o jichz
napodobenf se miZeme pokusiti; maji-li viak dikazy v budouenu
byti vybudoviny dle tohoto vzoru, nabudou mathematickd po-
jedndni znatné délky; a této rozvlitnosti nehojim sc pouze
proto, %e se obdvdam pieplnéni knihoven, nybrz proto, Ze se
bojim, aby nase dikazy stivajice se rozvld¢nymi neztricely riz
harmonie. jejiZz prospésny ikol jsem pravé vylozil.

Je tieha ciliti k uspoie mysleni a nestatf tedy poddvati
vzory pro napodobeni. Je tieba, aby po nds mohli se obejiti
bez téchto vzorn a misto aby opakovali ivahu jiZ provedenou,
mohli ji struéné shrnouti v nékelik Fddek. A to se jiZ leckdy
podaiilo; existovala na pi. celd tiida tdvah, jeZz viechny hyly si
podobny a s nimiZ jste se viude setkdvali; byly dokonale piesné,
aviak dlouhé. Jednoho dne hylo vymysleno slovo ,stcjnomérnd
konvergence, a jediné toto slovo uéinilo ony uvahy zbytecnymi;
nehylo jiz tieba jich opakovati, jezto bylo moino mltky je pied
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poklidati. Ti, kdoz obtize jemnd rozbiraji, mohou ndim tedy
poslonziti dvojndsob; jednak tim, Ze nds udi, abychom v piipadé
potieby ¢inili jako oni, ale hlavné, Ze ndm umeoziujf, abychom
vo nejéastéji netinili jako oni, pii tom vSak neobétujice niteho
z piesnosti. N

Privé jsme vidéli na pifkladu, jaki je v mathematice
dulezitost slov, avsak mohl bych uvesti mnoho jinych. Neni
skore k uvéfenf. kolik mysleni uspofi — jak iikal Mach —
slovo vhodn¢ volené. Nevim, nefekl-li jsem jiz nékde, ze mathe-
matika je uméni oznatiti t¥m# jménem vé&ci rozdilné, Musime
se dorozuméti. Je zdhodne, aby tyto v&ci rozdilné litkou byly
podobny formou, aby byly takika ulity v témz kadlubu. Byla-li
volena vhodnd mluva, shledime k svému tdivu, Ze vsechny
(ukazy provedené pro znimy predmét bezprostiedns se hodi
na mnoho novych predméti, neni tieba niteho na nich méniti,
ani slov, jeito jména stala se totoina.

Diiklad, ktery se tu ihned vybavi, jsou kvaterniony, o nich
se nebudu §ifiti, Slovo dobfe zvolené nejéastdji stadi k od-
stranénf vyjimek, které pripoudtéla pravidla vyslovend starou
mluvou; proto byla vymyslena &isla zdpornd, hodnoty imagi-
niirnf, body v nekonc¢nu a co viechno jesté! A vyjimky - ne-
zapominejme — jsou zhoubné, jezto zakryvaji zdkony.

NuZe, to je jeden ze umakli, dle nichZ pozndvime fakty
o velkém uZzitku; jsou to ty, jez umoZiwji tyto prospsésné no-
voty v Feci. V takovychto piipadoch je hruby fakt nékdy bez
veliké zajfmavosti, mohl hyti jiz tasto konstatovin, aniZ se tim
valng poslouzilo véd&; nabude ceny a% v ten den, kdy obeziet-
ngjsi myslitel postfehne pifbuznost, na kterou poukaie, a xym-
holisnje ji urditym slovem.

Ostatné fysikové jeduaji naprosto stejnd: vynadli slovo
nenergic-, a toto slovo bylo zizratud plodné, nehot ono rovndz
tvotilo zikon vyluéujic vyjimky, jeito ddvalo totéz jméno vigem
rozdilnym litkou a podobnym formou.

Mezi slovy, kterd piisobila nejpFiznivéjsim vlivem, uveda
~grupu® a pinvariant“. Odkryla nim podstatu nmoha mathe-
matickych wvah; ukdzala ndm, v jak wmnoha pifpadech stafi
mathematikové brali v dvahu grupy, aniz o tom védéli, a jak,
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privé kdyz se dommnfvali, ze jsou navzijem velmi vzddleni, shle-
dali ndhle, Ze jsou si blizci, aniz chdpali proc.

Dnes bychom Jekli, Ze brali v dvahu grupy isomorfni.
Vime nyni, ze v grupé milo nis zajimd litka, ze zdlezi jen na
formé, a ze zndme-li dobfe jednu grupu, jiz tim unfme viechny
grupy isomorfni; a dik slovim ,grupa® a ,isowortismus® —
kterd v nékolik slahik shrnuji toto subtilni pravidio a rychle
je ¢nf béznym kazdému — je piechod hezprostiedni a mize
byti vykondn hez jakéhokoliv usili mySlenkového. Pojem grupy
vize se ostatn¢ k pojmu transformace ; pro¢ piiklidime takovou
cenu odkryti nové transformace? ponévadz nim umoZiiuje z je-
diné poulky vyvoditi desct ncbo dvacet jinych; md touz hod-
notu jako nula piipsand v prave k celému &islu.

(‘o dosud hylo uvedeno, urtovalo aZ podnes smér postupn
mathematické vidy, atotéz zajisté bude jej uréovati i v budoue-
nosti. Aviak na tento postup plsobi také povaha naskytajicich
se problémit. NemuZeme zapomenouti, co md byti nadim cilem;
dle mého ndbledu tento cil je dvoji; nage véda sousedi s filo-
sofif i s fysikou, a my pracujeme pro obé tyto své sousedky;
proto vzdy jsme videli a stile uvidime mathematiky postupo-
vati ve dvou protivnych smérech.

Jednak musf mathematika uvazovati sama o sobé, a to je
prospeésno. nebof tim, Ze uvazuje sama o sobs, uvazuje o lidském
duchu, ktery ji stvoiil, tim spidc, %e ona je ten z jcho vytvoru,
pro néjz si nejménd vypijéil z vodjsiho svéta. Proto jsou uzi-
teéné jisté spekulace mathematické, jako ty, jez sméiuji ke
studin postuldtd, neobvyklych geometrif, funkei o nezvyklém
prubchu. Cim vice se tyto spekulace vzddli od ncjobytejnéjsich
pojmu a tim tedy od piirody a applikaci, tim Iépe nim uk:izi,
co dovede lidsky duch, kdy% se stdle vice zbavuje tyranie vndj-
siho svéta, a tim lépe nds sezndmi s jeho podstatou

Aviak jddro nasi armiidy nutno Fiditi smérem opaénym,
smérem k piirodé.

Tam se setkivime s fysikem nebo inZenyrem, kteii nam
pravi: _Mohli bhyste mné integrovati takovou a takovou diffe-
rencidlni rovnici, potfeboval hych ji ode dnelka za tyden pro
jistou konstrukei, kterd musi byti dokontena toho a toho dne.“
»Tahle rovnice,“ odpovime, ,nendlezi do zddného typn rovnic,
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jez lze integrovati, vite, Ze jich neni mmoho.“ ,Ano, vim to,
ale k ¢emu tedy jste?* Vétsinou hy statilo se dohodnouti;
nebot inzenyr ve skutetnosti nepoticbuje integrdl vyjidieny
v ukon¢eném tvaru; potfebuje zniti vSeobecny priihéh integrilnf
funkee, aneho by prosté chtél miti urtité islo, které by se
snadno dalo odvoditi z tohoto integrdlu, kdybychowm jej znali,
Oby¢ejné ho neznime, aviak bylo by momo vypoéisti éislo hex
ného, kdybychom piesné védéli, jaké Eislo inzenyr potichuje a
v jakém piiblizeni.

Diive byla rovnice poklididna za rozfeSenou jen tehdy,
kdyz jeji fefenf se dalo vyjidiiti konmetnym poctem zndinyeh
funkef: ale to je mozno sotva v jednom pifpadn ze sta. Co
viak wuzeme vzdy udiniti, ¢ spiSe of mame vidy se snaziti,
je toto: rozicsiti problém, fekl byeh, kvalitatirné, t. j. snaziti
se poznati poviechny tvar kiivky vyjadiujiei nezndmou funkei

Zhyvi pak nalézti kvantitativni Fesen{ problému; nemize-li
viak neznimd byti nrtena konetnym vypoétem, lze ji vady
vyjddiiti nekoncénou iadou konvergentni, kterd wmoziuje vy-
potisti ji. lze to viak poklidati za skutetné feseni? Vypravuje
se, ze Newton sdélil Leibnizovi anagram asi takovy: vaaaa
bbb eeecc i atd. Leibniz mu oviem pranic nerozumél;
ale my, kteif mdme kli¢, vime, 7e tento anagram znamend,
pielozime-li jej do moderni feci: ,Dovedu integrovati viechny
differencidlui rovnice*, coz nds privddi k Gsudku, ze Newton
mél zpropadené §tdsti nebo Ze si ¢inil wimofddné illuse. On
viak chtél prosté Fici, Ze dovede vytvoriti (methodow neurtitych
sou¢initeli) ¥fadu mocnosti, jez formilng hovi predlozené rovniei.

Takové Feseni by niis dnes neuspokojilo, a to z dvou dn-
vodii; ponévadZz konvergence je piflis pomald a ponévadi &leny
po sob¢ ndsleduji bez jakékoliv zdkonitosti. Naproti tomu zdd
se ndw, %e fada ¢ vyhovuje vicm pozadavkum, jednak, poné-
vadz kouvergujo velmi rychle (to je pro praktika, ktery si picje
miti své ¢islo co nejrychleji), jednak, ponévalz jedinym po-
hledem postichneme zikon, jimz se ¥di ¢leny (to zase vyho-
vuje esthetickym potichidm theoretika).

Ale potom neni jiZ problémi feSenych a nefefenyeh; json
jen problémy vice meho méné tesené, podle toho, jsou-li Feseny
iadou, je# konverguje s vEtSf nebo mens{ rychlosti, nebo tizeny ‘
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zdkonem vice nebo méné harmonickjm. Stdvd se nicméns, Ze
teSeni nedokonalé nds uvddi na lepif feSeni. N&kdy fada kon-
verguje tak zvolna, Ze vypolet je memoZny a Ze se podafilo jen
dokdzati moznost problému.

A tenkrdt inZenyr to shleddvd sméinym, & md pravdu,
jezto takové feSeni mu nepomiiZe, aby dokontil svou konstrukei
v uréeny den. On se mélo stard o to, bude-li to uZitetno inZe-
nyrim 22. stolet{; my smyslime jinak a jsme nékdy &fastnjsf,
ze jsme uspoiili den prdice svym vnukiim, nez kdybychom
uspofili hodinu svym soudasnikim.

Nékdy nazdaiblih zase zkouSejice najdeme takfka empi-
ricky formuli dostatetn& konvergentni. Co cheete vice? Fekne
ndm inZenyr; avsak my pfes to piese viechno nejsme spokojeni;
byli bychom chtéli predvidat: tuto konvergenci. Prot? ponévadz
kdybychom byli dovedli ji pfedvidati v jednom pifpads, dovedli
bychom ji pfedvidati po drubé. Véc se ndm zdaiila, to viak je
mélo, nemdme-li vdZnou nadéji, Ze toho budeme moci uZiti
Znovu. ’

Jak véda postupné se rozvijf, stdvd se nesnadnéjff celou
ji obsdhnouti; pak se snazime rozfezati ji na kusy a spokojiti
se jednfm kusem: zkrdtka specialisovati se. Kdybychom pokra-
tovali v tomto smyslu, byla by to nepfijemns piekdzka po-
krokim V&dy. Jeji pokrok mize se diti — jak jsme jiz Fekli
— neolekdvanym sblfZzenfm jejich rdznfch ¢dstf. Prli§ se
specialisovati znamenalo by vzddti se téchto sblizenf. Doufejme,
Ze kongressy, jako je tento, uvddéjice nds ve vzdjemny styk,
otevrou ndm rozhled na pole sousedovo, pfinuti nés srovnati je
s nadfm, vyjiti trochu z na$i vesnitky, a stanou se tak nej-
lepsim 1ékem proti nebezpetf, na né&z jsem prdvé upozornil,

Aviak piili§ jsem se zdrzel pii vieobecnych vyvodech, je
na Case obrdtiti se k jednotlivostem.

Utilime piehlidku jednotlivych zviditnich nauk, jichZ souhrn
tvoif mathematikn; vizme, co kazdd z nich provedla, kam smé-
Fuje a teho se lze od ni naditi. Jsou-li ndzory svrchu uvedend
spravny, musime nahlédnouti, Ze velké pokroky doby minulé
nastaly, kdyz dv& tyto nauky se sblizily, kdyz si uvédomili po-
dobnost jich formy pfes rozdilnost litky, kdyZ jedna se utvéfila
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dle vzoru druhé, takZe mobly vyuziti vzdjemnd svych ispéchi.
Soucasné musime zahlédati ve shlizenich téhoz druhu pokroky
v budoucnosti.

Arithmetika.

Pokroky arithmetiky byly pomalejsi nez pokroky algebry
a analyse, & je snadné pochopiti pro¢. Pocit spojitosti je cenny
vides, kter§ vypovidd sluzbu arithmetikovi; kaZdé celé tislo
je oddéleno od ostatnich, mi takika svou vlastni individualitu;
kazdé z nich je jakousi vyjimkou, a proto vieobecné véty jsou
asi vzdcnéjsi v theorii iisel a proto také fy, jeZ existuji, jsou
skryt&jsf a déle budou unikati badateldm.

Je-li arithmetika pozadu za algebrou a analysi, nejlepi,
co mize &initi, je to, aby se hled&la utvifiti dle vzoru téchto
véd, aby pak s prosp&chem uzila toho, ot json pfed ni. Arithmetik
musf tedy vziti za voditko analogie s algebrou. Tyto analogie
jsou Cetné, a nebyly-li v mnoha piipadech je§té zkoumdny tak
zevrubng, aby jich bylo moZno uZiti, tusi se alespoii ode ddvna,
a sama mluva v obou véddch uzivand ukazuje, Ze byly zpozoro-
vény. Takovym zplsobem se mluvi o &islech transcendentnich,
¢mz si uvédomujeme, Z%e budouci klassifikace t&chto tisel md
jiz za vzor Kklassifikaci transcendentnich funkei, a pfece nenf
je&td dobfe vidéti, jak bude moZno pfejiti od jedné klassifikace
ke druhé; kdybychom to vSak byli postfehli, byla by véc jiz
vykoudna a nebyla by tlohou budoucnosti.

Prvnf piiklad, kter§ mne napadd, je theorie kongruencf,
kde shleddvime dokonaly parallelismus 8 theorif algebraickych
rovnic. Jisté se podaf{ doplniti tento parallelismus, ktery asi
existuje na pf. mezi theorii algebraickych k¥ivek a theorii
kongruenci o dvou proménnych. A aZ budou rozieSeny problémy
tykajici se kongruenci o nékolika proménnych, bude uéinén prvy
krok k feSeni mnoha otdzek neurtité analyse.

Jiny pifklad, kde v3ak analogie byla zpozorovina a% do-
datetns, poskytuje nim theorie téles a idedli. Abychom si k nf
zjednali protéjsek, uvazujme kfivky vedené na plofe; existu-
Jjicim &slim budou odpovidati tiplné priseky, idedlim neuplné
priseky, prvoidedlim nerozlozitelné kfivky; rozmanité tiidy |
idedld maji také své analogie.
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Neni pochyby, Ze tato analogie miZe objasniti theorii
idedlt, nebo theorii ploch, nebo snad obé& zirovei.

Theorie forem, zvliité forem kvadratickych, je co nejizeji
spojena 8 theorif idedld. Mezi arithmetickymi theoriemi tato
se ustavila jedna z prvnich, coZ se stalo tehdy, kdyZ se poda-
filo uvésti v ni jednotu uvaZovdnim grup linedrnych trans-
formaci.

Tyto transformace umoznily klassifikaci a tim uspo¥dddni.
Snad ndm vydaly jiz vSechen uzitek, ktery jsme od nich mohli
otekdvati; jsou-li v3ak tyto linedrné transformace piibuzné
geometrickym perspektivnostem, poskytuje ndm analytickd geo-
metrie mnoho jinych transformaci (jako na pf. birationdlnf trans-
formace algebraické kiivky), jichZz arithmetické analogie vyhle-
ddvati bude s vyhodou. Tyto budou tvofiti beze v& pochyby
rozpojité grupy, jichZ zdkladni obor (domaine fondamental) bude
tieba nejprve zkoumati a to bude klitem vieho. Nepochybuji,
ze i v tomto studiu bude tfeba uziti Minkowského ,Geomerie
der Zahlen®. ; ,

Myé#lenks, jejiz obsah nebyl jesté dplng vylerpdn, jo za-
veden{ spojitych proménnych v theorii tisel provedené Hermitem.
Vime nynf, co znamend. Vezm&me za vychodisko dvé formy
I’ a F*, z nichz druhd je kvadratickd definitni, a uZijme na né
té%e transformace; je-li forma I’ po transformaci redukovéna,
fekneme, Ze transformace je redukovidna a Ze také forma F po
transformaci je redukovdna. Z toho plyne, miZe-li se forma
transformovati v samu sebe, Z%e muZe miti nékolik forem
redukovanjch; ale tato obtiz je podstatnd a nelze se ji vy-
hnouti Zidnou oklikou; nenf vSak na ptekdzku tomu, aby privé
tyto redukované formy neumoznily klassifikaci forem. Je jasmo,
%e tato myslenka, jiZ bylo dosud uZito jen u forem a transfor-
maci velmi specidlnich, mize byti rozifena na grupy transfor-
maci nelinedrnych; md dosah mnohem v&t¥i a nebyla jests vy-
Cerpdna.

Oborem arithmetiky, kde jednota, jak se zdd, maprosto
schézi, je theorie prvotisel; byly nalezeny jen zikony asym-
ptotické a nelze asi ekati jinych; aviak tyto zdkony jsou osa-
moceny a lze k nim dospsti jen cestami riiznymi, které, jak se
zd4, nemohou spoln souviseti. Domnivim se, Ze tusfm, odkud
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vyjde Zidand jednota, aviak tufim to velmi neurtité; vie patrné
bude pievedeno na studium jisté tfidy transcendentnich funkef,
které umozni potitati asymptoticky jisté funkce velmi velkych
{sel, provede-li se studium jich singuldrnich bodd a uZije se
methody p#né Darbouxovy.

Algebra.

Theorie algebraickych rovnic bude jesté dloubho poutati po-
zornost mathematiki; hlediska, s nichz lze pFistoupiti k jich
studiu, jsou Cetnd a rozmanitd; nejdilezitéjsi zajisté je theorie
grup, k niz se je§td vritime. Ale je tu také otdzka &iselného
vypottu kofend a diskusse poiétu redlnych kofenil. Laguerre
ukdzal, Ze Sturm nefekl vSe o této véci. Je mozno studovati
systém invariantd neménicich znaménka, kdyZ se neméni potet
redlnych kotend. Lze také utvofiti mocninné fady vyjadiujici
funkce, jichz singuldrnimi body budou jednotlivé kofeny alge-
braické rovnice (na pf. rationdlné funkece, jichZ jmenovatelem
je levd strana anullované rovnice); koefficienty clend vyssich
stupiit podaji ndm jeden kofen 8 p¥ibliZenim vice méné dobrjm;
v tom je zdrodek zpisobu numerického vypoitu, jejz bude
mozno soustavné prostudovati.

Asi pied tyticeti lety zddlo se, Ze studium algebraickych
forem absorlmje celou algebru; dnes toto studium je opuiténo;
nicméné nenf litka vyterpdna: je jen tfeba ji roziffiti, na pf.
tim, %e se neomezime jen na fitvary invariantni viéi linedrnym
transformacim, nybrz obritime se k tém, jez pifslusi libovolné
grups. Véty difve ziskané piivedou nds takovym zpisobem
k jinfm vSeobecn&jiim, které se kolem onéch seskupf, stejné
jako krystal vzristd v roztoku. Co pak se tyle zndmé véty
Gordanovy, Ze polet riznych invarianti je omezeny, véty, jejiz
dikaz Hilbert tak fastné zjednodusil, zd4 se mi, Ze nds phi-
vidi k tomu, poloZiti si otizku mnohem vSeobecnsjdi: »je-1i
ddno nekone¢nd mnoho celistvych mnohotlendi, jez algebraicky
zdvisf na konelném poltu z nich, lze je vZdycky odvoditi
setitdnim a ndsobenim konelného pottu danjch polynomi?

Nesmime se domnivati, Ze algebra je ukontena, jezto nim
poddvd pravidla pro utvofeni viech moznych kombinaci; zbjv4
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hledati kombinace zajimavé, ty, jez vyhovuji té & oné pod-
mince. Tak vznikne jakdsi neurtitdi analyse, kde nezndmymi
nebudou jiz celd ¢isla, nybrz mnohotleny. Tentokrdte pak algebra
vezme si za vzor arithmetiku, ddvajic se vésti analogii celého
tisla bud s celistvfm mnohotlenem o libovolnych koefficientech,
nebo s celistvym mnohotlenem o celistvych koefficientech.

Différentialni rovnice.

Pro linedrné rovnice differentidlni bylo jiz ut¢inéno mnoho
a zbyvd jen dokontiti, co byle potato. Ale pokud se t§ie neli-
nedrnych rovnic differentidlnich, jsme daleko méné pokroéili.
Nadéje, ze by se dala integrace provésti na zdkladé zndmych
funkei, je jiz ddvno ztracena; je tedy nutno studovati prdvé
funkce definované témito differentidlnimi rovnicemi a piedeviim
pokusiti se o systematickou klassifikaci téchto funkef; prvnich
zdkladd této klassifikace poskytne nim bezpochyby studium zpd-
sobu, jakym rostou tyto funkce v -blizkosti singuldrnich bodd,
ale nebudeme spokojeni, pokud nenalezneme jistou grupu trans-
formaci (na pt. transformaci Cremonovych), kterd bude miti pro
differentidlni rovnice tyZ vyznam, jaky md pro kiivky alge-
braické grupa transformaci birationdlnich. Pak budeme moci
sefaditi do téze tiidy viechny rovnice, vzniklé transformaci
téze rovnice. Zase budeme miti za viidce analogii s theorif jiz
provedenou, totiz s theorii birationdlnich transformaci a rodu
algebraické kiivky.
Mozno si predloziti dlohu prevésti studium téchto funkef
na studium funkei jednoznatnych, a to dvéma zpiisoby: vime,
- plati-li y = 7 (x), Ze lze, at je funkee f(z) jakdkoliv, vyjddiiti
y a z jednoznatnymi funkeemi pomocné proménné ¢; je-li viak
f(z) feSeni differentidlni rovnice, v kterém piipadé budou také
pomocné funkee jednoznatné vyhovovati differentidlnim rovnicim ?
Toho nevime; také nevime, v kterych piipadech lze obecny
integrdl vyjadfiti ve tvara F (x, y) = arbitrérni konstant®, kde
F (2, y) je jednoznatnd funkce.
Upozornim jesté na kvalitativni diskussi kiivek defino-
vanyeh differentiélni rovniel. V nejjednodus§im pkipadé, kdy
rovnice je prvého Yddu a prvého stupné, tato diskusse zdlezi
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v uréeni pottu limitnich cykld. Je velmi choulostivd a miZe
ndm ji uleh&iti analogie s hleddnim pottu redlnych kofeni alge-
braické rovnice: vyskytne-li se jakykoliv fakt, jenZ udini patrnou
povahu této analogie, budeme si pfedem jisti jeho plodnost.

Differentidlni rovnice partialni.

Na$e znalost partidlnich rovnic differertidlnich utinila ne-
divno znainy pokrok objevy Fredholmovymi. Zkoumdme-li
z blizka podstatu téchto objevii, shleddme, Ze zdleZely v tom,
Ze tato nesnadnd theorie byla pfizpiisobena jiné, mnohem jedno-
dui8i, totiZ theorii determinanti & systémid rovnic 1. stupns.
Ve v8t8ind problémd mathematické fysiky jsou rovmice, jeZ se
maji integrovati, linedrné; slouzi k urleni neznimych funkef
nékolika proménnych a tyto funkce jsou spojité. Prot to? po-
névadZ jsme napsali rovnice za pfedpokladu, Ze hmota je spo-
jita. Ale hmota nenf spojita, je utvofena z atomd, a kdybychom
byli cht&li napsati tyto rovnice, jak by to byl ulinil pozoro-
vatel se zrakem dosti bystrym, aby vidél atomy, nebyli bychom
méli maly podet differentidinich rovnic pro uréeni jistych ne-
zndmych funkci, byli bychom méli velky polet algebraickich
rovnic pro uréeni velkého pottu neznimych Aomstant. A tyto
algebraické rovnice byly by linedrné, tak Ze by byle byvalo
mozno pFi nekoneéné trpélivosti piimo na né uziti methody de-
terminantd.

Ale jezto kritké trvdni naSeho Zivota ndm nedovoluje pfe-
pychu nekonené trpglivosti, je tfeba polinati si jinak, je tfeba
piejiti k limité za ptedpokladu spojitosti hmoty. Jsou dva zpi-
soby, jak sevieobecniti theorii rovnic 1. stupné pfechodem k li-
mité. Lze uvaZovati nekonetnd mnoho diskretnich rovnic, 8 ne-
konetnym poétem neznimych rovnéz diskretnfch. To udinil
na pi. Hill ve 8vé theorii mésice. Mdme pak nekonefné deter-
minanty, které se maji k obylejnym jako fady ke koneinym
soudtim.

Lze vziti partidlnf rovnici differentidlni, jez ptedstavuje,
abych tak fekl, spojitou nekometnost rovmic, a uziti ji pro
uréeni nezndmé funkce, predstavujicf spojitou nekonetnost ne-
zndmych, Pak méme jiné nekonetné determinanty, které se
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maji k obylejnym, jako integrily ke konefnym souttim. To
utinil Iredholm; jeho Wdspéch opird se ostatnd o tento fakt:
jestlize elementy hlavni ihlopiiny v determinantu jsou rovany
jednotce, a poklddéme-li ostatni elementy za homogennf v 1. stupni,
1ze uspotddati rozvoj determinantu spojenim v jedinou skupinu .
souhrnu homogennich tlen# téhoz stupné. Nekonefny determinant
Fredholmiv dal se spofddati timto zpisobem a stalo se, Ze
vysla tak Yada konvergentni.

Poskytla tato amalogie, jeZ jistdé vedla Fredholma, tfm
vieho, co md poskytnouti? Jisté ne; je-li piftinou vsp&chum Ii-
nedrnd forma rovnic, musi byti moZno uziti stejnych mySlenek
ve viech problémech, jez se tykaji rovnic tvarem linedrnych,
ba vibec obytejnych rovnic differentidlnyeh, jeZto jich integraci
1ze vidy pievésti na integraci jedné rovnice linedrné obsahujict
partidlni derivace prvého Fddu.

Pred néjakou dobou mathematikové chopili se problému
Dirichletova a ostatnich problémi s tim souvisicich, uZivajice
jiného prostfedku, tim, Zze se vrdtili k pivodni mySlence Di-
richletové a hledali minimum jistého omezeného integrdlu, ale
tentokrdte na zdklad® presnych tvah. Nepochybuji, Ze se po-
daff bez velkych obtizi sbliziti ob& methody & poznati jich
vzdjemné vztahy, a nepochybuji laké, Ze ob& pfi tom mohou
velice ziskati. Dik panu Hilbertovi, jenZ byl tu dvojndsob pri-
kopnikem, krdti se touto cestou.

Funkce Abelovy.

Je zndmo, kterd je zdkladni otdzka, kterou zbyvé roziesiti
vzhledem k Abelovym funkeim. Abelovy funkce majici pivod
v integrdlech algebraické kfivky, nejsou nejvieobecn&jif; jsou
jen zvldstnim p¥padem, a lze je nazvati specidlnimi funkcemi
Abelovymi. Jaké jsou jejich vztahy s funkcemi obecnymi a jak
Ize tyto obecné funkce roztfiditi? Jest® pred neddvnem zddlo
se Feleni velmi vzddlenym. Dnes viak pokldddm tento problém
za virtudlnd Fefeny, od té doby, co pdinové Castelnuovo a
Enriques uvefejnili své nejnové&jsi pojedndni o integrdlech to-
tdlnich differentidld variet o vice nez dvou rozmérech. Vime
nynf, Ze existuji Abelovy funkce pfidruzené kfivce a jiné pH-
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druzené ke plofe, a Ze nikdy nebude tieba dostoupiti az k va-
rietdim vice neZz dvojrozmérnym. Kombinaci tohoto vysledku
s témi, jez plynou z praci pdné Wirtingerovych, pfekonaji se
patrné vSechny obtiZe.

Theorie funkei.

Chtél bych promluviti zvldsté o funkeich dvou a vice pro-
ménnych. Analogie s funkcemi jediné proménné je voditko
cenné, aviak nedostatetné; mezi obéma druhy funkei je pod-
statny rozdil, a pokazdé, kdyz se pokousime o sevSeobecnéni
pfechodem od prvého druhu ke druhému, narazime na neote-
kivanou pFekdzku; obas se podafilo prekonati ji zvl4stnimi
umélymi obraty, ale Casto také ziistala az dotud neptekroti-
telna. Musime tedy vyhleddvati fakty, jez jsou s to, objasniti
ndm podstatu tohoto rozdilu mezi funkcemi jedné proménné a
témi, jeZ obsahuji proménnych vice. Bude tfeba nejprve bedlivé
prohlédnouti umélé obraty, které mély tspéch v jistych zvld§t-
nich ptipadech, aby bylo pozndno, co asi maji spoletného. Prod
je konformni zobrazeni vétiinou nemoZno v oboru &tyrrozmér-
ném a ¢im tieba nahraditi je? Nenfi snad skuteéné sevieobecnéni
funkei o jedné proménné v harmonickych funkeich o &tyfech
proménnych, jichz pouhymi zvlditnimi pfipady jsou redlné &dsti
funkef o dvou proménnych? Bude moZno pro studium transcen-
dentnich funkei o vice proménnych ziskati n&teho z toho, co
vime o funkcich algebraickych nebo rationdlnych, ¢ili jinymi
slovy: v jakém smyslu lze #ci, Ze transcendentni funkce o dvou
proménnych maji se k transcendentnim funkcim jedné proménné
jako rationdlné funkce o dvou proménnych k rationdlnym
funkeim o jedné proménné?

Je pravda, Ze lze pro z = f (z, y), pro jakoukoli funkeci f,
vyjddfiti soutasné =z, y, z jako jednoznatné funkce dvou po-
mocnych proménnych, ¢ili abych uZil vyrazu jiz skoro posvéce-
ného uzivdnim, lze uniformisovati funkce o dvou proménnych,
jako to ¢inime u funkei jedné proménné? Omezuji se na to
poloZiti tuto otdzku, jejiZ feSenf ndm snad podd blizkd bu-
doucnost. : ' '

: ' 10
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Theorie grup.

A Theorie grup je rozséhly pfedmét, o némZ bylo by moZno
mnoho Fici.

Je mnoho druhd grup, a af pfijmeme jakoukoli klassifi-
kaci, najdeme vzdy nové grupy, které se ji nepodfazuji. Chei
se omeziti ve svém vykladu a promluvim zde jen o spojitych
grupdch Lie-ovych a rozpojitych grupdch Galoisovych, jez oboji
je zvykem oznalovati jako grupy konetného fadu, atkoliv to
slovo nemd zcela tyZz vyznam pro oboji. »

V theorii grup Lie-ovjch jsme vedeni jistou specilni
analogii; konefnd transformace je vysledek kombinace neko-
netné mnoha transformaci infinitesimdlnfch. Nejjednodussi ptipad
je ten, kdy tyto infinitesimdlni transformace se redukuji na nd-
sobeni vyrazem 1 4 ¢ pro ¢ velmi malé. Opakovdni téchto
transformacf d4 vznik funkei exponentidlni; a tak k ni dospél
Neper. My vime, Ze exponentiela miZe byti vyjidfena fadou
velmi jednoduchou a velmi konvergentni, a analogie nim tedy
miize uk4zati cestuy, po niz mdme se brdti. Ostatné lze tuto
analogii vyjddriti specidlnfm symbolismem, o némz s vasim pro-
minutim se zde nebudu ffiti. Jsme jiz velmi pokroZili v tom
sméru dik Lie-ovi, Killingovi a Cartanovi; zbyvé jiz jen ZJedno-
dusiti dikazy, sefaditi a roztiditi vysledky.

Studium grup Galoisovych  je mnohem méné pokrotilé;
to je vysvétlitelno; md to tyz divod, pro ktery je arithme-
tika méné pokrotlild neZ analyse, nebof kontinuita . poskytla
znaéného usnadnéni, jichz dovedli mathematikové s vjhodou
uziti. - Ale na Stésti existuje mezi obéma theoriemi zjevny pa-
rallelismus, a bude tfeba vynasnaZiti se, aby se stival stdle
zjevnéjif. Analogie je zcela podobna té, kterou jsme uvedli mezi
arithmetikou a algebrou, a bude moZno vyuZiti ]1 stejnym zpi-
sobem.

Geometrie.

~ Zd4 se, ze geometrie nemiiZe obsahovati ni¢eho, co by
nebylo obsaeno jiz v algebfe nebo v analysi; Ze fakty geome-
trické jsou jen fakty algebraické nebo analytické vyjddiené
jinou mluvou. Mohlo by se tedy mysliti, ze po pfehledu, ktery
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jsme prdvé provedli, nezbude ndm jiz nic, co bychom Fekli
specielnd o geometrii. To by znamenalo zneuzndvati samu dile-
zitost mluvy dobfe utvofené, nechdpati, co pfiddvd vécem samym
zpisob, jimZ tyto véci vyjadiujeme a tim zdrovei t¥idime.

Predevdim nds pfivddéji ivahy geometrické k tomu, aby-
chom si kladli nové problémy; jsou to sice, chceme-li, problémy
analytické, ale takové, Ze bychom si je nebyli v analysi nikdy
piedlozili. Analyse z nich md nicméné uZitek, jako md uzitek
z téch, jeZ je nucena rozieSiti, aby vyhovéla poZadavkim fysiky.

Velkd vyhoda geometrie je privé v tom, Ze v ni mohou
smysly pfispéti rozumu a pomdhaji nhodnouti cestu, kterou se
méme brdti; a mnozi rddi prevddéji problémy analytické ve
tvar geometricky. Na neStésti nemohou nds naSe smysly do-
vésti daleko a nechaji nds na holitkdch, jakmile chceme vy-
létnouti z klassickych tii rozmérd. M4 tim byti Felemo, Ze,
jakmile vyjdeme z té omezené oblasti, v niZ zdd se, nade smysly
nds chtéji uzavifti, mdme spoléhati jiZ jen na ¢istou analysi, a
7e kaZdd geometrie o vice neZ tfech rozmérech je prdzdnd a
bezptedmétnd ? V predchdzejici generaci nejvétsi udenci byli by
odpovédéli ,ano“; dnes vSak jsme tak spfdteleni s timto pojmem,
7e miZeme o ném mluviti i pfi universitni pfedndSce, aniz
vzbudime pfilisny tGZas.

Ale jaky miize byti uzitek z geometrie vicerozmérné? To
se lehce poznd: piedev§im ndm poddvd velmi pohodlny zpisob
vyjadiovdni, ktery vystihuje vyrazy velmi pfesnymi to, co by
obytejnd mluva analytickd fekla v rozvlitnych vétich. Mimo to
tento zplsob vyjadfovdni ddvd totéZ jméno podobnym vécem
a potvrzuje analogie, jichZ zapomenouti ném nedovoluje. Umoz-
liuje ndm tedy také orientovati se v tomto prostoru, jenZ je
pro nds pili§ velky a jehoZ nemiZeme vidéti, a sice tim, Ze
ndm stdle ptipomind prostor viditelny, jenZ je onoho prostoru
obrazem sice neliplnym, ale pfece jen jeho obrazem. Zde zase,
jako ve vSech ptedchozich p¥ipadech, analogie s tim, co je
jednoduché, dovoluje ndm pochopiti to, co je sloZité.

Tato geometrie o vice nez tfech rozmérech neni pouhd
geometrie analytickd, neni Cisté quantitativni, je také qualita-
tivnf a zvld§t® tim stdvd se zajimavou. DileZitost ,analysis
situs* je ohromnd a nelze ani klasti na ni dosti velky diraz;

10*
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k dikazu toho statilo by to, co z ni vytéZil Riemann, jeden
z jejich hlavnich tviirci. Je tieba sestrojiti ji tplné ve vySSich
prostorech; budeme pak miti ndstroj, ktery nim umozni sku-
tetnd vidéti v hyperspatiu a vypomoci naSim smyslim.

Problémy ,analysis situs“ nebyly by se snad ani naskytly,
kdybychom byli uzivali jen mluvy analytické; &i spife, m§lim
se, byly by se jisté naskytly, jeZto jich feSeni je nezbytné pro
celou fadu analytickych otdzek; ale byly by se naskytaly osa-
mocend, jeden po druhém, aniZz by bylo moZno postiehnouti jich
spole¢né pojitko.

K nejnovéjsim pokrokiim geometrie zvldsté prispélo za-
vedeni pojmu transformace a grupy. Po tomto zavedeni neni
jiz geometrie poubou snidskou vét vice méné podivnych, jez
jdou za sebou a nijak se sob& nepodobaji, nybrz nabyla jednoty.
A naopak nesmi historie véd zapomenouti na to, Ze prdvé pfi
geometrickych problémech bylo potato systematické studium
spojitfch transformaci, takze ¢isti geometrové svym podilem
plispéli k rozvoji pojmu grupy, tak uZite¢ného ostatnim odvét-
vim mathematiky.

Studium bodovych skupin na algebraické kiivce dle zpi-
"sobu Brill-Noetherova poskytne ndm jesté uzitetnych vysledkd,
bud piimo, bud jako vzor jinym analogickym theoriim. A tak
vidime, jak se vyviji celd novd kapitola geometrie, v niZ kiivky
vedené na plo$e maji podobnou tlohu, jako skupiny bodové na
kiivce. MiZeme jiZz dnes doufati, Ze tim se vyjasni posledni
taje tykajici se studia ploch a které se jevily tak nedstupnymi.

Geometrové mohou tedy sklizeti na rozséhlém poli; a ne-
mohu zapomenouti je$té na geometrii Cfselnou a zvld§té na
geometrii infinitesimdlni, kterou péstuje tak skvéle p. Darboux
a k niZ p. Bianchi pfispél tolika uZitetnymi piispévky.

Cantorism.

Mluvil jsem vySe o na§f potieb& stdle se vraceti k prvnim
zdkladm nadi védy a o prospéchu z toho pro studium lidského
ducha. Prdvé tato potfeba vyvolala dva pokusy, jez zaujimaly
velmi znatné misto v nejnovéjsf historii mathematiky. Prvni
z nich je cantorism, jenZ prokdzal védé zndmé sluzby. Jeden
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z vyznaénych rysé cantorismu je, Ze misto aby stoupal k vie-
obecnému buduje konstrukce stdle sloZit&jsi a aby definoval na
zdkladé konstrukce, vyehdzi z genus supremum a definuje, jak
by byli Fekli scholastikové, toliko per genus prozimum et dif-
ferentiam specificam. Odtud hréza, kterou budil po néjakou
dobu v n&kterych utencich, na pt. v Hermite-ovi, jehoZ oblibenou
my$lenkou bylo srovndvati véty mathematické s piirodnimi.
U vét8iny z nds tyto pfedsudky se jiz rozptylily, ale pfihodilo
se, Ze se narazilo na jistd paradoxa, jisté zjevné kontradikce,
které by byly naplnily radosti Zenona eleatského a Skolu me-
garskou. A tu kazdy jal se hledati 1ék. Jd se své strany se
domnivim — a nejsem jediny — Ze hlavni véc je nikdy ne-
zavddéti entity, které nelze tipln& definovati koneénym pottem
slov. Af je ptijaty lék jakykoliv, miZeme si slibovati radost
lékafe pfivolaného k tomu, aby sledoval krdsny pathologicky
piipad. '

Hledani postulati.

S druhé strany vznikla snaha vyjmenovati axiomy a po-
stuldty vice méné skryté, jeZ tvoii zdklad riznym mathema-
tickym theoriim. Pan Hilbert dospél k vysledkim nejskvélejsim.
744 se zprvu, Ze tento obor je velmi omezen a Ze nelze tu
jiz ni¢eho ¢initi, az inventdi bude dokonten, coz v brzku na-
stane. Ale aZz vse bude vyjmenovdno, bude tu hojné zpisobd,
jak to vSe roztfiditi; dobry knihovnik nalezne si vidy zamést-
ndni, a kazdé nové roztiidéni bude pouéné pro filosofa.

Konéim tento p¥ehled; na to, uliniti jej iplnym, nemohu
ani pomysliti pro mnoZstvi divodd, a pfedeviim proto, Ze jsem
Jiz pifli§ zneuzival vaif pozornosti. Domnivdm se, Ze uvedené
ptiklady postati, aby vdm ukdzaly, jakym mechanismem po-
stupovaly védy mathematické v minulosti, a jakym smérem asi
budou krddeti v budoucnu.
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