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kdež | značí stáří při vstupu, v čekací dobu pro starobní důchod 
a kde nevzat ohled na stoupání příplatků mezi 5.—10. rokem 
příspěvkovým * 

. ř = 20 25 30 35 40 45 50 55 
1> =0-21 0̂ 23 0*26 0-S2 037 038 0*37 0*33. 

Tyto hodnoty liší se" poněkud od hodnot tabulky 10. po­
jistně matematické zprávy k vládnímu návrhu zákona pensij-
ního12) proto, že ve vládním návrhu počítán požitek vychová-
vacích příplatků až do 20. roku a byla pro výpočet předpoklá­
dána 10-letá čekací doba. 

Příspěvky k theorii některých transcendent 
poctu integrálního. 

Píše M. Lerch. 

(Pokiačování.) 

, Integrál 
00 

má derivaci 

J (&+v) 
o 

integrací po částech plyne 
00 

dát 

J X + V и=ij ( 
0 0 

x -f- v) (x -ţ- n) 

{x + v) (x + n) 
1 , 

v — n{x + ný (v — nү (x+ v) (v — ìiү (x + n) 

V*) Tisk 2.135 zasedání Nár. shr. čsl. r. 1920. 
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tedy 

dx 1 , 1 , n 
v) (x + n) (v — n) n (v — n) v 

takže plyne 

ar s ! v ? / 1 1 \ « £ l o 8 n i v00 1 A>(v) = - 2 \ \+± - & - - l o g ^ 2 7 - j , 
v i \n n — v/ n=i(v — n) - (v — n) 

Af (v) = -<p(l — v) — <pT (1 — v) log v + i - 1 ? ^ % . (5) 
v i. (v — n) 

Integrací vychází 

A(v) = 9 ( l - ^ l o g r + i l o g ^ - ^ - ^ + Jr; 

konstantu K určíme volbou v = 1: 

/ i ( l - v ) l o g i ; = / / ^ = l, 4 = 0, 

tedy K = — 1: 

4 (») = - 1 + p (1 - v) log v + / log » ( - i - - - i - V (5*; 
w = 2 V'* — " M — 1 / 

Dosadíme-li tento výraz do rovnice (3)? vyjde po užití vztahu 
<p (v) — <p (1 — v) = — 71 cotg V7T 

pro integrál 

(t>) = /[,,/ B{v)= l [.,/ (æ + 1) — ç>' (ж + r •] log sin aгя đж (6) 

vyjádření 

_ І0gя 
B(v) = ľ -

00 í 1 1 \ 
71 COtg Í77T . l o g V + .2' log W I j ), 

«=i \w + t; w— W 

^i+iog.+iiog^^-^). m 
Na místě B (u) zaveďme funkci 

1 00 

JK / \ C i / • N i • i í log I sin ^ r̂ I dx ,_ 
0 (w) = / y' (u + oč) log sin X7i dx = I — ^ ~ , (7) 

J J OVt- ar) 
18 
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takže 

B (u) = & (1) — ® (u) 

a ve vzorci 

* ( « ) _ * + , co tg M * . log«+ ^ _ _ £ ^ + _ L _ ] i o g , 

třeba ještě určiti konstantu A'; k tomu slouží asymptotická 
hodnota 0 pro nekonečně malá u 

OWCVK+Wrt. («) 
v ^l w 

Substituce ux za x do druhého integrálu dává 

00 

. , , . 1 Flog|sintmz;| , 

*« = 7J-(TT«7-"í; 

O 

zavedme ještě funkci 
00 00 

^ rlog I cos xn \dr 1 Hog | cos uxn j dx _ 

• ** ~J (M1^? ~ ~"J ~T~~~; 

O o 

pomocí identity 
log I sin 2Mawř | = log 2 + log | sin uxn -f log [ cos uxn \ 

obdržíme 
2u® (2M) = tt<l> (u) + w<3 (u) + log 2, 

t- j . 
20(2//)- 0 ( t t ) = £ ( « ) + - ^ ; 

dosadíme-li sem asymptotické hodnoty dle (a), a užijeme-li 
okolnosti 

00 1 

a (O) — f — ^ f •— L ťte = L ' (*) log I COS xn 1 (to, 
O M 

obdržíme 
K— (?(0). 
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Tu máme 

2 ' 1 2 

K = / + /_- : l(pr (x)\og | COBxn j âx-\-

o 1 0 

2 

Ì 
2 

+^(i-.)l~.l «.«!*, 
0 

ł-« 
/£.__ / — - — log I cos jen \ dxznlim / -7—5— log cosxn dx. J sin2xn ° ' ' ř _A sinají & 

Integrací po částech plyne 
o c o * 2 

/ :—: — / n COtg cc/r log COS X7t — / nl COtg xn . tg #;r (fa 

0 0 •• 

- _ _ ! + 

t. j . vychází K — —. 
_ 

Máme tedy 
^ (tt) = - í l + -7 cotg w* . log w + ~ g — (7*) 

«_2\^ + ^ w — nf 
Nahradíme-li v právo n cotg un hodnotou 

_+f/___ ,___\ 
u i \w + a w — ny u 

obdržíme 
^ ( M ) = _ ^ + i _ _ _ . + i ( 1 +-J_Vg_; (70) w 2 ' w ' t \u + n u — nf * n ' K y 

z tohoto vyjádření funkce _> vychází, že tato má nekonečný 
počet hodnot; jedna základní větev je.it na kladné části reálné 
osy pravidelnou, poněvadž 

І 0 g M - І 0 g H (.- = 1.8,8... .) 
u — n . v ? 

18* 
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je na u = n pravidelné, ostatní se od ní liší násobky veličiny 
2/Vr*cotgtt;r; všecky tyto větve v sebe přecházejí v okolí bodu 
ramifikačního u = 0. 

Také výraz (5*) lze uvésti na tvar 

A(v)=-l-£l^—T — - W " + -*í~ L_\iogii (5o} 
w

 2 \n — 1 - » / i \ n n - vj • & n ' v 

z něhož vychází pravidelná povaha základní větve na kladné 
části osy reálné. 

Tu pak snadno nalezneme pomocí známé identity Ábelovy 

*=f(^-i)-«-=fS'4i=/*o+«¥= 
_ ř , , x C<3) ř(4) ř(5) ° 
-ř(-)---r + -3--.-r + ---' 

při čemž jak obvykle značeno 
co 1 

S-(*) = -s4. 
M = l W 

Výpočet možno lépe provésti pomocí identity 

v—m V V 

o - l I 1 i 1 - i 
m (m -f- 1) (m + 2) 

Pomocí rozvoje poloukonvergentního pro 

-L+__i + i 
, - + - ^ (, + !)*+» ^ (2 + 2)' k * + i W — fc+i » / , . -J N * + I ' / - _ ! č)\H-i ""*" ' * *? 

(-i)*+ 1s ł + 1= 
ч*-l / І , * - ! 

-• = 1 , 2 , 3 , . . . 

obdržíme poloukonvergentní rozvoj 



o 
Rozklad 

1 _1 _ f ** 1 

dává 

/ ITTZJ^'1 \T=*,-írr~^-2: -- iog(i + «). 
J L C + í ) J í *=AX{\-\-U) IX 

Znamenáme-li tedy 

£U«)=log(l + «) + J I { l - — ^ - } , 
(8) 

obdržíme pro náš součet 

poloukonvergentní řádu 

+ £ C-1)""1 | f •»"^ř_1(«), « = 7 , (9*) 
r=l ,2 ,S, . . . ^ * # 

00 1 

Příklad: * = 10, u = 0*1; znamenejme —— = <y. 
l + n * 
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г ŕ 1 - - 7 * 

l 0-90909090909 . 0-09090909090 
2 0-8264462809 0-08677685955 
3 0-7513148008 0-08289506640 
4 0-6830134553 0-0792466362 
5 0-620921323 0-0759157354 . 
6 056447393 0-07258768 

7 0-51315812 0-06954884 

log (1 + u) = 0-0953101798 L 

77, =0-18621927072 

# , = 0-35589119667 

# 6 = 0-5110535683 

H7 = 0-65319009 

Я.-П7 = 0-OяJ 55182725 

я, = 0 (І296575 

2(r-iУ "ìí^ 

HьШ=QrQПЖ 

/ ^ 0 = 0 - 0 > » 2 7 

, = 0 "0 154 888 151 

.-£ log (1 + «) = 0 024 765 608 990 

v f _ v*-x !tL — 0 97 605 235 229 
Љ« 

8 = 0-102 525 632 370. 

K tomuto číslu dlužno přičísti agregát 

• = i i i o g - + - - = i ž ( ; . . + I ^ + - ^ , 
-=, v -д*(ľ + l) ' 9 

t. j. ff=г2(
1-+1 + 1 з + l + 1 - ) 

+ř3(ïï+è+à) 
+ f ó ( i+ł) 

17 
42' + лn f 

r - 2 m П 

4- 4 1 zз 
+ 180 U 

4- 2 9 Z54- " 
+ Ï 8 õ ' 5 + 42 ' 
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aby se dostal součet řady 

2 — l O S = < 7 + A S 
I v ° V 

Pro výraz a vypočteme členy 

0-59935226446 
0-50953779609 
0-04633119402 

a = 1-14522125457 
8 = 0-10252563237 

* 1 . v + 1 1 v _ log—L_ — i 

Veličina 

24774688694 
i v " v 

»1 v -4- 1 
4(0) = — 1 - v - l o g — t i 

W ! V V 

dává tedy 
00 

/*(* — í l ) * ( r + 1 } ^ = 2 * 2 4 7 7 4 6 8 8 6 9 4 -

12. 

V integrálu (4) aneb 
oo 

A(v) — A(u)= f(—{ i—\q(x+i)dx' v } v Jyt + u % + v j 
o 

užijme identity 
m—1 1 

q> (X + 1) = — £ —— + y(x + m) 
^ = 1 X "T" V 

a poloukonvergentního rozvoje 

1 
<p(x + m) = E + log (J? + m) — T 

+ 2Ҷ-1) 

2 \x + m) 
v Bp 1 

i,2,з,... 2P (x + mf 
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Obdržíme 

A ( ^ A < N v í 1 í \ dx t 
A (v) — A (a) = 2 / — -— l U 

w v
 v=iJ\x + v x+ujx + v^ 

o 
oo . oo 

+ /Í-T 1") l0Š O* + »0 ** + E (í—x TA AX 
j\x + u x-\-v] o v l ; ' J\x-{-u x~\-v) 
o o 

I 1 ? / 1 1 \ <fa 

o 

2*> J \ « + w a:+ #/(#-
2v J U + w o: + v/ (a? 

o 

Máme pak 
+ »)"" 

/

<?# 1 . v 
(a? + v) - ^ — v ' v 

II—*—— —i—1 log (x + m) dx = 

oo 

. i \Q0 x dx 
x — (m — u) x — (m—v)J 

/logm JL \ 
\ k ^ k*J *=i mk 

= logwilog- + d u / l - - W d i l í l — - V 

užije-li se obvyklého označení 
oo gk 

dil z = 2 --£ 
i * 

Dále plyne z rozkladu 
1 

(x -\-u)(x\- mf (m — u) (x + w) 

( m — « ) ( * + « ) ^ ( . m - w f - f i c + m ) 1 ,«+i 

(«) 
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/i 
dx 1 . m ä»-í 

^ ~ , „ , . ., l o g - - - g -(x + u)(x+m)iv (m-U)2" J* «=. a (m - uf~ama 

=^i__jlog-_T-i(i-^n-
(m—uf' \ u a = l « \ wi/ J 

Znamenáme-li obecně 
bn(^) = l o g i - i ! ^ ( l - ^ (10) 

Z a = l a 

bude tedy 
b (H) 

f dx _ 2v-l\m) m 

J (x + u) (x + m)2r (m - uf 

dosazením udaných hodnot integrálů do našeho rozvoje vychází 
rozvoj poloukonvergentní 

m - - r 1 v 1 i>l 
.4(0) —4(ti) =-Z - — l o g - — log-

,_! I v — v v v — u ° u I 
+ \ log — log - + (E + log m) log --

+ dil(l — - — dil 1 — - + 2 ( - 1) p-l ^ - + f 

V m 7 \ ^/ i-!,2,3,../ 2*1 (m—«)*' 

( m _,,)»'/* 

jeho upotřebitelnost vyžaduje, aby čísla m — f, m —v byla při 
měřené veliká; je sice pro velká v 

^ ' - M w / l 
—£r™^— i» 

(m — u) 2v m 
ale vzorce možno užíti právě jen pro malá v. Dilogarithmy 
se přetvoří dle Eulerova vzorce 

nl 

dil .0 +- dil (1 — z) = — log Z log (1 — Z) + --- , 
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ti V 
a tu konvergují naše řady dil z pro z = — a — velmi rychle, 

m m J 7 

předpokládá-li se u a v značně menší než w. 

Může se státi, že v je značně větší než m ./w = 5, v .= 10, 
uz=z 1); pro ten případ podávají vztahy z theorie této traňscen-
denty dostatečné prostředky. Dlužno však tu připomenouti, že 
naše odvození integrálu (a) v tomto případě (v > m) pozbývá 
platnosti; tu dlužno vyjíti z rovnice (a) 

/ / _ \ log (x + m) d c 
J\x + u x+vf 
o 

= logm log — + dil/l — — ) — dil/l - — ) u \ m ) \ m) 

platné pro * <i'w *c w, O <: v < w, a uvážiti, že funkce dilč zůstává 
jednoznačnou a pravidelnou v rovině opatřené řezem od s = 1 do 

0 = oo, takže volba z = 1 je dovolena i pro v > ?w. 
7 m 

13. 

Ve vzorci (I) nahraďme cp (a — b — n) a q> (b — a — ») 
hodnotami dle vzorce 

cp (— li) = qp (U + 1) + n COtg Un ; 

výsledku lze uděliti tvar 

[<p (x + a) + n cotg n (a — b)] [<p (x + b) + n cotg u (b - a)] 

— [<p (a) + n cotg TI (a — 6)] [<p (b) + n cotg n (b — a)] 

= 2<p(a~-b + n + 1) f—̂- , * ) (I*) 
o • \a + n a + x + nj v y 

+ J> (i - a + n + 1) ( ~ - - —-i—-). 
o \b + n b + x + n) 

Yložírae-li b = a + f, plyne 
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<)P (X + a) <jp (x + a + \) — qp («) qp (ч f | ) 
/ 1- 1 1 

= 2'<jp (n + ì) ţ - — ^ + "—"„-—ï — „ + a + » 

- ) 
я + a + w + */ 

} (12) 

+ 
to + g + ^ ) - y ( l ) _ <p (a + I) — v (i) . 

x + a ' a • 
volba' a?' z_ | podá 

/ l 1 \ 

f * ( » + ^ ( ^ - a + M + 1 ) 
- 2 a í « - 4 - ' ' ) qF((< + 1 ) _ _ _ _ _ _ _ g ( a + 3 ) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

(13) .. 

Vztah (I*) pišme ve tvaru původním 
(p (x + a 17. (x + b) — q> (a) q (b) *= 

. + i y ( 6 _ a + M + 1 ) (;_^___J___) 
+ 27 cotg 7T (a — b)[cp(x + a) ~ (p(x + b) 

— <T>(a) + cp (b)] r 

a přejděme k mezím pro b —:a; píšeme-li u výsledku # — /r 
za x, obdržíme*) 
g ( ^ - 9 0 , ) 2 : _ _ ^ 

o \a + n x + nf 
(14) 

kde cf (n + 1) má zvláší jednoduchý význam 

q(n + i) = i + l+4r + ... + — . 
z o n 

Klacřme v (I*) cc = 1 — a, b — a — u: 
00 / 1 1 \ 
v / _ ^ _ ^ I V (« + 1 — «0 +" 
o \n + l n + ajTK ' ' ' + f(¥+4+T-w+t + a ) y ( w + W+1) 

z_ [(p (a) — 7T cotg ujt] [(p (a + u) + JI cotg trn] 
+ ;TT COtg W/r [qr (« + 1) + n COtg Wtt] ; 

(15) 

*) N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, str. 5_. 
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vloží-li se a — 1 — u, vyjde 

n COtg Ujt [<p (1 + U) + (p (1 — u)] 
*/ 1 1 V i 

o \w + l n + 1 — *</ y v ^ y J, (16) 

—Í°M-T rr-r-^W (* + i + w) 
o\w + i rc + i + O / 

Dosadíme4i sem 
« 1 

<p(w + l + f i ) = g>(l + w ) + ^ - " - ^ ^ e t c " 

obdržíme užívajíce vztahu 

<P (1 + «) 9 (1 — W) + 7T cotg ti." __ —, 

y ( l + t t ) + p(l—ti) 2 r 1 J 1 
w2 «=_i(w + l)(n + l + w ) l = : 1 ^ + w ^ 

QO 1 w 1 

+ v £__ _: —— = 0. 
n_:i(n + l ) ( w + l — u) t=1v — u 

Násobme w2 a integrujme od „ = 0; obdržíme, 

i v * rr . ix_i w + i + t e „, * + w i i 
+ _? —j (« + l)2_0g f-r-= ^2l0g ! i-

„__ W + l — v[K ' ' & W + 1 — u ^v-ujj 
Nielsenův vztah vychází bezprostředně z Eulerovy rovnice 

(18) 

/ ' 
.«-Vi_^»-»™_JĹ____ x" \í — xý~\lx=- T 7 7 - - ks , 

máme pak 

= / * -* \ i - x ) > ð x ^ ^ - f ^ 
-J !-•* V ' * 

0 

kde 
/ ( 6 , ) _ _ _ _ _ _ ) _ _ _ _ . 
/ I M ) - Г(s + i) ' 

Л ' ('', *)-' = f fø (* + П - ę ІP + *) 
Л " (*, *) =Л<P (» + 1 ) ~ 9 (Ь + *)]« + fW (b + I) - ý (b + «)] 
У ( 0 , S ) = 1 , /'(O, «) = - * ( « ) , УЧO) = -,oG")a--p'(s) + 9''(l), 
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takže pak 

y =9 - ( a ) „ (,) + -« W - * WL- »' («) + ^ («> ft + , ., 

a tedy derivace pro b = O: 
i 

2 í i Z f 'log (x - * ) ř ř x = * (<)4 - v («»4 - v ( * ) + ? > ' (o). 
(14°) 

(Pokiačování.) 

Propočítávání čoček. 
V. Vojtěch. 

Při konstrukci různých optických přístrojů je potřebí 
znáti konstanty čoček a jejich kombinací, abychom si udělali 
správnou představu o, chodu paprsků. Jsou to především kardi­
nální body a pupily. Začátečníkovi v tomto oboru dělá počítání 
jistých potíží jak z učitelské moji činnosti je mi známo a proto 
myslím, že tento článek, který byl původně určen jen pro moji 
soukromou potřebu a pro účele přednášek, přijde čtenářům 
tohoto časopisu vhod a povzbudí je ku propočítávání a konstruk­
ci jednoduchých optických přístrojů. 

V literatuře vyskytuje se celá řada vzorců pro počítání 
s čočkami, nejjednodušší však, které se hodí pro naše účele 
jsou vzorce Gullstrandovy, kterými zvláště kombinace čoček 
dají se snadno počítati. Odvození *jich nemohu na tomto místě 
probírati odkazuje na příslušnou literaturu, uvedu pouze hlavní 
z nich a praktické příklady jak s čočkami jednoduchými tak 
i kombinacemi 

Vzorce tyto jsou založeny na reciproké hodnotě ohniskové 
vzdálenosti tak zv. lámavosti I) a dlužno při nich všechny 
délkové veličiny vyjádřiti v jnetrech. 

Lámavost nějaké kulo/é plochy o poloměru r% oddělující 
dvě prostředí indexu lomu n a rí od sebe, (n před plochou, i/ 
za plochou ve směru paprsků) je vyjádřena: 

D = ^-=^ (1) 
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