Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Matyas Lerch
Ptispévky k theorii nékterych transcendent poctu integralniho. [VIIL.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 50 (1921), No. 4-5, 264-277

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123798

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1921

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123798
http://dml.cz

264 ' : .

kdez & znalf stafi pfi vstupu, » ekaci dobu pro starobni diichod
a kde nevzat ohled na stoupani ptiplatki mezi 5.—10. rokem
ptispévkovym . »

E=120 25 30 3 40 456 HO 5
})520'21 023 026 032 037 038 037 033.

Tyto hodnoty 1ii se’ ponékud od hodnot tabulky 10. po-
jistné matematické zpravy k vlddnimu nédvrhu zikona pensij-
niho'?) proto, Ze ve vlddnim ndvrhu poéitin poZitek vychovd-
vacich ptiplatkd az do 20. roku a byla pro vypotet pfedpokls-
ddna 10-letd &ekaci doba.

Prispévky k theorii nékteryeh transcendent
poétu integralniho.

Pise M. Lerch.
(Poktadov4ni.)
.Integrdl

A(v)zf(ﬁ—l——x—_l,_—v)w(wndw W
* mé4 derivaci
(@+v @t
mtegraci po éastech plyne

: ) x»+v
) _
@+o)@+n)’ :
1 ,1_+ r . 1
v—n(z+n) 3 w—n) @+0v) (—n) @F+n)

n=1f(ac + v) (ac - n)

19) Tigk 2.135 zasedén{ Nar. shr. &sl. r. 1920..
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tedy
1 1 n
— = log —,
O(w—l—v) z+n' (@—n)n +(v——-n)2 °w
takze plyne
1 21 1 * logn !
Ay ==|————|)+2> ", —logo >y —v—
© v 1 (n n—'v)-*_nm(v—n)2 ’ 1 (v—n)“
Ao)=Lol—v)—¢' 1 —v)logo+ > B" )
v _ 1(v—n)
Integraci vychdzi
1
A@®) =9 — v)log v+ >1ogn( __1)—7-:—1)4-1(,
konstantu K urtfme volbou v—=—1:
o _ logv . .
/<p(l v)log v = /s 1_1, A =0,
tedy K =—1: »
_ ‘ - 11 .
A =—14¢1—lgo+ >logn (n — n_l). ®")

Dosadime-li tento vyraz do rovmnice (3), vyjde po uZziti vztahu

o) —o@(l—1v)=— ncotgvn
pro integral :

B(v) :ﬁq/ (@+ 1)—9¢' (@ + v ]logsin 27 dz (6)

vyjddient
lo 1 1
Bw)=y— -5* — mcotg vz . log v + > log n ( T ;z':;))’
1 1 .
y=1+logz+ Slogn (n—__—l- T @
Na misté B (x) zavedme funkci
1 ' ® .
D (u) :fq)’ (u + =) log 8in zz dz ::f log | sin MI,I dz , (M
- (v + ) .

18
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takze
Buy=®1)— @ (n)
a ve vzorci
@ (u) =K + ncotgun. logu—{—l—og—f-—zw 1 -+ 1 )logn
a=\¥+n ' u—n,

tfeba jeSté urtiti konstantu' K5 k tomu slouzf asymptotickd
hodnota @ pro nekoneénd mald »

® (u) oo K + 128 (“”) (@)

Substituce ux za z do drubého integrdlu dava

d)(u)~-— loglsmuam[ dr

“] (4w’

zavedme jedt8 funkei

G () = log log|cosan |dr 1 r log | cos uxn [dr
B A Y ARSI

pomoci 1dent1ty
log | sin 2uxz | = log 2 + log | sin wam + log | cos wxz |

obhdrzime
2u® (2u) = ud (u) 4+ uG (u) 4 log 2,
t.J. -
20 (2u) — a»(u)—— Gu)+ 2% 1°g2

dosadime-li sem asymptotické hodnoty dle (a), a uzijeme-li
okolnosti

log|cosxn| dar _1

G(0)= 9 (2) loOr | cos @z | da,

0 v

obdrzime
K = G(0).
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Tu méme

K:f+f:f¢'(x)loglcosxn[dw+ '
v 1 0‘ '

1
2

+f<p’(i—a:)log | cos xm | da,
J .

[SIE

1_
g —¢

K' n? 1 ] n* 7
_fq1n2 Og!COSJﬂ‘dw— lm'/‘—s—l——z—*—logcosxnax,
0 U

Integraci po &dstech plyne

1_ 1_ 1
3¢ ¢ 7 ¢

‘f-_— —/ncotgwn log cos 2w — | 7% cotg a7 . tg xnm dx

0 0
”‘2
=— +..,
. n?
t. j. vychdzi K—=— 5
Médme tedy
D(u) = — 5 + 7 cotg uz . logu + — log i (7%)

— \c'° 1 1 1
ﬂ:2(u+n u___”) Og".
Nahradime-li v pravo = cotg uzz hodnotou
‘ 1, 21 1
;+T (u+1z,+u—n)’ ‘
obdrzime ‘ :
. a* | log(un) (1 1 L
2= G+ B S e s @)

A 'tohoto vyjadieni funkce @ vychdzi, Ze tato md nekonelny
potet hodnot; jedna zdiladni vétev jest na kladné &dsti rea]né
osy pravidelnou, ponévadz
log « —log n
U —n

n"=123...

18*
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je na w—n pravidelné. ostatni se od nfi li§i ndsobky veliciny
2im? cotg um; vSecky tyto vétve v sebe pfechazeji v okolf bodu
ramifikaénfho « = C.

Také vyraz (5*) lze uvésti na tvar

1

® 1 1 1
Aw)=— 1-%(n_1+;)log;z+%(;—-

n—o

os 51, %

z néhoz vychdzi pravidelnd povaha zdkladni vétve na kladné
tdsti osy redlné. -

Tu pak snadno nalezneme pomoci zndmé identity Abelovy

g _
&

n—1

k= 5( LS n)logn—— —-1og + = ¢(1+§)
2 1

PP IO N

pfi &emz jak obvykle znateno
1
C (s) g

a=1n"

Vypotet mozno 1épe provésti pomoci identity

§im2#:&—%uﬁ&—

v=m V
Lt +..
_ w1 (m +2)*
Pomocf rozvoje poloukonvergentnfho pro
1 1 1
S
Ic+1(z) k+1+ ( 2 + 1)k+1 + (z+ 2)k+1 + !
k+1 ,
(=1 S = v
(—1*" < 1f - —ow 1
vr=1,23,..

obdrZfme poloukonvergentni rozvoj
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o \-lS _m(_l)kl 1)k1
él(” I/H- '/’;il— “51 kezk + 1= k+1 +
v If ‘f’ 2 _1;_
+2@4)wkﬂ(k)mk
_ oD Tt qg
=2 b1+ LHW" £
Rozklad
1 1 v ]
— S —__ —
E(149§ ¢ 1(149
ddva .
. 1 dé -1 1 -1 1
— |y s — 3 = —log (L +4u).
/{a+fﬁ ]ﬁ T A
Znamendme-li tedy
»1 . 1 _
H_ (u) = log (1 o § [ -4 8)
(@=lst o+ icli-

obdrzime pro nd¥ soutet

Sen@_ o L ettt o

—_ k41 "k
§= 2 ( 1) Tk v=02 -+ w 2+ ‘
poloﬁkonvergentni Fadu
S=gen1;+ log (1+ )
+ 21'2(8 1)1'—-1 By u Ha’ 1(“)’ U = zl ’ (9'*)
SO=3

Pfiklad: 2 =10, w=0-1; znamenejme

1 —
I+2— 7



270

® q” 1 —n qx
1] 090909090909 |- 009090909090
2| 08264462809 008677685955
3| 07513148008 008289506640
4| 06830134553 0-0792466362
5| 0620921323 0:0759157354
6] 056447393 0:07258768
7] 051315812 0:06954884
log (1 4 ) = 0:09531017981
H, = 018621927072 | H, - = 007155182725
4
H, = 035589119667 | 11, 1":0 = 0:0°296575
6
H, = 05110535683 | H, 2%? = 0-0%2028
H —0 ! — 0-01°
H, = 0:65319009 . 40 = 0027
3 (—1) f” W?H,_ = 0:0% 154 888 151

§ log (1 4 u) = 0024 765 508 990

N (_ 1/k——1 u

= 0097 605 235 2 29

S = 0102 525 632 370.

K tomuto ¢islu dluzno piiéisti agregat
=i batH
b 12(1*' a0t ag )
3( +30+36> :3_3'02’3‘12
+15(2216+%) o3
+1 T AR



aby se dostal soucet i'ady

1. v+1__ ,
o —log —— = + S
Pro vyraz ¢ vypotteme Cleny
059935226446
050953779609
004633119402

o = 1'14522125457
S = 010262563237

S Loe” L — 194774688694
1 VY 4
Velitina
AO)=—1—3 —Jog”+1
1
ddvd tedy
f(—i x+1)¢(v+ 1) di = 224774688694,
/A
12.

V integrélu (4) aneb

A(v)—A(m—fHu x+v)"("‘+1

uZume identity

<P(x+1)——

a poloukonvergentniho rozvoje

9 (x +"n)=E+ log (x + m) — 1

PP - N —
+—1(23 )21’ (& 4+ m)™

2(x 4 m) +

271



272
Obdrzime

n 11 da
A(v)—A(ct)_zf(x+v x+u>x+v+

1 1

-]

1 1 d
)”+

+ % (x+v_w+u z+m

(_ 1)’B, 1 . 1 dux
T f(w+u x+v)(z+m>”
Mdme pak

1 v

GFoets) —r—0 %8
( A log (x + m) de = (a)
z4+u x4+ ) & -

[ 1 1
_fx——(m——u)—a:——(m—v))logx'dx

i (m — u)'—(m — v)* (log m+ )

k=1 m*

v . u -
=logmlog & + d11<1 —E)" d11(1———)

m

uzije-li se obvyklého oznatenf

@ Zk
dil 2 = %‘ 7&3 .
Déle plyne z rozkladu
1 | 1
(:c + u) (z + m)" (m — w)* (x + u)
2v—1

iy

 (m—w)” (w+m) T =t (m— ) “(m+m)“+"
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dl‘ 1 2y -1 1
2v: 2ar log-__z 2r—
(x4 u) (x+ m) (m—u) M e=a(m —u)" T m®

v

2v—1 2
= . 1 log"—l——z—l- 1—1—‘) .
(m—u)*" U om0 m
Znamendme-li obecné
. 1 7] «
D" () = 10g ; —ail; (1 — Z) B (10)

bude tedy

u
bzv—l (r—n_)

r dx _
f (x+u)@+m> (m - w’

dosazenim udanjch hodnot integrald do naseho rozvoje vychdzi
rozvoj poloukonvergentni

m—1[. 1

_
Av)—Au =2 log’i— 1 loggj

= |yv—v v v—u

m—o v m—u

—lr?:[ ! log ™ — L log'g]+(E+logm>log£—

. % . v vB bi"-‘(%) (11)
+d1l(1——1;)—-d11(1—_—;l)+z(~ 1) 2_:{—_—-_

v=1,2,3,.. (m — u)*”
v
(i)
(m — v)* K

jeho upottfebitelnost vyzaduje, aby &isla m —uw, m—o byla pi
mérené velikd; je sice pro velkd »

u
b2v—l (E) 1
Q)

(m — u)* 2 m®

’

ale vzorce moZno uZiti pravé jen pro mald ». Dilogarithmy

se pretvofi dle Eulerova vzorce
2

dil 2 + dil (1—z)_—__1bgzlog(1_g)+%,
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i
a tu konverguji nage tady dilz pro z = ’;—t a % velmi rychle,

pfedpokldda-li se » a v znatné menSf nez .

MiZe se stati, Zze v je znalné vétdf nez m (m—=>5, v=10,
u=1); pro ten ptipad poddvaji vztahy z theorie této transcen-
denty dostatetné prosttedky. Dluzno v8ak tu pfipomenouti, Ze
nade odvozeni integralu (¢) v tomto piipadé (v > m) pozbyvd
platnosti; tu dluzno vyjiti z rovnlce (a)

@

1 1
f(ac—}—u 4 v )103(33—%-17&)(11;

i]ogm log%——{—dil(l — ;?;)—— dil(l — _v_)

m

platné pro '<<u <<m, 0 <<v<<m, a uvdziti, ze funkce dilz zistdvd '
jednoznatnou a pravidelnou v roviné opatiené fezem od z—1 do

. v . -
7 = oo, takZe volba z — 1 — 1@ dovolena i pro v >~ m.

13.
Ve vzorci (I) nahradme p(a—b—=#n) a (b —a— )
hodnotami dle vzorce
o(—u)=09{u+ 1)+ =cotg uz;
vysledku lze udéliti tvar

[p(z +a)+ = cotgz (a—D)] [@ x +b) + = cotg = (b — a)]
— [¢ (a) + = cotg w (a — b)] [@ () + 7 cotg z (b — a)]

» 1
:;‘:q)(a——b—}-n—l—l)(—-” m) (I*)
; 1 R
+z¢(b—a+n+1)(,+n |

Vlozime-li b = a - }, plyne



pxt+a)p@t+a+i)—e@q+3)
1 1

"'(p(n+’)(a+n a+nti zFfatn
1 (12)

—x+a+n+9
gleatat+3)—¢G) _ olet+3i)—9@E)
+ z4a - a !

volba z = } podé, -

1
.-tp(n+ (a—{—n a+n+1)
_ N qla41) ?(3)
—“7““+9”'a+g’“@u+na'
Vztah (I*) piSme ve tvaru ptvodnim
pleta qglxt+b) —@laqgd =
1
(p(u—b—{—n—{—l)( n x—i—.a—{—n)
1
. +Y’¢p(b——-a+n+1)(b+n x+b+n)
+ncotgn(a—b)[q>(x+a) q>(x-l-b)
a) + g (b)],

a piejdéme k mezim pro ¥ = a; piéeme i u vysledku z—
za z, obdrZime*)
1
—_ 7 2_ —_— ————
10— =y 10—y (1) + 23 S0t )
(14

13y -

kde ¢ (n + 1) md zvld§¢ jednoduchy vyznam

" 1 1
gn4+1D=14 2—;——3—%——4——712—

Kladme v (I*) e =1 —a, b —a = u:
vt o1
?(n-{—l n—l—a)(p("_{_l—u)_*‘

|
\w 1 1 )
+'§(n+u+l n+u+a)‘p("+“+1)} (15
=gl

(@) — 7 cotg un] [ (a 4 u) 4 = cotg um] |
+ meotg uz [¢ (w 4 1) + = cotg un]; |

*} N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktién, str. 52.
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viozi-li se ¢ = 1 — u, vyjde
”GOtg“ﬂ[¢(1+“)-rq7(1——“)]
_ 1
_f<n+1 n+1 )"’("+1 W ae)
-3 1 1
*f(u—l—l_n-{—l—{-u))q)(n-{_l-{_u) JI

Dosadfme-li sem
gr+1+uw=9¢ +u>+2
obdrzime uZzivajice vztahu
p(L+ o) — @ (1 —u) 4 ncotg un —= %,
gl+u+ol—mw o 1 n 1

etc.,

z=

z
u® =i+ D140 =v+4 (g7
: L5 1 L
.. (D +1—u),Syr—u ™
Nédsobme u? a integrujme od » = 0; obdrZime .

r+4u 1 ‘
2Eu g F iy n—m+1{ M

1
+§lm——[(n + 1)2 logn—:—**__—l—_%f—v’ IOg:—:t-%]}

Nielsenilv vztah vychédzi bezprosttednd z Eulerovy rovnice
L

fxa-—l(l x)b ld —_— F(a) F(b)

z 1

T(a+b)
méme pak ’
x)bdmzj(b’ S) _;f(br a) ,
kde
_r+1)I(s)
f(b7 S) - 1—-(3 + II) y

1) () =flo@+1)—g(b+3)
50 =flob+1)—9O+s1*+ Flo' O+ 1) —¢' (b+5)]
f(0,8) =1, f’(O,s):-q)(s), /"(O):q:(s)”—q>'(s)+¢'(l),
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takze pak

- AT S 2 o '
y=9 —@ g + L q’(")—2 vEOFE@,

a tedy derivace pro » = O:

1

3—1 a—1
2f el le =g (9~ ¢ @' —¢' () + ¢’ @.
0 .
(14°%)
- (Pokiatovini.)
Propocitavani cocek.
V. Vojtéch.

Pii konstrukei riznych optickych pfistroji je pottebi
zndti konstanty Cofek a jejich kombinaci, abychom si wudélali
sprivnou predstavu o chodu paprskid. Jsou to predeviim kardi-
ndlnf body a pupily. Zalsteénikovi v tomto oboru déld politini
jistyeh potizi jak z utitelské moji &innosti je mi zndmo a proto
myslim, Ze tento ¢ldnek, ktery byl pivodné uréen jen pro moji
soukromou potfebu a pro tucele predndlek, prijde ¢tendfdm
tohoto ¢asopisu vhod a povzbudi je ku propocitdvéni a konstruk-
ci jednoduchych optickych pstroji.

V literatufe vyskytuje se celd fada vzorcli pro poéitant
s Cotkami, nejjednoduddi vSak, které se hodi pro nafe ucele
jsou vzorce Gullstrandovy, kterymi zvla§té kombinace Colek
daji se snadno poé¢itati. Odvozenitjich nemohu na tomto misté
probirati odkazuje na piislu§nou literaturu, uvedu pouze hlavni
z nich a praktické pifklady jak s Cotkami jednoduchymi tak
i kombinacemi -

Vzorce tyto jsou zaloZeny na reciproké hodnoté ohniskove
vzddlenosti tak zv. ldmavosti /) a dluZno pii nich vSechny
délkové velidiny vyjadiiti v ,metrech.

Ldmavost n&jaké kulové plochy o poloméru r, oddélujict
dve prostfedi indexu lomu = a »' od sebe, (n pred plochou, »”
za plochou ve sméru paprskid) je vyjadiena:

p—="—=n _ -
,
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