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Typy a kontinuitni grupy kollineaci v S,

Napsal dr. Jan Vojtéch v Brné.
(Dokonéeni.)

Charakteristikou kollineace Iagxz;&;, — 0 sluje souhrn
stupiiii vSech elementdrnich divisord formy Saga:f,, totiz

[ewy € e - 171 (egy €. v e €h2=D) o (e €. o dam1)],
kde jsou e v kazdé zivorce uspoidddny sestupné. Cisla p. sku-

piny tykaji se p. délitele- (¢ — ¢,); tento jest obsaZen v deter-
minantu 4 (¢) v mocniné exponentu
e,,+e1',+e;+..+e;§p‘“,
v kazdém jeho subdeterminantu stupnd ». v mocniné exponentu
‘ e, + e+ ..+ e
atd,, konetné ve vSech subdeterminantech stupné (» — Ak, -+ 2).
v mocniné e'»~', Kazdé skupiné hofejsi charakteristiky piislusi
tedy zdkladni prostor (bodovy i rovinovy) rozméru h; — 1.
I d8li Segre kollineace ve t¥idy (t. j. nase typy) dle
rozmanitych zplsobi roztiidéni elementdrnich déliteld, takze do
téze tiidy &itd kollineace s touZe charakteristikou, t. j. s tymz
roztiidénim samodruZnych bodd (a rovin). Aby viak dvé kolli-
neace byly projektivné identické, jest vedle pfisluinosti do téze
tiidy jesté nutno (a stati), aby kofeny or byly v obou deter-
minantech v témZ pofddku sob& umérny &ili aby obé& kollineace
mély tytéZ hodnoty korrespondujicich absolutnich invariantd.
Segre podal v uvedeném pojedndni (a v ndsledujicim) 24)
také celou fadu vé&t o kollineaci prostord soumistnych, zvl.
o zdkladnich prostorech, takZe moZmo kaZdou kollineaci na zd-
kladé toho dle jejf -charakteristiky popsan Uvadime Z vét nej-
dilezit&js.

24) Segre, Sugli spazi fondamentali di un’ omografia, .Rgnd. Acc.
Lincei (4) 2., 1886,, Pp. 3256—327. . . ,
84
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Kazdd kollineace je sama k sob& dudlni. Zikladni bodové
prostory kollineace jsou nezdvislé. KaZdému S, jdoucimu skrze
zdkladni prostor S,_. korresponduje S, perspektivni a stied
perspektivnosti le{ na nosi¢i z4kl. prostoru rovin, konjugova-
ného k S,—,; stfed tento a prostor S, opisuji variety projektivni.
Vsechny zdkl. prostory bodové jsou obsazeny v nosi¢i rovino-
vého prostoru, konjugovaného k zdkl. prostoru bodovému Si—;,
vyjma tento S, 4, jenZ tam miiZe byti obsaZen nebo neni. Spoj-
nice dvou bodd v dané kollineaci sobé korrespondujicich protind
nosi¢e vSech rovinovych prostord zdkl., konjugovanych k jednot-
livyim bodovym prostorim zékladnim, v bodech, které spolu
s onémi dvéma stanovi abs. invarianty kollineace (a dudlng).
Kollineace v S, s charakteristikou

[(eyy €1 v v v €h17Y) (egy €5y oo €fa™) o0,
() € oo CiE™) .. (b €, ... 07" )]
urtuje na nosidi zdkladntho prostoru rovinového, konjugovaného

k zdkl. prostoru bodovému %. skupiny v této charakteristice,
v piipadé, Ze pfi zndmé podmince

a>e>...>c" platl 1> 1, ¢ =1,
kollineace s charakteristikou

[(e, €1y e e €hr™1) (€y €5 ..o €l2=Y) .
(e — 1, 6,—1,...& ' —1)...(e, €,...""")]

a tymiz abs. invarianty jako md sama; v piipadé viak, Ze
ez = 1, odpadne v charakteristice jeji %. skupina a kollineace
ta md o jeden invariant méné.

Posledni véta slouZi k redukci klassifikace kollineaci na
klassifikaci v prostoru ménérozmérném, vyjimaje pifpad, kdy
charakteristika dané kollineace obsahuje vesmés 1; takovd kol-
lineace (,obecnd“) jest v8ak nejjednodussi.

Nékteré. typy kollineaci, a to obecné s dvéma pouze pro-
story zdkladnimi studoval uz Veronese?®®) (kollineace charakte-
ristik [(11..1) (11..1)], kde potet jednitek v prvnich zd-
vorkdch je %, v druhych A, "a plati A, 4 h, = n 4 1).

358) J, Veronese, Interprétations géométriques de la théorie des substi-
tutions des n leltres etc., Annali di matem. (2) 11. pp. 93—236.
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Klassifikace kollineac{ prostorii S, a S, soumistnych jevi se
v podstaté identickou s klassifikaci dvojic ploch 2. stupng v S,
(kollineaci 1lze totiz poklddati za produkt polarit vzhledem
k obéma plochdim).

Svoji klassifikaci kollineaci nedegenerovanych applikuje
potom Segre na S, a S, %?), poddvaje spolu popis jednotlivych
typd.

Jako piiklad applikace theorie elementdrnich déliteld vy-
lozil v podstaté dle Segrea klassifikaci kollineaci v S, Muth 2°).

Kollineacemi v S, a spec. jich klassifikaci zabyval se pozddji
Predella *7); kdezto vyklad a dikazy Segreovy jsou algebraické,
jsou uvahy Predellovy v hlavnich a nejrozsdhlej§ich édstech
geometrické.

V prvnim pojedndni Predella, dokdzav nékolik ddlezitych
vét (nalezenych Segrem) o zdkladnfch prostorech kollineace ne-
degenerované kratleji neZ Segre, a to pomoci jisté degenerované
kollineace, poddvd k nim jeité dva dikazy geometrické. Poklddd.
totiz poprvé velmi vhodné dva kollinedrni prostory soumistné
za dva perspektivni prostory pivodné rizné a obsaZené oviem
ve vy38im prostoru, jez splynuly; podruhé uzivi pomocného
prostoru téze dimense tak, Ze jeden prostor dany plyne z dru-
hého dvéma projekcemi a dvéma Fezy.

V dal§im ukazuje algebraickfm rozborem, Ze zdkladni
prostor ndsobny mozno poklddati za limitu né&kolika zdkladnich
prostord jednoduchych; i stati tedy brdti v uvahu kollineace
s prostory jednoduchymi ¢ili obecné, z kterych po piipadé mezni
volbou koefficientd (pii algebraickém . vyjddieni) resp. mezni
volbou polohy zdkladnich prostort vychdzeji kollineace parti-
kuldrni.

Klassifikuje potom kollineace v tiidy a podtiidy: do téze
tiidy klade kollineace s tymz pottem prostord zdkladnich, jez
maji resp. (u kazdé z téchto kollineaci) tyté% rozméry, at
jinak prostory ty jsou reilni nebo imagindrni, rtzné nebo

—_—

26) Muth, Theorie und Anwendung der Elementartheiler, Leipzig 1899.
pp. 198—223,
27) P. Predella, Le omografie in uno spazio ad un numero qualunque
di dimensioni, Annali di matem. (2) 17, 1889. pp. 113—159. — Sulla teoria
generale delle omografie, Atti- Ace. Torino 27. 1891—2 pp. 270—288.
34+
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po skupindch splyvajicf (tyto tfebas i singuldrni); maji také
tyz polet absolutnich invariantd (ovSem tieba také sobé rov-
nych nebo — 1 nebo = 0). Jsou-li i hodnoty korrespondujicich
abs. invariantii stejné, patif takové kollineace do téze podtiidy.
Oznatuje pak jako charakteristickou skupinu zdkladniho prostoru
ndsobného fadu ¢tisel uddvajicich rozméry splyvajicich zde jedno-
duchych prostord zédkladnich; na pf. jestliZe splynuly prostory
zdkladni Sy —1, Sag—yy ... Sn,—1, je char. skupinou nésobného
prostoru tak vzniklého (A, — 1, h, — 1,... h, — 1). Souhrn
‘pak char. skupin viech prostorii zdkladnich nazyvd charakte-
ristikou kollineace. Vyznam tohoto roztifdéni objasiiuje véta,
Ze dvé kollineace piislufné do téze podtiidy jsou projektivni,
t. j. jedna plyne z druhé konelnym poétem projekei a Fezd.

Daldf dvaha jednd o struktufe zékladnich prostorti né-
sobnych. BudiZ uvedena pouze jedna specidlni véta: V kollineaci
s jedinym bodem samodruznym (» -+ l)-ndsobnym a, existuje
jedind samodruznd piimka a, jdouci skrze a, (limita vsech
piimek spojujicich po dvou # 4+ 1 bodd samodruznych nekoneéné
blizkych), jediny samodruZny prostor dvourozmérny a,, jdouci
skrze a, atd., koneénd jedinj samodruzny prostor (» — 1)-roz-
mérny, obsahujici piedchozi.

Bylo uvedeno, Ze dvé kollineace pfislu§né do téZe podtﬁdy
jsou projektivng identické; jednu dvojici této projektivnosti md-
Zeme zvoliti libovolné. Reéeni otdzky, jak nalézti dalsich » 4 1
dvojic transformace vede jednak k jednoduché konstrukei jaké-
koli kollineace, jednak ke kanonickému tvaru relaci stanovicich
kollineaci. Pro 8, rovnice ty uvedeny.

S jiného stanoviska podal rozbor kollineaci zvl. partiku-
lérnich Predella v druhém &lénku cit., neuzivaje Gvah limitnich.
Charakteristiku partikuldrni kollineace odvozuje timto novym
zpisobem :

Budtez »'(#'; — 1), F(&""y — 1),...F(h® — 1) zékladni
prostory kollineace partikuldrni (t. j. kZh"‘) < n 4.1, kdezto

u obecnych Xh — n - 1), i obsahuji tedy nékteré tu uvedené

prostory jiné s nimi splynuvif; G(n — h’l) budiZz nosié zdkl
- prostoru rovinového, konjugovaného k F (', — 1). Dejme tomu,
Ze F(h -— 1) protne G(n — W,) v F(h'y — 1); pak jest
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v G(n —I';) kollineace podiazend se zdkl. prostory F(h', — 1),
FM' —1),...F(h® — 1), v ni jest nositem prostoru k F' (', — 1)
konjugovaného prostor G(» — &', — #’,). Protne-li F(#', — 1)
tento prostor G(n — A, — &) v F(W3 — 1), mdme zase
v G(n — W'y — I,) podfazenou kollineaci s prostory zdkladnimi
F(y, — 1), F’, —1),...F(3@ — 1) atd. Takto. pokratujice
dospéjeme k z&kl. prostoru I*(h',» — 1), jenz neprotind nosi¢
svého prostoru konjugovaného; pfi tom A', = 2", = ... =W
Podobné nalezneme v F (A", — 1) prostory F'(b”, — 1), I'(h",
—1,...F(p« — 1) atd. Charakteristikou takové kollineace
jest potom

[, — 1,0y =1, Wy — 1) (B, — LBy —1, .. B — 1)

(RO — 1,0 —1,... hgpm'— 1)].

Kdezto kollineace obecného typu jest tplné stanovena
zékladnfmi prostory a abs. invarianty, nestalf tyto pri kollineaci
partikuldrni. KaZdd kollineace jest oviem urtena n -+ 2 nezid-
vislymi dvojicemi korrespondujicich bodd, nelze vSak odtud
souditi na typus. I nahrazuje Predella » + 2 tyto dvojice sou-
stavou »# - 1 dvojic charakteristickych, .jeZ spolu s abs. inva-
rianty uréujf kollineaci; charakt. dvojice redukuji se u kollineace
obecné na samodruzné body, abs. invarianty jako doplnék Zidané
nahrazuji (» -+ 2). dvojici z onéch libovolné volenych.

Naznatime, jak voliti uvedené dvojice charakteristické. Je-li
F(h', — 1) z&kl. prostot na pf. étyfndsobny, budiz jeho charak-
teristickou skupinou (@ — 1, § — 1, y — 1, 0 — 1) (kde tedy.
«=h', f =h' atd.); v kollineaci dané v S, jest: F(e¢ — 1)
z4kl. prostorem, jenZ protin dle pfedchoziho G (n — ) v F (8 —1),
v kollineaci podiazené v G(n — «) jest F(f — 1) zékl. prostor
protinajicf G(n — @ — ) v F(y — 1) atd., konetnd v kolli-
neaci obsaZené v G(n —a — § — p) jest F(0 — 1) zdkl.
prostor neprotinajici nosi¢ G (n — &« —  — y — d) svého pro-
storu konjugovaného. V prostoru F (e — 1) zvolme « nezdvisljch
bodd 4,,...44...4,... Ag... Ay, znich prvnich ¢ v F'(§ —1),
prvnich y v F(y — 1), prvnich g v F(8 — 1). V kollineaci
obsazené v G(n — « — f) jsou body 4,...4s; body nosite
G(n - & — 3 — p) prostoru konjugovaného k F'(y — 1) a proto
(dle véty Segreovy) stfedy perspektivnosti & dvojic korrespon-
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dujicich prostord S(y) a S(y), jdoucich skrze F'(y —1);
v kazdé takové dvojici prostord zvolme dvojici korresp. bodii
(B,BY),...(BygB'y), oviem B, B‘, lezi v ptimce s bodem 4,, .
body By, B‘; konetnd v pﬁmce 8 .bodem A4 . Dale v kollmeacl
obsazené v G (n — &) jsou body B, . B,,AJ+1 . 4, body
nosite G(n — @ — B) prostoru kon]ugovaného k F(B—1) a
proto stfedy perspektivnosti y dvojic korresp. prostori S ()
S‘(B) jdoucich skrze F(B — 1); v kazdé této dvojici prostorﬁ
zvolme dvojici korresp. bodd (C,C"))...(CyC')(Bys11B's41)
... (B,B,), znichz C, (', lezi v piimee s bodem B, ... J5C,
v piimee s By, By1DB’syy v piimee 8 A4y, .. . B,B’, s bodem
A,. Konetnd v kollineaci dané v S, jsou body C «CsByia

.B A7+. ... Ag body nosite G (v — ) a tedy stredy perspek-
nvnostl B dvojic korresp. prostord S (e), 8'(x), jdoucich skrze
F@ — 1); i zvolime v t&chto korresp. body

’_(D1D'1)-- «(DgD’'s)(Cg 1C'g41) . - (Cycuy) (B,,H B'yH) ...(BgB'p),

-obdobné vlastnosti jako prve. Body 4,,...4, B,....By
Cy...Cp Dy, ... Dy urtuji prostor S(z + f8 + v+ d - 1),
JenZ obsahuje také body B ...DB's C',...C", D' ...D'
a je samodruZzny prostor kollineace (t. zv. prostor charakteristicky’
pHsludny k z4kl. prostornu (¢ — 1)); & 4+ 8 + ¢ + & dvojic
bodii (4, 4,), (4;4,), .. (4ada), (ByBY), (B;B'y),... (BﬂB‘ﬂ‘),
(€, Cy)...(C,C), (D,D")...(DsD’y) nazyva Predella dvojicemi
charakteristickfmi. V G(n—e«—p —y—0) opakujme predesly
rozbor s prostorem F(h“, — 1) atd., i nalezneme o prostorii
charakteristickych a v nich vS8ech % -1 char. dvojic korrespon-
dujicich bodd.

Yolbou charakteristickych dvojic bodovjch umoznéna také
Jjednoduchd Konstrukce bodd korrespondujicich danym; p#i kol-
lineacich obecnych jest oviem konstrukce jeité jednodussi, obs
uddvd Predella na uv. misté. S Predellovym stanovenim kol-
lineace partikuldrni pomoei dvojic char. souvisi, jak patrno, nase
konstrukce kollineaci téch z partikuldrnich homologif. -

Symbol kollineace Segretiv (charakteristiku) prevedeme na
symbol Predelliv, kdyz kazdou skupinu (e, ¢/, e, ... e}
symbolu onoho, pHslu$nou k ndkterému elem. déliteli, nahradime
char. skupinou (b, — 1, by, — 1, by — 1,...h, — 1), kde &,
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je potet viech tisel e®, h, polet ten zmenZeny o polet e®
rovaych 1, %, potet viech e¢®, zmenSeny o podet jich rovnych
1 a 2, atd.,, konetné %, jest polet viech &isel ¢® rovnych p.
Naopak A, ¢isel e® rovnd se p, hp—y — h, rovnd se p — 1,
hy_g — hp—y jest rovnych p — 2, ... konetné A, — h, jest
tisel ¢ rovnych 1 ).

V tvahdch tykajicich se vétsim dilem korrelaci vylozil
Medici %), vyied od vysledkd Predellovych, rozklad kollineace
v elementirni kollineace, ¢imZ vysvitd geometricky vyznam ele-
mentdrnich déliteld. Nazyvd totiz Medici kollineaci sloZenou,
mozno-li nalézti dva nebo nékolik nezdvislych prostord S;—,,
Sy—1y ..o Sp—1 (m=2) v daném S,, pfi nichz jednak platf
L+15,+4...4+Tw=mn-+1 az nichz za druhé kazdy je in-
variantni jako celek p¥i dané kollineaci; jinak je kollineace ele-
mentdrni. Nutnou a dostatetnou podminkou, by nesinguldrni kol-
lineace v S, byla elementdrni, jest, aby méla charakteristiku
[(00...0)] s » -+ 1 nulami (dle oznateni Predellova) nebo
symbol Segreiiv [# -+ .1]; kollineace sloZend redukuje se na
tolik elementdrnich, kolik je elementdrnich déliteld v Segreové
symbolu kollineace, déliteli stupné g korresponduje elementdrni
kollineace v S,_,.

B) Kontinuitni grupy kollineaci v S,.

36. Theorie kontinuitnich grup je dilem Lieov§m. Specidlnf
otdzku grup projektivnich Fegil Lie podrobn& pro S, a S,
v podstaté a v Cetnych podrobnostech i pro S,. Také o grypich
kollineaci v S, podal Lie sém a jeho 3kola mnohé ddlezité
a zajimavé véty. VSechny tyto préce zaloZeny jsou na pojmu
infinitesimélni transformace. Cely postup vy3etfovdni, pomicky
i formulace vysledkd jsou analytické, tfebas mnohé bylo geo-
metricky koncipovéno. Zcela jiného rdzu jsou piispévky, které

28) Theorii.kollineaci v soumistnych prostorech n-rozmérnych pékné
podava dle piv. praci uvedenych (vice dle Predelly) E. Bertini, Introduzione
alla geometria proiettiva degli iperspazi, Pisa 1907 pp. 63—100.

' 29) S, Medici, Sulle omografie e correlazioni non singolari in. uno
spazio ad un numero qualunque di dimensioni, Giornale di matem. 44.
1906 pp. 189—239. :
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k theorii projektivnich grup podal Newson; elementérni dvahy
geometrické a analytické vedly jej pro S, a S, k tymz vysled-
kiim, kterych dofel Lie. Dedukce Lieovy souvisi na mnohych
mistech s celou budovou jeho origindlni theorie, takze neni
moZno podati v kritkosti uzavieny referdt o jeho stanoveni kon-
tinuitnich grup kollineatnich; bude naznalen pouze postup jeho,
" aby vysvitla povaha vydetfovéni. Methodu praci Newsonovych
l1ze vyloziti zcela struéns.

Grupy proj. transformaci{ jednorozmérné variety S, urtil
Lie v hlavnim svém dile 3°) pomoci t. zv. grupy adjungované
" k-t¥iparametrové grupé transformacf t&ch. ,Obecnd proj. grupa“
variety S, md totiz 3 nezdvislé infinitesimélni transformace p,

xp, x°p (kde = a‘g), i jest obecnd infinit, transformace ddna

vyrazem (e, + e,z + e,2%) . p. Koefficienty ¢ 1ze interpretovati
jako hom. soufadnice bodové na roviné ¢ kaZdd infinit. trans-
formace obecné proj. grupy je pak zndzornéna bodem této ro-
viny a naopak; i hledd Lie v8echny nejmensf invariantni variety
obsazené v e, t.j. viechny inv. variety, jichZz body transformujf
se pfi adjungované grupé tak, ze kazdy bod na takové varieté
obecné poloZeny pfechdzi ve vSechny ostatni body takové. Kazda
nejmen§i invar. varieta v & pfedstavuje typus infinitesimdlnich
transformaci; existuji dva typy, kazdd jednopar. subgrupa 1. typu
je zndzornéna bodem roviny & leicim mimo jistou kuzelosetku,
subgrupa 2. typu bodem této kuzelosetky. Dvouparametrovych
subgrup nalézé v dalSim pouze jeden typus, zndzornény telnou
k zminéné kuZelosefce. Voli potom jednoduché representanty
nalezenych subgrup a charakterisuje je invariantnimi elementy
v §,. Elementdrnéjsf uréenf vSech typil projektivnich grup v S,
podal Lie na jiném mfsté3).

Newson vySettil 3%) projektivnf transformace v S, a jich
grupy, vychdzeje od konstrukce pro_]ektxvniho vztahu dvou fad
bodovich pomoci tefen kuZelosetky, jeZ dotykd se jejich os;
stotoznénfm obou os docfleno proj. transformace bodové Fady.

80) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen IIL. pp. 12—17.

81) Lie-Scheffers, Continuierliche Gruppen pp. 115—130.

82) Newson, Continuous groups of projective transformations treated
synthetically, Kansas Univ. Quarterly 4. pp. 71—92, 1895
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Timto ndzornym zpisobem odvozuje vlastnosti proj. transformact
(dva typy), jich specidlni pFipady (transformace inversni, pseudo-
transformace ¢ili degenerované, involutorni, infinitesimdlni) a
grupy; dikaz neexistence grup daldfch neposkytuje obtizi.
V drubém pojedndni®?) o témz pfedmété jest methoda pievahou
analytickd, také viak elementdrni.

Subgrupy obecné proj. grupy g roviny (dvourozmérne
variety S,) uréil a klassifikoval Lie %) timto zpiisobem: Urtuje
nejprve na zdklad® véty, Ze pii infinit. proj. transformaci roviny
musi aspoil jeden bod a incidentni pfimka byti invariantni, roz-
manité typy infinit. transformaci &ili typy jednoparametrovych
proj. grup; voli pro zminéné invar. elementy ‘polohu, kterou se
analyticky vyraz obecné infinit. transformace co nejvice zjedno-
du¥uje, ¢inf potom vSechny moZné hypothesy o hodnoté konstant
ve vyrazu tom a prevadi tyto zvldstni vyrazy proj. transformacemi
na tvar nejjednodudsi, po piipadé je zamitd jako (projektivné)
ekvivalentnf k dfive nalezenym. Potom urtuje na zdkladé pie-
deslych vysledkd v8echny kiivky v rovinég, jeZ pfipoustéji jednu
nebo nékolik infinit. proj. transformaci; nalézd k¥ivky y — a°
a y = e® (s jednou), spec. pfimku (se 6) a (nedegener.) kuzelo-
setku (se 3 nezdvislymi infinit. transformacemi). — Vychodiskem
soustavného stanoveni subgrup v g, &inf nejjednodudsi a nej-
dilezitéj§i infinit. proj. transformaci, totiz infinit. translaci; ke
kazdé infinit. proj. transformaci, jeZz je ekvivalentni inf. trans-
laci, patif uréity ,linienelement®, t.j. bod s incidentni primkouw
a naopak, t&chto infinit. transformaci je tedy oo3. I nalézd, Ze
kazd4 proj. grupa roviny s » (»=5) parametry obsahuje aspoil
jednu inf. transformaci ekvivalentni inf. translaci; miZe jich
tedy takovd grupa obsahovati koneény poéet nebo také co! nebo
o? (oo? inf, translaci obsahuje pouze g,). Bera na tomto zdklads
v uvahu dtvary vytvofené body s incid. piimkami p¥i transfor-.
macich grup g. (» =5) a utvary, jez dle vét difve odvozenych
jsou invariantnf pii niz8ich grupdch, dochdzi k vysledku, Ze

88) Newson, Projective transformations in one dimension and their
continuous ‘groups Kansas Univ. Bulletin 1. (1902) pp. 115—129. Italsky
pieklad od C. Alasie, Giornale di matem. 43. 1905.

84) Lie-Engel, Th. der Transformationsgruppen IIL. pp. 78—-109
v podstaté uz v Norw, Archiv for Math. 10. (1884).



538

kazdd subgrupa mé invar. bud bod nebo pfimku (nehledé k t¥i-
param. grupé nedegener. kuzelosetky) ; subgrupa o 7 parametrech
neexistuje. Rozvrh dalifho postupu je tim ddn. Uréuji se nejprve
proj. grupy, pfi nichZ je invar. ptimka, ale uikoli incid. bod,
odtud plynou dudlni grupy s invar. bodem bez incid. p¥imky;
- potom grupy 8 invariantni pfimkou a incidentnim bodem. Sub-
grupy grupy g;, pii niz je invar. bod s incid. pfimkou, trans-
formuji svazek piimek s bodem tim jako stiedem bud tak, Ze
viechny paprsky jsou jednotlivé invariantni nebo existuje ve
svazku tom jednoparam. nebo dvouparam. grupa jednorozmérnych
transformacf. Pottdfskd praxe je tdz, jak uvedeno p¥i stanoveni
jednoparametrovych subgrup. Mezi nalezenymi grupami zbyvi
vySetiiti ty, jeZ jsou v g, spolu ekvivalentni, z takovych zvoliti
pouze jednu grupu a ostatni vymytiti, potom vyhledati grupy
sob&dudlni nebo spojiti dudlni v dvojice. V tabulce uvddi pak
Lie jako vytdZek rozboru 26 typi grup v S, (vedle toho 9
duélnich).

Lie uzil je§t® jiné methody ®®) k stanoveni typé proj. grup
roviny. Pouzivd totiz tabulky vSech kone¢nych kontinuitnich grup
bodovych transformaci v roviné, diffve nalezené; proj. grupy
Jjsou ty z nich, pii kterych je invariantni obytejnd differencidlni
rovnice 2. ¥ddu y“ = 0. Hledd tedy mezi kontin. grupami bo-
dovych transformaci ony, pfikterych je invar. aspoil jedna oby¢.
diff. rovnice 2. f4du, uréuje pak v8echny pii takové grupé invar.
diff. rovnice 2. ¥4du a pro kazdou z nich stanovi bodovou trans- -
formaci roviny, kterd ji prevddi v y* = 0. I pfechdzi témito
transformacemi bodovymi ona grupa v proj. grupy; vyjdou tak
vSechny typy proj. grup v S,.

Typy subgrup ,obecné proj. grupy“ g, v roving stanoveny
Liem také pti elementdrnim vykladu nékterych jeho theorif3®);
- urovéni grup s invariantni pfimkou zaloZeno zde na tabulce
(dtfve nalezené) subgrup ,homogenni linedrni grupy“ dvou pro-
ménnych. Pfipojeny na zdkladé tohoto rozboru k typim prve

86) Kratce ji vyklddd v Th. d. Transformationsgruppen IIL. p. 80—81.
Ustanovil touto methodou typy vice nez dvoupar. grup v Norw. Archiv 10.
(1884). ‘

36) Lie-Scheffers, Cont. Gruppen pp. 261—291.
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uvedenym 4 nové (a 2 dudlnf), jeZ tfebas plynou z onéch speci-
alisaci konstant, vykazujf jinou typickou povahu. Celkem obsahuje
tato Lieova tabulka 30 typt projektivnich grup (a 11 dudlnich) v S,.

V Lieové seznamu typi projektivnich grup v S, jest kazdd
grupa charakterisovdna symboly infinitesimdlnich transformaci,
jez ji vytvoruji. Konetné vzorce transformaéni pro tyto typy
uvetejnil F. Meyer37); integroval“, jak uv4di, infinit. trans-
formace Lieovy z Cdsti piimo, z &dsti geometrickymi uvahami.
Vzorce ty maji jisty kanonicky tvar v tom smyslu, Ze invar.
piimka poloZena do nekonena a pod. Jednotlivé grupy charak-
terisuje v druhé tabulce geometricky utvary pti nich invariant-
nimi, po pfipadé je§té podtem parametri, uvddéje mimo to, kde
potieba, subgrupu; koneéné ptipojeny charakteristické diff. rov-
nice, invariantni vyhradné p#i jednotlivych typech proj. grup.

Newson 38) odvodil kontinuitni grupy kollineaci v roviné
podle péti typl kollineaci téch. Nejprve vySetiuje transformace
perspektivni a elace; o nich pojednal podrobn& také A. Emch 3%),
Grupy kollineaci typu 1. rozdéluje Newson ve tii tiidy: grupy
1. tiidy sestrojuje z dvouparametrovych grup invariantniho troj-
thelnika, grupy tiidy druhé charakterisovdny jsou konstantou »
(ve vztahu mezi parametry kollineace I, = %3), grupy 3. tiidy
skladaji se z grup o 1 parametru, p¥i nichZz jest invariantni
kuzelosetka. Prvni dvé t¥{dy rozliSuje také u grup kollineaci
typu 2. Konetn& nalézd tii grupy kollineaci 8. typu. V dalsim
ptipojuje symbolické vzorce, uddvajici strukturu nalezenych grup,
totiz jakost i polet subgrup obsaZenych v jednotlivych grupdch.
Zajimavé jsou 1uvahy o transformacich singuldrnich; tak totiz
nazyvd Newson diskretni systémy kollineaci obsaZené v grupéch
kollineaci jiného typu; transformacemi takovymi zabyvalo se
nékolik mathematikd americkych. Mimo rémec hlavnich dvah

37) F. Meyer, Tabellen von endlichen continuirlichen Transformations-
gruppen, Mathematical Papers read at the international math. congress
Chicago 1893, New. York 1896, pp. 187—194.

38) H. B. Newson, A new theory of collineations and their Lie groups
American Journal of math. 24., 1902, pp. 109—172.

89) A."Emch, Projective groups of perspeciive collineations in the
plane, treated synthetically. Kansas Univ, Quarterly 5. 1896 pp. 1—35. Emch
zabyvd se i metrickymi specialisacemi uv. grup; ¢ldnek neni bez omyli.
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ptipadd dodatek o nékterjch grupdch nekontinuitnich. Na konec
pfipojena tabulka odvozenych kont. grup kollineaci s odkazy na
tabulku Lieovu a Meyerovu; Newson obdrZel o 2 grupy (a 2
dudlnf) vice nez piredesli.

Methoda Newsonova md dv& hlavni pfednosti, ndzornost
" a jednoduchost. Jidrem methody je roztifdéni grup do skupin
dle typl a konstrukce grup viceparametrovych (které miiZzeme
oznaliti jako &ir¥f) z grup (,zékladnich“), jez piisludeji invari-
antnim dtvarim jednotlivich typd kollinealnich; s druhé strany
rozklad téchto (pokud maji vice nez 1 parametr) v grupy
charakterisované konstantou (nazveme je uZiimi) a cbdobné se-
strojeni zase grup SirSich, které jsou zdroven uz¥imi ke grupdm
dfive konstruovanym. Tim ov8em, Ze proti poltdfské methodé
Lieové opusténa transformace infinitesimdlni jako prvek grup
transformaénich, nevystupuje tou mérou do popiedi kontinuita
grup; zdvaznéjsi jest, Ze otdzka tplnosti soustavy nalezenych
-grup nefefena dosud uspokojivé. V provedeni ptipousti Newso-
novo urleni grup v S, vhodné&j§i Gpravu; piedné lze analytické
pomticky ve shodé s povahou piedmétu téméf vylouliti, celou
uvahu pak utiniti soustavnéjsf a tim kratdf (soustavnost zarudi,
Ze nebyla vynechdna Z4dnd supposice, dudlni grupy netfeba
zv1a&t odvozovati, stdle se opakujici zévéry stali jednou diklad-
néji podati a pod.). - .

Newsonova -klassifikace kont. grup kollineaénich v roving
utinéna (ve tvaru co nejstru¢néjsim) vychodiskem pro piitomné
stanoveni grup v S;..

37. Jako podet typit kollineaci v prostoru trojrozmérném
je znatn® vetsi nez v S,, tak vzristd i potet a rozmanitost
kont. grup kollineatnich.

Z projektivnich grup v S; urtuje Lie*') nejprve primi-
tivnf. Uzivaje zde diive nalezené tabulky vSech primitivnich
grup (bodovych transformaef) v S, hleds, které z osmi grup
tam uvedenych jsou podobné grupé projektivnich transformaci.
PonévadZ projektivnf grupa jest tim charakterisovdna, Ze jest
pfi nf invariantnfm systém oo? pifmek v S, &ili soustava dvou

40) Lie-Engel, Transformationsgruppen III. pp. 224—258. Nékteré
jednotlivosti uvefejnil Lie uz 1884 v .Norw. Archiv for Math. 10.
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obyt. diff. roveic 2. Fidu y“* =0, 2 =0, musi pi kazdé
grupé ji podobné byti ptedné invariantni aspoii jeden systém
diff. rovnic 2. ¥adu y“" = e« (z, y, 2, ¥, 29, 2" =F (z, ¥, 2,
¥, 2') a musi za druhé mezi takovymi systémy byti aspoii
jeden, ktery lze zavedenim novych proménnych x, y, z uvésti
na tvar y“ =0, 2 =0. P grupé, o niZ takto se zjistf, ze
jest projektivni grup& podobné, nutno pak jesté vySetfiti, neni-li
podobnd né&kolika proj. grupdm, jez spolu uvnitf obecné proj.
grupy nejsou ekvivalentni. Pfichdzi naznalenym postupem, opi-
raje se o pfedchozi urteni viech k¥ivek a ploch, pfipoustg&jicich
¢o nejvice nezdvislych infinit. proj. transformaci, k vysledku, Ze
v S, existuje 7 rdznych typd primitivnich projektivnich grup,
jichz representanty jsou: 1bparametrovd obecnd proj. grupa
sama, 12parametrové obecnd linedrni grupa, 1lparam. spec. lin.
grupa, Tparam. grupa Euklidovskych pohyhi a podobnostnich
transformaci. 6param. grupa pohybl Euklidovskych, 6Gparam.
proj. grupa nedegenerované plochy 2. stupné, 10param. proj.
grupa nedegenerovaného linedrniho komplexu. Tyto grupy uréuje
potom jeSté jinou methodou, vychdzeje od nejvétiich subgrup,
pii nichZ jest invariantni obecné poloZeny bod.

KdeZto z primitivnich grup pii obecné projektivni grupé
a 10param. proj. grupé linedrnfho komplexu neni Zidny bodovy
utvar invariantni, jest p¥i kaZdé imprimitivni grupé invariantnim
aspoil jeden bodovy tutvar bud plocha nebo kfivka nebo bod.
I déli Lie imprimitivni grupy ve dvé t¥idy: v ty, pfi nichz je
invariantni aspoii jeden bod nebo pfimka nebo rovina, a v grupy
s invar. plochou nebo kfivkou. K druhé t¥idé nepatii Zz4dn4
grupa s 1 nebo 2 parametry (pfi t&ch je totiZz invariantni vzdy
aspoii jeden bod, incidentni pfimka a incidentni rovina), z vys-
$ich nalézd pouze 3parametrovou grupu prostorové kiivky ku-
bické. Zbyvaji imprimitivni grupy prvni tiidy; jest jich hodng
mnoho a k stanoveni jich uddva Lie dvé cesty, bud urtiti nej-
prve grupy s invariantni rovinou (dudlni maji invar. bod) a
potom grupy, pii nichZ je invaridntni pfimka, ale Z&dnd rovina
a z4dny bod, nebo hledati napfed grupy s invar. ptimkou (jsou
bud sob&dudlni nebo uz po dvou dudlni) a potom grupy s invar.
rovinou nebo bodem, pfi nichZ neni invar. Z4dnd pfimka. Obg
methody vyklddd dost obSirné, ale piece jen potud, co stalf
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k jich pochopeni, neprovidsje rozsdhlych rozbord a podtd do
konce. Pfi prvni methodé jest tedy napfed ustanoviti grupy
8 invar. rovinou; poloZime-li tuto do nekone¢na, jest uréiti
vlastné subgrupy obecné linedrni grupy. Zdkladem toho &ini Lie
tabulku subgrup obecné homogenni lin. grupy tif proménnych;
" symboly infinitesimédlnich transformaci téchto grup roziifuje
o symbol infinit. translace a potet roziifenych infinit. transfor-
maci v kazdé grupé& dopliuje pfipustnymi ,volnymi“ transla-
cemi. Poéet takto naznateny provddi jenom ve dvou pfipadech:
nalézd grupy. pfi nichZ je invar. rovina, ale Z&dn& piimka
(14 typd, bez primitivnich jen 10 typi), potom grupy s invar.
rovinou ale Zddnym invar. bodem (13, resp. 9 typt). Dualistickou
transformaci nalézd grupy s invariantnim bodem a Z&dnou invar.
rovinou (13 typi). Zbyvalo by vySetfiti, zda nékteré z nale-
zenych grup nejsou spolu ekvivalentni uvnitt obecné projektivni
grupy a podrzeti z takovych jen jeden typus (postupem uve-
denym nalezeny totiz pouze grupy ridzné mezi sebou uvniti
~obecné lin. grupy). Podobny je postup Liedv pii druhé methodé ;
invariantni pfimku ¢ini osou svazku rovin z = 0, misto 11-para-
metrové grupy s invar. pfimkou voli grupu stejné struktury
v S,, totiz- grupu Euklidovskych pohybi a podobnostnich trans-
formacf v S; (grupu, p¥i niz je invar. linedrni S, v nekonetnu
a v ném nedegenerovand plocha 2. stupné). Jako prve subgrupy
lin. hom. grupy &inf ted zékladem (diive nalezené) subgrupy
jisté homogenni 7param. grupy, piislu§né ke grupé plochy
2. st., jejichz symboly roziifuje a dopliiuje volnymi translacemi.
Naznativ takto cely postup, urtuje potom fakticky pouze grupy
8 invar. pfimkou a Zddnym invar. bodem a Zddnou rovinou.

Ve ttech' kratkych cldncich publikoval Newson*') potitek
theorie grup prostorovych; vySetfuje tam u péti prvnich typd
grupy, které jsme nazvali zdkladnimi, jakoZ i jejich grupy uzsi;
0 method$ plati, co uvedeno pti S,, zjednoduseni a homogeni-
sace je zde tim vice Zddouc.

41) Newson, On the groups and subgroups of real collineations leaving
a telrahedron invariant. A new theory of collineations in space. Kansas
Univ. Quarterly 10. 1901. pp. 33—47, 87—106.
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Geometrickymi ivahami ustanovil Enriques**®) dvoupara-
metrové grupy obecnych typi kollineaci v S;, i nalezl 5 grup
typu [0000], 5 typu [100], 2 typu [11] a 1 typu [20].

38. Jest otdzkou o sob& dilezitou, které kfivky, plochy a
piimkové ttvary jsou invariantni pii kont. grupdch kollineaci
v 8;. VySettovani toho drubhu podali hlavné Lie, Enriques,
Pittarelli, Fano, Amaldi.

Ze Reyeiiv komplex jest v celku invariantnf pii grupé oo®
zdménnych kollineaci s inv. ttyrsténem, utinil Lie vychodiskem
svého vyletfovdni*®) komplexu toho*!) a kiivek i ploch jemu
piislusnych. O zvldstnich kiivkdch a plochdch tam piehlédnutych,
jez jsou invariantni p¥i grupé oo!, resp. o* kollineaci v pro-
storu, jakoz i o kfivkdch rovionych toho drubhu (o t. zv.
W-kiivkdch a W-plochdch) pojednal krdtce na to spoletné s F.
Kleinem #*); o rovinnych kiivkich W ndsledovaly podrobngjsi
tivahy ¢), obdobné pojedndni o utvarech prostorovych zistalo
nedokonteno 47). .

Krivky a plochy invariantni pii vice neZ wo® transformacich
urtuje Lie ve stéZejnim svém spise*%). Z kiivek probird nej-
prve piimku. potom kiivky rovinné, kone¢n& kiivky prostorové.
Grupa, pii nfZ jest invariantni rovinnd kfivka, musi byti patrné
subgrupou 12param. grupy s invar. rovinou; s druhé strany
zase jeji subgrupou musi byti 4param. grupa, pii jejiz trans-
formacich jsou vSechny body kiivky (a tedy vSechny body jeji

42) F. Enriques, Le superficie con infinite trasformazioni proiettive
in sé stesse. Atti Ist. Veneto (7) 4. 1892—3, pp. 1590—1635.

48) Lie, Uber die Reciprocitatsverhaltnisse des Reyeschen Complexes,
Gott. Nachrichten 1870, pp. 53—G66.

44) Viz také Lie-Scheffers, Geometrie der Berihrungstransformationen;
R. Sturm, Liniengeometrie I. pp. 333—382, zvl. p. 378 a n,

45) Klein-Lie, Sur une certaine famille de courbes et de surfaces,
Comptes rendus Acad. Paris 1870. pp. 1222—1226, 1275—1279.

46) Klein-Lie, Uber diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein
geschlossenes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen
Transformationen in sich tbergehen, Math. Annalen 4. 1871. pp. 50—84.

' 47) M. Noether, Sophus Lie, Math. Ann. 53. 19C0. p. 7.

48) Lije-Engel, Transformationsgruppen IIf. pp. 180—198, Pivodné
v Archiv for math, 7. (1882), kde pfehlédnuta Cayleyova plocha pfimkovd
s grupou 3parametrovou (doplnéna v Christiania Forhandl. 1884).
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roviny) invar. Naléz4, Ze automorfni grupa kfivky rovinné md
bud 5 nebo 7 parametri; v prvnim pifpadé existuji dva typy
kiivek a grup (ob& grupy maji viak celou soustavu oo! kiivek
invar,), v druhém jest to nejiirsi automorfni grupa kuzelosetky.
Kde#to rovinni kfivka s body jednotlivé invariantnimi dovo-
luje 4param. zmingnou grupu, nemiize prostorovd kiivka byti
pii kollineaci neidentické invariantni ve viech svych bodech;
jeji nejsirdf grupa miZe byti pouze 3parametrovd, transfor-
mujici jeji body jako body variety jednorozmérné. Nalézd nej-
prve, Ze existuje-li prostorovd kiivka ptipoustsjicf 2 infinit.
proj. transformace, jest to nutné raciondlni kf¥ivka 3. stupné;
ta viak, jak se dal§im rozborem ukazuje, dovoluje pravé 3 infinit.
proj. transformace. Isolované kiivky invariantni p¥i proj. grupdch
a tim je definujfici jsou tedy pouze piimka, nedegenerovand kuZelo-
setka a prostorovd kubika (grupy s 11, 7, 3 parametry). K¥ivky
prostorové s jedinou infinitesimalni proj. transformaci nevyse-
tfuje; bylo by potiebi uvésti infinit. proj. transformace v S, na
rizné typy.

Dle podobného rozvrhu hledd potom plochy p¥ipoustéjici
aspoii 3 infinit. proj. transformace a grupy jimi definované. Jest
to predeviim rovina s 12param., grupou; dvahu o grupdch
_ 8 invar. plochou rozvinutelnou prevadi dualistickou transformaci
na fefenou uZ otdzku grup s invar. kiivkou, jsou tu 2 typy
bparam. grup s invar. kuZelem (pfi téch je invar. cely svazek °
! kuZeld), Tparam. grupa s invariantnim nedegenerovanym
kuZelem 2. stupn® a 3param. grupa s rozvinutelnou plochou
prostorové kiivky kubické. Plochy nerozvinutelné, invariantni
pii » = 3 infinit. proj. transformacich hledd potom tim zpi-
sobem, Ze vySetiuje jejich systémy asymptotickych kiivek, i na-
1éz4 pouze dvé plochy: nedegenerovanou plochu 2. stupné
8 Oparam. grupou a Cayleyovu pfimkovou plochu 3. stupné
8 3param. grupou. Pro stanoveni plochy ptipoustéjici 2 infinit.
proj. transformace uddvé struné methodu, pfipominaje vyslovné
pouze plochy. p¥slu¥né k invariantnimu &tyrsténu.

‘ Jednu mezeru v uvedeném prévé vySetfovani Lieo{ré, totiz
o kiivkdich s jednoparametrovou grupou kollineacf, vyplnil Pit-
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tarells*?), Vychdzi od Segreovy a Predellovy klassifikace kol-
lineaci v 83, pise ke kanonickym transformaénim rovnicim jed-
notlivych typli kanonické systémy differencidlnich rovnic, defi-
nujicich infinitesimdlni proj. transformaci, platné pro soufadnice
bodu a podobné pro souf. roviny (a pfimky), integruje je a
naléz4 takto kiivky a rozvinutelné plochy, invariantnf pii jedno-
parametrovych grupdch kollineaci kazdého typu. VySetfuje potom
polohu téchto kiivek k invariantnim prvkim kollineace; inva-
riantnf kfivky jsou u typd 1.—5. prostorové, u 6 —9. jsou to
kiivky rovinné, u typd 10.—13. pak pfimky. Vedle toho odvo-
zuje rovnici invariantnitho Reyeova komplexu u jednotlivych
typd, hledd ddle rovnice invariantnich ploch 2. stupné a linedr-
nich komplexi. ['Ivaby Pittarelliho jsou ryze analytické.

K stanoveni kfivek a ploch invariantnich pii grupdch
kollineaci vrdtil se Lie r. 18955%; doplnil uvedené své vy-
sledky difvéjsi urlenim utvari bodovych, jeZ jsou invariantni
pii grupdch o? a oo! kollineacf. Nalezl 7 typit ploch s grupou
»? kollineaci, jeZ nejsou vesmés po dvou zdménné, 4 typy
ploch s grupou o? po dvou zdménnych kollineacf. Plochy a
kiivky invar. pfi oo! kollineacich probird dle typd.

Geometricky vySetfoval Enriques*?) plochy, spec. alge-
graické, invariantni pii grupé oo!, ®? a " (# > 2) kollineacf
obecnych typi. Pii grupé oo! kollineaci takovych jsou invar.
kiivky, obecn& transcendentni, tvoiici raciondlni kongruenci
1. stupné (Klein-Lieovy). Aby pfi kollineacich jednoparametrové
grupy kollineaci, definované systémem rovnic transformat¢nich

Y1: Y2 Ys :.?/4 =%, 1 0%, L OFT3 QYT
s parametrem o byla invar. algebraickd plocha n. stupng
f=Zama ztahal, (kde ¢ + %k 4+ h 4 1 == n),
musi existovati vztahy

bt =F+hutlv @+ K+ =n)

49) G. Pittarelli, I gruppi continui proiettivi semplicemente infiniti
nello' spazio ordinario. Annali di matem. (2) 22. 1894 pp. 261—312.

50) Lie, Bestimmung aller Flichen, die eine continuirliche Schaar
von projectiven Transformationen gestatten, Leipz. Berichte 47. 1895.
Pp. 209—260. — Prostorové kfivky W vysettuje téZ W. de Tannenberg, Sur les
€quations aux dérivées partielles etc.,, Ann.de Toulouse 5. 1891. pp. 127—-137. -

35
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Enriques rozliSuje zde tii piipady: 1. Absol. invarianty u, v
jsou oba irraciondlni; plati-li uvedend relace s racion. koefi-
cienty mezi ¢ a v, existuje svazek invariantnich ploch; tyto
plochy, obsahujice transcendentni kfivky, invariantni pii oo?
kollineacich (grupy ,transcendentni®), pfipoust&ji oo? zdménnych
kollineacf. 2. Jeden (pouze) z invarianti p, » je raciondlni;
existuje jen svazek invariantnich kuZeld, jeZ dovoluji grupu
aspoii oo® kollineacf. 3. Oba invarianty jsou raciondlni (grupu
nazyvd zde algebraickou); existuje neomezené mnozstvi alg.
ploch invariantnich. Invariantni plochy algebraické jsou ra-
ciondlni nebo p¥imkové (lze je transformovati v piimkové). —
Ustanoviv 13 moZnjch typd grup s oo? kollineacemi obecnych
typd, hledd analyticky, jindy syntheticky plochy pfi jednotlivych
z téchto grup invariantni; dochdzi k vysledku, e oo? (ne vice)
kollineaci pfipoustdji jemom tyto plochy, tvofici vizdy svazek:
1. plochy Klein-Lieovy
yiyys =k .yt

2. zvldstni plochy piimkové s dvéma ¥dicimi nekon. blizkymi,
3. zvldstni plochy se svazkem kuZelosetek, 4. plochy algebra-
ické 6. stupné, invariantni pii kollineacich, pii nichz je invar.
kub. kiivka prostorovd a bod na nf. Plochy 1.—3. jsou obecné
transcendentni, ale je mezi nimi také nekon. mnoho algebraickych.
— Vice nez oo? kollineac dovolujf, jak naléz4 dvahami o ¢a-
rdch asymptotickych, pouze rovina, plocha 2. st., kuZely (spec.
kvadraticky) a rozvinutelnd plocha kub. kfivky. K nim ptipojil
pozd&ji®') kubickou plochu Cayleyovu (s o2 kolhn ), byv na
jeijt opomenuti upozornén rozborem Lieovym.

Uvahy a vysledky Enriquesovy doplnil Fano ®%), roziifiv je
na kollineace partikuldrni.

Kdezto dfive zndmy byly portiznu né&které komplexy, in-
variantni p¥i grupdch proj. transformaci, totiz komplexy linedrni,
komplex tetraedrdlni, specidlni komplexy tefen u ploch inva-
riantnich a piimek protinajicich invar. kfivky, uréil soustavné

51) Atti Ist, Veneto (7) 5. 1893—4. pp. 638—642.
52) G. Fano, Sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni
proiettive in s¢ stesse. Atli Acc. Lincei Rend. (5) 4.,. 1895 pp. 149—156.
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rozmanité typy komplexd invariantnich Amaldi®®). Ponévadz
komplexy pFipoustsjici grupu o 1 a 2 parametrech zahrnuty
implicitné ve vySetfovdnich Lieovych (z r. 1895), vychdzi Amaldi
od grup 3parametrovych. V&eobecné oviem md 3param. grupa
invariantni komplex, jejz vytvofuje svymi transformacemi z libo-
volné pifmky. BéZ{ o to ustanoviti rizné typy téchto komplexi
a vySetfiti, které nejSir§i grupy pfipoustéjf. Klassifikace grup
3parametrovych, jez tu je zdkladem, byla v podstatd zndm4;
neintegrovatelné grupy 3param. (4 typy) vedou k 8 typim
invariantnich komplexd, vesmés sob&dudlnich. Mezi nimi zaji-
mavé jsou kubické komplexy piimek, jeZ protinaji rozvin. plochu
prost. kiivky 3. st. v bodech konstantniho dvojpoméru, a kom-
plexy pfidruZzené k p¥imkové ploSe kvadratické; jestlize vytvor.
piimky jedné soustavy jeji jsou pevné, jest p¥i 3param. grupd
piisluiné invariantnich co® kongruenci linedrnich, jichz ¥idicimi
pifmkami jsou vidy dvé ze zminénych pfimek, oo! téchto kon-
gruenci tvoif inv. komplex ; jestlize viak dotéend soustava vytvor.
pifmek se transformuje jednoparametrovou grupou, jest pi-
slusny komplex invar. kvadraticky (2 typy) a grupa jeho 4pa-
rametrovd. — Integrovatelné grupy 3param. nehomogenni
konstruuje Amaldi z homogennich linedrnich grup, udanych
Liem; stati ptipojiti k nim po piipad§ translace. Grupa obsa-
hujici vyhradné translace vede ke 3 typim komplext (speci-
dlnfm); grupa obsahujici dvé infinitesimdlni translace nevede
k novym typim. Nejvétsi Zeii poskytuji grupy 3param., které
dostdvdme z Lieovych linedrnich grup s 2 parametry pfipo-
* jenim jedné infinit. trapslace, a grupy 3param. bez infinit.
translaci. Vyloutiv pfedem mnohé grupy nalézd Amaldi vySe-
ttenfm zbyvajicich fadu (23) komplexd, z nichZz vétSina pfi-
pousti pouze 3parametrovou grupu. Celkem vSech typii invar.
komplext, jeZz naléz4 svim rozborem Amaldi, jest 34. VySetfo-
vini Amaldiho vedeno analytickou methodou Lieovou; pfevidi
kazdou grupu 3param., danou pfirozend v souf. bodovych, na
isomorfni grupu, kterou ona indukuje na kvadratické 4rozmérné
varietd pfimek v prostoru. Z téchto vyrazé pro infinit. trans-

68) U. Amaldi, Sui complessi di rette, che ammettono un gruppo
continuo proiettivo. Rend. Palermo 23. 1907. pp. 227—250.
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formace pifmek urtuje pak obvyklou cestou invar. komplexy,
resp. soustavy oo? invar. kongruencf, z nichz (vidy po oo!) se
skldd4d nekonetné mmozstvi invariantnich komplexd, zdvislé na
libovolné funkei dvou argumenti.

. 39. Z ttvard invariantnich pfi kollineanich grupdch nej-
dilezitéjsi jsou kuzelosetka, prost. kiivka 3. stupn®, obecn4
plocha 2. stupné a linedrni komplex.

Automorfnimi kollineacemi poslednich tif atvari zabyval se
hlavné R. Sturm, a to v souhlase se vSemi svymi pracemi ryze
syntheticky **). Kollineaci, pfi niZ je prostorovd kubika inva-
riantn{ ®%), lze definovati, pfifadime-li sob& pét dvojic bo-
dovych takto zvolenych: A4,, 4, budteZ body na kfivce, tetna
kfivky v bodé A, protind oskulatni rovinu «, (v 4,) v bodé
A;, obdobné tetna v A, protind oskul. rovinu e, bodu 4,
v bodé 4,, konetn& A, je libovolny bod kfivky; obdobné zvo-
lime body korrespondujici A4, A4,, 45, A4,, A,. Jeito z bodi
A, A,, A lze voliti kazdy na oo! zplisobd, existuje o3 kol-
lineaci, p¥i nichZ je kubika invariantni. Na kubické kfivce in-
variantni p#i kollineaci vznikd touto kollineaci proj. transfor-
mace jeji fady bodové. Invariantni &tyrstén kollineace v S, je
oskula¢nim &tyrsténem- kiivky kubické, pii oné kollineaci inva-
riantni. Libovoln4 kollineace v S, netransformuje Zddnou obecnou .
prost. kiivku 3. st. v ni samu; je-li v8ak pii nékteré kollineaci -
kfivka takovéd invariantni, existuje cely systém oo? kfivek kub.,
pii kollineaci té invariantnich ; kiivky tohoto systému maji v8echny .
invar. Ctyrstén kollineace stejné za oskulaénf ¢tyrstén. Jsou dvé
podminky, ‘aby pii kollineaci byla kubika invariantni; musi
totiz o bodech X, X', v kollineaci sob& odpovidajicich na pf.
platiti (XX'AB) = (XX'D(C) = (XX‘BD), kde 4, B, C, D

‘ 54) Algebraickymi pomiickami vysetfoviny automorfni lin. transfor-
mace plochy 2. st., kuZelosetky a lin, komplexu v Clebsch-Lindemann, Vor-
fesungen aber Geometrie, 2. svazku 1. dil (1891) pp. 356—401. -

55) R, Sturm, Uber Collineationen und Correlationen, welche Flichen 2.
"Grades oder cubische Raumcurven in sich selbst transformiren, Math.
Ann. 26. 1886 pp. 465—508. - '
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jsou prisetiky spojnice XX’ se stdnami ttyrsténu, leZicimi proti
vrcholim A4,, 4,, 4,, 4,°°).

Algebraickjm ekvivalentem automorfnf kollineace plochy
2. st. je automorfni linedrni transformace kvadratické formy ;
vedlo by vsak daleko zabyvati se Cetnymi ryze algebraickymi
uvahami o takovych transformacich forem kvadratickych, jez
podali Hermite, Cayley, Frobenius, Voss a j. Syntheticky vyge-
ttoval, jak uvedeno, automorfnf kollineace plochy 2. st. R. Sturm >%).:
Definuje kollineaci v S;, p¥i niZ jest plocha P invar.,, dvéma
zplisoby. Kollineace takova je totiz stanovena, pfifadime-li sob&
pét dvojic bodovych (44, (BBY), (CC", (DD'), (EE’), takto
zvolenych: bod A kdekoli v prostoru, tim spolu urtena poldrni
rovina jeho » vzhledem k P, jeZ protind P v kuZzeloseice K,
B kdekoli na ploSe P, spojnice AB protne = v bodé, jehoz
poléra vzhledem ku K mé na kuZeloseéce té body C, D, bod E
konetné kdekoli na K; stejné body, jez témto maji korrespon-
dovati. Protoze A’ 1ze zvoliti na oo® zpiisobl, B‘ oo? zpisoby,
E’ o' zplsoby, existuje oo® kollineaci uvazovanych. Nebo dejme
tomu, Ze a,a,a, a‘;a‘ya’; jsou paprsky jednoho systému vytvo-
fujicich piimek na plofe, b,b,b, b‘,b%,b‘, pfimky druhé fady;
pak je kollineace urlena. piifadime-li péti bodim a,d,, a,d,,
ayby, agby, ab, resp. body a’,b"y, a' by, a’yb’;, a'b’y, a',b’,.
Kollineaci takto definovanou piechdzeji vytvoi. pfimky kaZdého
systému v piimky téhoZ systému (kollineace 1. zplisobu); také
zde vyplyvd oo® kollineaci. PonévadZ vSak lze paprskim jedné
soustavy ptifaditi také paprsky v druhé, je patrno, Ze existuji
jesté kollineace (2. zpfisobu), p¥i nichZ systém jeden prechizi
v druhy. Pro kontinuitni soustavy kollineaci pfichdzeji v ivahu
oviem jen transformace 1. zpisobu. Jadrem tivah Sturmovych
je pak vySetfiti, zdali a jakd existuje podminka, aby p¥i obecné
kollineaci byla plocha 2. st. invariantni. Naléz4, Ze pfi libovolné
kollineaci v S, neni z4dnd plocha 2. st. invariantni, je-li viak

56) Soustavou o2 kfivek kubickych téhoZ oskulaéniho &tyrsténu za-
byvé se (dodatkem k cit. pojedndni M. A. 26) Sturm, Zur Theorie der
Collineation und Correlation, Math, Ann. 28. 1887 pp. 271—2; viz téZ jeho
Liniengeometrie I. pp. 360—2. Podrobné E. Heinrichs, Uber den Biindel der~
jenigen kubischen Raumcurven, welche ein gegebenes Tetraeder in der-
selben Art zum gemeinsamen Schmiegungstetraeder haben. Diss. Munster 1887,
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pfi nékteré kollineaci 1. zptisobu jedna plocha invar., jest invar.
spolu svazek oo! ploch 2. st. se spoleénym prostorovym &tyr-
tihelnikem. Podminkou toho, aby plochy s ttyrihelnikem 4, 4,4,4,
byly invariantnf, jest, by (XX‘AB)= (XX'DC), kde zase X
a X’ jsou body korrespondujici, 4, B, C, D pak prisetiky jich
_ spojnice se sténami invar. Ctyrsténu kollineace. Podobny jest
vysledek tivah o kollineacich 2. zpiisobu: splnény-li podminky
(XX'BD) = — 1, (ABCD) == — 1, (nebo analogické), existuje
systém oo? invariantnich ploch 2. st Obraci se je§té k typim
dvojosé kollineace a homologie; pti této jsou pouze transformace
2. zplsobu, pii kazdé dvojosé kollineaci jest 1. zplisobem oo?
ploch 2. st. invar, kaZdd dand plocha 2. st. pfipousti oo? ta-
kovych kollineaci; zvldstni vlastnosti md involutorni kollineace
dvojosd. '

O automorfuich linedrnich transformacich linedrniho kom-
plexu podali nékteré synthetické avahy E. Caporali a del Pezzo *?).
Obsirnéji pojednal o transformacich takovych R.Sturm °8). Exi-
stuje oo® automorfnich kollineaci linedrniho komplexu; nebot
kazd4d kollineace, pfi niZz jest lin. komplex invariantni, pfevadi
néktery prostorovy pétitihelnik jeho, jehoZ stranami je urcen,
v jiny, jsouc stanovena péti dvojicemi vrchold téchto pétithel-
nfkéd; ponévadz pak lin. komplex obsahuje oo!® takovych péti-
thelnfkd (prvnf vrchol lze zvoliti oc® zplisoby, pro daldi tii
jest predepsdna rovina, v niz maji leZeti, tedy (%3 voleb,
pro posledni vrchol dvé roviny, rovina 1. a 4., tedy o' voleb),
mdme ' voleb a tolikéz kollineaci. Pfi oo'® kollineacich lin.
komplexu jest také invariantnich oo? kubickych kiivek prosto-
rovych, k nimZ patfi nullovy systém komplexu, tedy kazdd do-
voluje oo® kollineacf. Obecny lin. komplex, invariantni pii kolli-
neaci, prochdz{ jednim ze 3 prost. ¢tyrihelnikdi invariantntho
&tyrsténu kollineace a mé obé zbyvajici hrany jeho za poldry.
Pii libovolné kollineaci neni z4dny obecny lin. komplex inva-
riantni; je-li viak jeden invariantni, jest jich cely svazek inva-

87) E. Caporali e P. del Pezzo, Introduzione alla teoria dello spazio
rigato v Memorie di geometria di E. Caporali, Napoli 1888, pp. 270-312,
zvl. pp. 307—312; nékteré jednotlivosti nejsou spravné.

. 58) R. Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie L
(1892) pp. 307—319.
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riantnich, jez prochdzeji tymZ ¢tyrihelnikem z hran invar. &tyr-
sténu kollineace; pro kollineaci jest jednoduchou podminkou
pozadavek, aby byl pfi nf invar. lin. komplex. Véty tyto jsou
zcela. podobny vétdm o automorfnich kollineacich 1. zpésobu
ploch 2. stupné. Pii kollineaci, kterd neméni co! lin. komplexd,
jest také oo! ploch 2. st. invariantnich 1. zpisobem; mezi
svazkem invar. ploch 2. st. a svazkem invar. lin. komplexi
existuje korrespondence (2, 2). Zkoumd déle kollineaci dvojosou,
osovou a homologii, zdali a jakym zpasobem miZe p#i nich. lin.
komplex byti invariantni. '

40. Kontinuitni grupy automorfnich kollineaci uvazovanych
utvard (vyjimaje lin. komplex) uréil Lie v souvislosti s ostat-
nimi dvahami o proj. grupdch v S;.

Grupa kollineaci, pifi nichZ je invariantni kuZeloselka je
tim ddlezita, Ze v pifpadé, kdy kuzelosetka je imaginfrnim
(t. zv. absolutnim) kruhem na roviné v nekonelnu, jest Tpara-
metrovd grupa ta grupou Euklidovskych pohybi a podobnostnich
transformaci. Grupa tato *®) obsahuje tfi infinit. translace p, ¢
r a Ctyrparam. subgrupu holoedricky isomorfni s homogenni lin.
grupou 2 proménnych. Na tom zaloZeno stanoveni subgrup grupy
s invariantni kuZzelosetkou; jednotlivé subgrupy zminéné hom.
lin. grupy, zndmé z diivéjsiho rozboru, rozsifuji se v symbolech
svych infinit. transformaci o ¢len tvaru «p <+ Bg + yr a dopl-
fuji ,volnymi¢ pifpustnymi translacemi. Takto nalézd Lie ta-
bulku subgrup 7param. grupy s invariantni kuZelosetkou; body
kuZelosetky transformuji se bud tifparam. grupou (Z4dny bod
kuzelosetky invar.) nebo dvoupam. (jeden bod kiivky invar.)
nebo jednoparametrovou (jeden dvojndsobny nebo dva jednoduché
body na kiivce invar.) nebo koneéné jsou v8echny body kuZelo-
setky invariantnf Zbyvd vywjytiti subgrupy ekvivalentni s ostat-
nimi uvnitf obecné proj. grupy.

Pfi vySetfovini automorfnich grup isolovanych kfivek a
ploch stanovil Lie také 4 grupy prost. grupy 3. st.¢).

59) Lie-Engel, Transformationsgruppen III. pp. 210—218.
89) Lie-Engel, Transformationsgruppen III. pp. 187—190.
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Viechny typy subgrup 6parametrové proj. grupy nedegener..
plochy 2. st. nalezl Lie ¢!) na zdkladé vyhodného obratu; misto
6param. grupy, jejiz infinit. transtormace neméni plochu <z —xy
=0 a obsahujf oviem tfi proménné, bere v dvahu holoedricky
isomorfni grupu g: p, zp, 2%, ¢, yg, y*q, jeZ uddvd, kterak
se transformuji body na ploe; 2, y jsou zde soufadnice bodu
plochy, « ="const, y = const jsou rovnice vytvofujicich pfimek
obou fad na plofe. Grupa tato md dvé invariantni subgrupy g,:
P, Zp, Z°p, a 73 q, yq, y%q. Subgrupy v g déli ve dvé skupiny;
k prvnim poéitd ty, jeZ nemaji Zddnou infinit. transformaci
spoletnou s g, ani s 7;, k druhym ony, které maji aspoii jednu
infinit. transformaci z g, nebo y;. I nalézd 6 subgrup prvniho
druhu, potom samozfejmou kombinaci infinit. transformaci z g,
a 7, 13 subgrup, jez obsahuji pouze infinit. transformace z obou
téchto 3param. subgrup, a konetné 3 subgrupy, které majf jednak
infinit. transformace nepatiici ku g, ani y,, jednak transformace
téchto. Korrespondujici subgrupy ptivodni 6param. grupy plynou
potom p¥imo, kdy% nahradime symboly pomocné grupy g infini-
tesimdlnimi transformacemi oné. Klassifikace subgrup plochy 2. st.
vede k vysledku, Ze pifi kazdé subgrup® 6param. proj. grupy
nedegenerované plochy 2. st. jest invariantni vytvofujiei piimka
na plose, vyjimaje jednu 3param. grupu, pfi niZ zase je invar.
bod mimo plochu a jeho poldrnf rovina vzhledem ku plose;
kazdd subgrupa uvaZované grupy je sob&dudlni. Pro specidlni
hodnotu konstanty v symbolech infinit. transformaci subgrup se -
vyskytujicf objevuji se je&té tii nové typy; celkem 25 typit
subgrup 6param. grupy nedegenerované plochy 2. stupné.

Klassifikaci automorfnich kollineaci nedegener. plochy 2. st.
podala methodou Newsonovou H. B. Brewsterovd ®%). VySetfovani
jeji jsou v nejuzsf souvislosti s Newsonovymi, na jehoz dilo
dosud nepublikované se i odkazuje. Ndsleduji Gvahy o vyslednici

61) Lie-Engel, Transformationsgruppen IIL pp. 198--206. Potom
252—254. : .

62) H. B. Brewster, Collineations of space which leave invariant
a quadric surface, Kansas Univ. Bulletin 1. pp. 281—303. O kollineacich,
pFi pichZ je invar. nedegener. plocha 2. st., pojednala také R. G. Woodovs,
Collineations of space which transform a non-degenerate quadric surface into
itself, Annals of math. (2) 2.
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dvou automorfnich kollineaci plochy 2. st. téhoz i riznfch typd,-
o struktufe grup uvedenych, o singuldrnich transformacich a
smiSenych grupdch plochy 2 st. :

Pokud se tyte lin. komplexu, naznagil Lie 63) stru¢né postup,
kterym mozZno jeho methodami ustanoviti vSechny typy subgrup
10param. grupy ttvaru toho. PonévadZ z primitivnich grup proj.
74dn4 nemize byti subgrupou uvazované grupy, jest kazd4 sub-
grupa jeji imprimitivni a proto (dle theorie imprim. proj. grup
v S,) m4 invar. bud prost. kiivku kubickou nebo ptimku nebo
bod s incid. rovinou komplexem jemu piifazenou. Pfimka inva-
riantnf miZe byti mimo komplex nebo néleZeti komplexu; v prvém
pifpadé je nejsirsf grupa piislu¥nd holoedricky isomorfni s 6param.
grupou nedegenerované plochy 2. st., v druhém se 7param. grupou
Euklidovskych pohybidi a podobnostnich transformaci, Subgrupy
téchto ptevedou se na subgrupy grupy lin. komplexu, leda by
nékteré bylo vyloutiti jako ekvivalentni s jinymi uvnité této
§ir8f grupy. Zbyvd vySettiti subgrupy s invar. bodem a incidentni
rovinou, pii nichz neni Zddnd piimka invariantni. Kazdd subgrupa
grupy lin. komplexu je sobédudlni.

Podrobné zabyval se stanovenim subgrup 10param. grupy
lin. komplexu methodami Lieovymi E. P. Knothe%). PouZivé
fakta, Zze grupa ta je isomorfni s 10param. nejvétsi konetnou
nesvodnou grupou dotykovych transformaci roviny a s 10param.
grupou viech konformnich bodovych transformaci prostoru. Poddvé
nejprve klassifikaci subgrup u kazdé z téchto tfi grup, jeZ pak
také podrobné uréuje, provddéje Givahy a pofet vidy u té grupy,
kterd se k tomu jevi nejvyhodnéj§i. Dle Lieovy Kklassifikace
subgrup grupy lin. komplexu vySetfuje nejprve subgrupy, jei
maji invar. (aspoii jeden) bod, potom subgrupy s invar. kfivkou
nebo plochou (bez kiivky), konené subgrupy bez invar. Gtvaru
bodového. Nejdelsi ¢4st tikolu, urlenf totiz subgrup, p¥i nichz
je bod lin. komplexu invariantni, Fe§f k vili kontrole dvéma
methodami (Lieovou a Engelovou). Nalezené grupy charakterisuje

63) Lie-Engel, Transformationsgruppen III. pp. 258 —262.

64) E. P. Knothe, Bestimmung aller Untergruppen der projectiven
Gruppe des linearen Complexes, Diss. Leipzig 1892 (Arkiv for Math.
15. 1892).



564

invariantnimi utvary geometrickymi, po pifpadé jestd differen-
cidlnfmi invarianty, aby vy3etkil, existuji-li mezi subgrapami
témi nékteré ekvivalentni, z nichZ by bylo pouze jednu podrZeti.
Z ktivek mohou byti invariantni pouze p¥fmka a prost. kfivka
kubick4 ; rovinnd kiivka musila by miti invariantni souhrn svych
teten, jenZ viak nemiiZe patfiti komplexu., Neexistuje konetné
%4dnd subgrupa s invariantni kfivou plochou bez invariantnich
kiivek a bodi a z4dnd subgrupa bez invariantniho ttvaru bodového.

V Brné, v listopadu 1908.

O separaci kofenti rovnic algebraickych.
(Poznidmka prvid.)
Napsal K. Petr.

Z véty Descartesovy, Ze rovnice algebraickd
f@) =A@+ Mgt A= &)

o redlnych koefficientech 4;,, 4,, ... 4, mé nejvyse tolik ko-
fenti kladnych, kolik je v Fadé &isel 4,, 4,,... 4, zmén zna-
ménkovych, ndsleduje-jednoduchym zpisobem dalsi véta dilezitd
pro separaci kofend rovnic algebraickych.

Dosadime-li do levé strany rovnice dané

_a+by
T 14y’

dostaneme rovnici
A+9r 7 (THE) =B+ Byt A B0,

jejimZ kofendm kladnym odpovidaji koi'eny rovnice (1) polozené
mezi @ & b a naopak

Uzijeme-li tudiz véty Descartesovy na rovnici (2), mdme
ihned tento ddsledek-pro rovnici (1): Rovnice (1) md nejvyse
tolik kofeni mezi a & b, kolik jest v fads tisel B, B, ... B,
zmén znaménkovych,
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