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N&kolik konstrukci kvadratické nadplochy
CtyFrozmérného prostoru ze 14 bodu.
Jan Srb, Olomouc.

(Doslo dne 25. kvé&tna 1936.)

Kvadratickd nadplocha &tyfrozmérného prostoru je uréena
14 body takovymi, Ze Zidnych 5 neleZi v téZe trojrozmérné nad-
roviné. Abychom dovedli sestrojit fez nadplochy libovolnym
prostorem, stadi, dovedeme-li sestrojit bud druhy pruseéik libo-
volné pfimky, vedené nékterym z danych, s nadplochou, nebo .
sestrojit polérnost, v niZ je hledand nadplocha incidenéni, nebo
sestrojit t¥i pevné fezy v ruznych nadrovinidch. Prvy pripa,d je
zfejmé mozno prevést na piipad tfetf. V druhém piipadé je fez
nadplochy prostorem niZ§im incidendni varieta poldrnosti induko-
vané v tomto prostoru danou poldrnosti. V piipadé tietim jsou
fezy tii kvadratické plochy, lezicif v riznych nadrovinach, protina-
jici se po dvou ve tfech kuZelose¢kéch (jsou-li nadroviny neza,wsle)
nebo protmajim se v jedné kuzeloseéce. Rez libovolnou nadrovinou
je uréen tfemi kuZeloseSkami, le?fcfmi v riznych rovinich,. proti-
najicfmi se bud po dvou ve dvou bodech, nebo protfna;iciml se
ve dvou bodech tak, Ze teény ve spoledném 'bod leif v téze roving.

1. Druby priseéik pifmky p, jdouci jednim z danych bodd A4,
s nadplochou je mozZno sestrojit tak, Ze k libovolnému bodu P
piimky p sestrojime polérnou nadrovinu, ktera protne p v bods. P"..
Pak bod B takovy, Ze (P, P’, A, B) = —1, je hledany prisedik.
Polarnou nadrovinu bodu vzhledem ke kvadratlcke nadplose se-
strojime pomoci véty:

Poldrné nadroviny bodu vzhledem ke véem nadplocham troymocne’
linedrni soustavy kvadratickych nadploch prochdzeji jednim bodem.
_ Budte 17,2 2V,2 2V 4?2, 4V, 2 &tyfi linedrnd nezavislé (t. j. ne-

obsazené v téze linedrni dvojmocné soustavé) kvadratické nad-
plochy &¢tyirozmérného prostoru. Polarné nadroviny -bodu P
vzhledem k témto étyfem nadplochdm jsou pak také linedrné
hezdvislé a protinaji se v bodé Q. ProtoZe polirné nadroviny
. bodu P k nadplochdm V2 a 2V4? procha,ze]i bodem @, prochézi
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jim i base svazku polirnych nadrovin, pFidruZenych bodu P vzhle-
dem ke viem nadplochdm svazku (1V g2, 2V,?), tedy kaZdéd polirni
nadrovina bodu P, pfidruZens libovolné nadplose svazku (1742, 2V ,2).
Polérnd nadrovina bodu P k nadploe 3V,? prochazi bodem @,
pak z téhoZ divodu jako nahofe prochdzi timto bodem poldrna
nadrovina bodu P vzhledem ke kaZdé nadploSe svazku uréeného
nadplochou 3V,2 a libovolnou nadplochou svazku (1Vg3, 2V4?), t. j.
ke ka?dé nadploe dvojmocné linedrnf soustavy (1V,2, 2V,2, 3V,42).
A: stejn&, protoZze polarnd nadrovina bodu P vzhledem k nad-
ploSe 4V,4? prochdz{ bodem @, prochdzi jim i poldrnd nadrovina
vzhledem ke ka7dé nadploSe svazku uréeného 4V,? a libovolnou
nadplochou soustavy (1Vg2, 2V42, 3V,4?%), t. j. vzhledem ke kazdé
nadplofe trojmocné linedrni soustavy (1Vg% 2V ;3 3V,2, 4V,2).

Podle jisté obecné vétyl) tvoii viechny kvadratické nadplochy,
prochazejici 11 pevnymi body &tyitozmérného prostoru, linedrni
trojmocny systém, protoZe tiemi obecnymi body je uréena jedind
nadplocha systému. Rozdélime-li tedy 14 bodu ve &tyfi skupiny
po 11 bodech tak, aby kazdé dvé skupiny obsahovaly alespoii jeden
bod razny, a sestrojime-li body @, . . ., @, ptislusné témuz bodu P
ve &tyfech trojmocnych soustavéch kvadratickych nadploch urée-
nych témito skupinami, bude kaZdé nadrovina, prochazejici body
@y, - . ., @, polidrnou nadrovinou bodu P vzhledem ke kvadratické
nadplofe prochézejicf 14 body. Urduje-li 14 bodu jedinou kvadra-
tickou nadplochu, jsou body @,, . . ., @, nezavislé a uréuji poldrnou
nadrovinu bodu P. Je tedy na&f Glohou proloZit 11 body 4 linedrns
nezavislé kvadratické nadplochy.

V ¢étyfrozmérném prostoru B, bud déano 11 bodu takovych, Ze
zédnych 5 nelez{ v téZe trojrozmérné nadrovingé. Body rozd&lme
libovolné ve dvé skupiny: 4,, 4y, ..., 4;; By, ..., B 7 body
Ay, . .., Ay je uréena normélni kiivka C* &tyfrozmérného prostoru
R,, kterou prochdzi pétimocny linedrn{ systém kvadratickych nad-
ploch.?) Nadplochy tohoto systému, které prochézeji 4 .body
B,, ..., B,, tvoii tedy svazek @, protoze kaida je uréena jedinym
obecnym bodem. Base svazku @ je bikvadratickd plocha V!
prostoru R,, kterou obecnd nadrovina protfnd v bikvadratické
kfivce druhu prvého, t. j. v basi svazku kvadratickych ploch,
v némZ nadrovine protind svazek @. Bikvadratickd kfivka K4,
v niZ Vg* protind nadrovinu Ry uréenou body B, ..., B, je ddna
témito 4 body a 4 daldimi, ve kterych R; protinéd nmormdaln{
kfivku .C4 Tyto prisediky sestrojime jako samodruzné body koli-
neace, ve které protnou R; dva kolinearné trojmocné trsy pfimek,
urdené libovolnymi dvéma, z bodd 4,, .. A.,, na pt. 4,4, jako
mm Duschek, Einfuhrung in die proj. Geometrie mehrdim,
Réume — 1924, str. 180 o : ) '
« i %) Bertini- Duschek str. 328, . -
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vrcholy a .ostatnimi péti A,, ..., A, jako prusedéiky sdruZenych
piimek. Bikvadratickd kiivka, ve které V,* protind obeonou nad-
rovinu, je nynf urfena 4 prisetiky této nadroviny s C* a 4 body,
ve kterych protind K* rovina spoleénd této nadroviné a R,. Nad-
plochu svazku @, prochdzejfci obecnym bodem, uréime bud’ tak,
Ze bodem proloZime t¥i libovolné nadroviny. V kazdé ] je urden fez -
nadplochy bikvadratickou kiivkou ve které protne V;* a danym
bodem. Nebo bodem prolozime jednd nadrovinu a sestrojime kva-
dratickou plochu V,?, uréenou timto bodem a bikvadratickou
kiivkou, ve které nadrovina protne V,%. Rez nadplochy obecnou
nadrovinou je pak uréen kuzelosetkou, ve které nadrovina protne
V,? a &tyfmi nezavislymi body, ve kterych protne normélni kiiv-
ku C4. Podle feéeného provedeme tedy konstrukei takto: Bodem P,
jehoZ polarnou nadrovinu chceme urdit, prolozime dvé rtzné troj-
rozmérné nadroviny 1R, 2R,, nezdvislymi body B,, ..., B, nad-
rovinu R;. Z bodid na p¥. A4,, 4, promitneme 5 bodu A4, ..., 4,
do téchto tii nadrovin. Tim ziskime v kazdé nadroviné 5 dvojic
bodi, jeZ uréuji kolineaci téchto nadrovin tak, Ze jsou v kazdé
nadroving sdruZeny priuméty téhoz bodu a priaméty ze stejného
bodu patii téZe soustavé. Sestrojime samodruiné body -téchto
kolineaci v 1R;: 1C,, ..., 1Cy; v 2Ry 20y, ..., 2Cy; V Ry O, . . ., C,.
Body B,,..., By, C, ..., C; uréena bikvadratickd kiivka:prvého
druhu K* protne 1R, ve &tyfech bodech (v roving spoleéné nad-
rovindm Ry a 'Rg) 1Dy, ..., 'Dy; 2Ry v 2Dy, . . ., 2D,. Sestrojime-li
polary py, pe (t. j. osy svazki polérnych rovm) bodu P vzhledem
k bikvadratické kfivce 1K4%, urlené v 1R; 8 body 1C,,..., 1C,,
1D,,...,1D, a 2K* urdené v 2R3 8 body 201, ..., 2C,, 2D, ‘. . 2D,,
uréuji obé p¥imky rovinu « (obé se totiz protnou v polu bodu P
vzhledem ke svazku kuZeloseéek, v némiZ spoleénou rovinu obou
nadrovin protne svazek @), jez je basi svazku'polarnych nadrovin
bodu P vzhledem k nadplochém svazku kvadratickych nadploch,
prochazejfcich 11 danymi body.

-.Stejné prolozime na p¥. body 4,, .. ., 4,, By, .. ., B, racionalni
normélni k¥ivku 104, body 4,,..., 4, ‘nadrovinu R Bikvadra-
tické4 k¥ivka 1K4 prostoru R’ urdend body Agy..., 458 D’l, oDy
v nichZz R’; protne 1C4%, urduje s 1C% svazek kvadratickych ‘nad-
ploch @,, prochézejicf 11 body A,,..., 4, By, ..., B,: Nadroviny
Ry a R’y se protnou v roviné B. Kazdd z kiivek K4, 1K* protne §
v bodové étveiing. Body By, ..., B, a body, ve kterych,protne 8
kiivku 1K4, prochézi -bikvadratickd kiivka K'4, .ve které base
svazku @, protne R;. Jenom v pifpadé, kdyby splynuly 3 body
jedné é&tvefiny v B s ttemi body druhé; prochazela by obdma
kiivkami K4, K'4 kvadratickd plocha prostoru R,, kterd by s-obéma
kfivkami C¢ a 1C* urdovala tuté’ kvadratickou nadplochu. - Pak
by oba svazky @, @, majice jednu spoleénou nadplochu, nélezely



dvojmocné soustavé nadploch a bylo by nutno zdmé&nou bodu
v obou skupinich uréit jesté jeden svazek nadploch. Obecné vi¥ak
724dné body v roviné g nesplynou, t. j. svazky @, @, nendleZeji
téZe dvojmocné soustavé, poldrnd rovina «;, bodu P vzhledem
k svazku @; mé obecnou polohu k roviné « a protind ji v hledaném
bodé Q.

. 2. Protoze dovedeme sestrojit poldrnou nadrovinu libovolného
bodu ke kvadratické nadplofe jdouci danymi 14 body, je tim
stanovena polarnost, v niz je tato plocha incidenéni. Vyhodné
stanoveni incidendni nadplochy obdrzime, sestrojime-li znimym
zpuisobem jeji autopoldrni normélni jehlan. Pak je totiz kazdy
Yez ni#8im prostorem, proloZenym nékterym z danych bodd,
stanoven autopolarnim normélnim jehlanem, ve kterém tento
prostor protind jehlan nadplochy, a danym bodem.

-3. Konstrukei vyloZenou v 1. miZeme ponékud zjednodusit. -
12 body &tyfrozmérného prostoru takovymi, Ze Zadnych pét nelezi
v nadroving, je uréen dvojmocny linedrni systém kvadratickych
nadploch, protoze dvéma obecnymi body prochézi jedind nadplocha
systému. Jako v 1. pak dokéZeme: poldrné nadroviny bodu vzhledem
ke vdem kvadratickym nadplochdm dvojmocného linedrniho systému
prochdzeji pevnou primkou. Polérné nadroviny bodu P vzhledem
ké tiem linedrné nezavislym kvadratickym nadplocham &ty¥-
rozmérného prostoru 1Vg2, 2V ,2 3V ,2 jsou také linedrné nezavislé
a protinaji se tedy v pifmce p. P¥imkou p proto prochézeji base
svazkli polarnych nadrovin bodu P vzhledem k nadplochim
svazki (1V g2, 3V,2) a (V42 3V,?), tedy i poldrné nadroviny viech
nadploch téchto svazkd. Z toho plyne, Ze piimkou p prochézeji
i v8echny base svazki poldrnych nadrovin bodu P vzhledem k nad-
plocham svazkt uréenych kterymikoliv dvéma nadplochami svazki
(1V42, 2V42) a (1V42, 3V,2), tedy poldrné nadroviny bodu P vzhledem
ke viem nadplochdm dvojmocné linedrni soustavy (1V,2, 2V 2, 3V,2).
Rozdélme 14 bodi ve dvé skupiny po 12 bodech tak, aby v kazdé
skupiné byly dva body rizné a sestrojme poldrné pfimky obecného
bodu vzhledem k dvojmocné soustavé kvadratickych nadploch
yréené prvou a druhou skupinou 12 bodi. Ke kazdé polarné nad-
roving, jdouef prvou (druhou) pfimkou, existuje jedina nadplocha,
prochézejicf prvou (druhou) skupinou 12 bodid. Ke kazdé poldrné
nadroving, prochézejicf obéma pHmkami, existuje tedy nadplocha,
prochézejicf danymi 14 body. Urduje-li 14 bodu jedinou kvadratic-
kou nadplochu, jsou obé pfimky v poloze obecné a urduji poldrnou
nadrovinu bodu P. Méme-li najiti polérnou p¥imku p, v niZ se
protinaji polérné nadréviny bodu P vzhledem ke viem kvadra-
tickym nadplochdm dvojmocného linedrnfho  svazku. uréenélio
dvandeti. body, proloZzme libovolnymi 11 z nich jako v 1. svazek

‘kvadratickych nadploch @. Bodem dvandctym a P proloZme dv&




libovolné nadroviny 1R, a 2R,. Konstrukei uvedenou v 1. sestrojime -
obg bikvadratické kiivky 1K¢ a 2K4, ve kterych nadroviny 1R,
a 2R, protnou basi svazku @. Dvandctym bodem a kiivkou 1K* (2K¢)
je v 1Ry (2R;) urdena kvadratickéd plocha, ktera je fezem prostoru
1R, (2R3) s kvadratickou nadplochou svazku @, jdouci timto bodem.
Sestrojime-li poldrné roviny bodu P k obéma ploch4m, protinaji
se v piimce (v poldfe bodu P vzhledem ke kuZeloseéce, v niZ se
obé plochy, ve spoleéné roviné nadrovin 1R, a 2R, protina]i) ‘
a urduji poldrnou nadrovinu kvadratické nadplochy prochézejici
danymi dvandcti body. Jinou volbou dvanictého bodu a skupin
uréujicich svazek nadploch zbyvajicimi 11 body, sestrojime jesté
- dvé& poldrné nadroviny bodu P vzhledem ke dvéma jinym nad-
plochdm prochizejicim dvandcti body. Obecné nebudou nad-
roviny nalezet témuZ svazku a protnou se v hledané piimce.

4, Druhy prisettk ptimky p, jdouci jednim ze 14 danych .
bodid, s kvadratickou nadplochou, témito body uréenou, muzeme
sestrojiti jinak. P¥imkou p, jdouci bodem A4,, a libovolnym z da-
nych bodu 4, prolozme rovinu «; touto rovinou a jednim ze zbyva-
jicich bodd A3 nadrovinu R Zbyvajicimi 11 body proloZme jako
v 1. svazek kvadratickych nadploch a sestrojme bikvadratickou
kiivku, ve které jeho base protind R;. Bikvadratickou kiivkou
a bodem A, je uréena kvadratické plocha prostoru R, kterd protne
rovinu « tohoto prostoru v kuZelosedce K,2. KuZelosetka K, je
tedy fez kvadratické nadplochy, jdoucf 12 z danych 14 bodd,
rovinou «. Témito 12 body prolozime (vyménou bodovych skupin
jako v 3.) jedté dvé& jiné nadplochy nepatifci témuz svazku, které
protnou rovinu « v kuZeloselkich K2, K2, jez s K,? nenalezi
témuZ svazku. Spoledné body kuZelosetek K,? a K,? jsou prisedfky
base jistého svazku kvadratickych nadploch, ]doucich 12 z danych
bodii, s rovinou «. KuZelosetka urdend ve svazku (K,2, K,%) bo-
dem A,, je kiivka ve které protina rovinu « kvadraticka nadplocha
jdouci 13 z danych bodii. Tato kuZelosedka necht protne p¥imku p
v bodech M, M’, kuzelosedka uréens bodem A, ve svazku (K,2, K,?),
v bodech N, N Body M, M’', N, N’ jsou prusetiky pifmky p
s dvéma kvadratickymi nadplochami prochézejicimi 13 danymi
body a uréuji involuci, ve které svazek uréeny témito nadplochami
protina p¥mku p. Sestro;fme-h tedy v involuci MM’, NN’ bod 4, -
- korespondujicf bodu 4,, je tento bod druhym prﬁseéikem pifmky p

_ 8 kvadratickou nadplochou prochézejfcf danymi 14 body. Zaroven
je tim sestrojen fez nadplochy s rovinou .

*
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Quelques constructions de l’hyperquadnque dans Pespace & quatre
dimensions, déterminée par quatorze points.

(Extrait de l'article précédent.)

On peut faire passer une hyperquadrique dans I’espace & quatre
dimensions par douze points généraux de la maniére suivante:
sept points arbitraires déterminent une courbe C* normale, par
la.q'uelle passent les hyperquadriques d’un systéme linéaire & cing
parameétres. Prenons de plus quatre points, ceux-ci déterminent,
dans ce systeme un faisceau d’hyperquadriques @. Dans le R,
(espace & trois dimensions) déterminé par ces quatre points con-
struisons la quartique K* déterminée par ces quatre points et par
les quatre points communs & R, et C%; l'intersection K,* de la
base Vit du faisceau @ avec un hyperplan 1R, général est déter-
minée par quatre points communs & 1R, et & C* et par quatre points
communs & 1Ry et K4, Faisons passer par un douziéme point trois
hyperplans; chacun d’eux contient une quadrique déterminée par
ce point et par la quartique. Ces trois surfaces déterminent une
hyperquadrique passant par les douze points. A 1’aide du théoréme
disant que les hyperplans polaires d’un point P par rapport aux
hyperquadriques d’un systéme linéaire & trois (4 deux) para-
meétres passent par un point @ (une droite p), on construit I’hyper-
plan polaire d’un point quelconque par rapport & ’hyperquadrique
déterminée par 14 points. Groupons les 14 points donnés en quatre
(deux) groupes contenant 11 (12) points chacun, de sorte que
ces groupes différent de un (deux) point. Dans chaque groupe
construisons 4 (3) hyperquadriques linéairement indépendantes en -
faisant passer, chaque fois, la courbe C* par différents pomts du

- groupe. Les hyperplans polaires du point P par rapport & ces trois
(deux) hyperquadriques se coupent au point @ (suivant la droite p).
Quatre points @ (deux droites p) déterminent I’hyperplan polaire
du point P par rapport & ’hyperquadrique & déterminer. De la
sorte, on peut construire la polarité dans laquelle cette hyper-
quadnque est autopolaire, ou bien construire le point d’inter-
section de I’hyperquadrique avec une droite passant par un-des
points donnés. On peut aussi construire le faisceau d’hyper-
quadriques pa,ssant par treize des points donnés et y détermmer
pa,r le quatorzxeme point, l’hyperquadnque cherchée. :
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