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SUR.LA SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DE CERTAINS
INVARIANTS SIMULTANES DES CONIQUES ET DES
QUADRIQUES.

' ' CYRIL PALAJ, Troava.
(Regu lo 29 Mars 1950.)

Si IT est un invariant'd’une forme f(z) du ni®me degré aux coeffi-
cients a,, il résulte de la théorie des invariants que la forme : -

z aa‘ - : - . (l)

o b; sont les coefficients correspondants d’une forme g(x) du piéwe degré ,
est encore un invariant. La différentiation (1) peut &tre répétée en ajou- -
tant d’autres formes pour-obtenir finalement une forme-linéaire par
rapport aux coefficients de chaque forme. Tous les invariants ‘ainsi
formés sont des invariants simultanés des formes correspondantes ayant .
“le méme module que Uinvariant /7. Le sujet de cet exposé est la discus- -
sion et la recherche de la signification géométrique — tant qu’ elle n’est -
pas connue — des invariants déduits des discriminants des formes quadra-
thues ternaires et quaternaires par le procédé (1). Dans cette recherche .
j’emploie systemathuement des déterminants cubiques. On verra que
tous ces invariants, ainsi que les covariants des formes quadratiques
peuvent 8tre écrits simplement sous la forme de déterminants cublques ,
et ainsi ressortira mieux leur relation mutuelle,de méme que leur signi- -
fication geométmque Le déterminant: cublque du n'ém“ degré est ecnt X
dans Ie pla,n de la fa(;on suivante: - - '
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- différentes couches horizontales par des Jettres. On prend pour valeur du
-déterminant cubique toujours celle des trois valeurs possibles qui est

égale & la somme des termes obtenus en permutant les indices du terme
principal @by, ... Ny, et en les munissant du signe (— 1)¥+? o u et v
sont les nombres des inversions présentées par les indices.*) -

En partant du discriminant 4 d’une forme quadratique binaire on
obtient par la différentiation (1) un seul invariant simultané, & savoir

- celui lequel, égalé & zéro, exprime I’apolarité des couples de points donnés

par les équations quadratiques Za,xx; = 0, Zb,xx; = 0. On vérifie
aisément que cet invariant peut étre exprimé sous la forme d’un détermi-
nant cubique ' ' ,

Iaulbal ou [bylay| . )]
ou se trouvent entre les traits les tableaux des discriminants des formes
f et g. En posant, dans (2), b;; = a;, ona

|@islay| = 24. (3)

En partant du discriminant 4 d’une forme quadratique ternaire on
peut obtenir, par la différentiation (1), trois invariants simultanés diffé-

. rents. La signification géométrique de deux d’entre eux est connue. Ce

sont les invariants simultanés @, et @, qu’on peut écrire, sous la forme
de déterminants cubiques, de la fagon suivante:

i t291 = lau|“u]bdl ‘ ‘ \(4)
203 = |ay|b;|by|- : (5]

On vérifie fa,cilement les relations:

20, = |aylayibyl = |aylbslay| = [bulaslay
20, = |ay|bylbyl = [bylaylbyl = |biylbilag). - (6)

' Bi l'on reptte la différentiation (1), appliquée au discriminant A, en
. _ajoutant une autre conique Xec,z.x; = 0, on obtient un invariant simul-

tané de, trois coniques, lequel s’écrit sous la forme d’un détermma.nt ‘
oublque la ftu;on s‘ulvante ~

-Gy = |aulbﬁl°u| - (7)
Je n’ai trouvé nulle part la signification géométrique de cet mvana.nt

0 prétons-lui notre attention.

_ Pour étudier la sxgmflca.txon géométrique de I'invariant &;, mettons :

* sous la forme d’un déterminant cubique le premier membre de I’équa-

% - tion ‘de l'enveloppe des droites u,z; + uyx; + uzz,= 0, coupant les

. ‘coniques f = Fa,xx, =0, g=2b;xx; =0 en des couples de pomts

conjuguéy harmomques L’équation de cette enveloppe est*¥) .

‘) E. PABOAL'I daberminantx,Mllanif 1900.p 242 et suiv. - Rt
%) Parexi SALHON-FIBDLBB‘ Analytxscheaeom derKegelsehmtbe, édmm

if:!m éqmion ¢F= -



8D = (Ggebsy + Basbay — 28a5bss)ts® + (Agsbyy + Byybsy — 2a55D,5)5° +
+ (311029 + @agb1y — 2a45D n)’“s + 2(@gsbys + 15D — Bgabig —
— @ygbsg)uyts + 2(“12 28 + Baab1g — @agbys — a13 bas)tyuy +-
+ 2(@13b15 + B1aD15 — B1abas— aasbn)“a’"'a
On constate aisément que les expressions entre parenthéses dans cetto
équation sont les développements de déterminants cubiques du 2e degré,
par conséquent Péquation peut s’écrire:

§(1,2) = | %32%23 Dagbag | u? — Q19023 bmbza ‘“1"2 +
: Qoglag | 093033 Q1333 | byy )33
“nazz | b19bas Uylty — 19813 | b1013 Uy + 211%3 bubls U —
@13%23 | byabas Q3033 | basbas G15033 | 1b13bas
8 b11b1s gy + Q19813 | D1ab1s WUy — anala b11b1s gy +
@)13%33 | 018033 @Bg2@a3 | 029093 | 1293 | 012023
L | @2 | byibig | 2 _ ().
F byobg | 13
@y9lgg | 012092 |

Mais le premier membre de cetee équation est le développement, par
rapport & la couche des éléments »,u;, du déterminant cubique du troisi--
éme degré et I’équation S(:2) = 0 peut s’écrire ainsi: :

13833045 | b 1b12b13
13093093 | D1gbosbag
\ 15093035 | b13bashss |
ou plus simplement

uy?, ul“z: UyUug |.
UyUy, U3, u,u, ‘ =0 ,
Uy Uy, Uglhy, Ug®

2 = !auibalu Uy = 0. (8)

L’enveloppe des droites, coupant les coniques f et h= = Zoyx s = 0 en

des couples de points conjugués harmoniques 'a d’ aprés (8) l’équamon

| SOV = lagloglua) =0 (@)

et l’enveloppe des droites, coupant les coniques g et k& en des couples de

points con]ugues harmoniques a l’équablon , _ _

: 839 = }b,;lcu[u‘u,} =0. o 10)

Pour que la conique A soit polarement -circonscrite & la conique S1:2),

il faut que la somme des produits des coefficients correspondants de

Péquation ponctuelle (z) = 0 et de ’équation ta.ngentxelle S 2)(u) = 0
soit'nulle. En posant, dans (8), wu, = c,,, ona
l“ulb:flcul =64y=0.

Pour que la comque g soit pplaarement eu'conscnte 4 la conique 8.3,

il faut de méme que’ : C

Nausleqlbyl = l“albalcal = 9: ~o. i R
Parelllement la oondmon pour que a conique f soit pol!mement un‘oon--v
scrite & la conique S(38); g*éorit L wp e S



lbul°u|aul = |“u|bai]°ﬁ| = @a =0.

Dans chaque cas nous aboutissons & la condition @3 = 0.

Réciproquement, si pour tr01s coniques f, g, et h on a @3 =0, la
conique f est circonscrite polairemeént, d’aprés (10), & la conique S(@3), g
-est, d’apres (9), circonscrite polau-ement 4 8(1.3) et la conique h est, d’aprés
(8), circonscrite polairement & la conique S(1.2). On peut donc énoncer
le théordme:

1. Si chacune de trois coniques est circonscrite polairement & U'enve-
loppe desdraites coupant les deux autres coniques sutvant des couples de points
conjugués harmomques, ces trois comques sont lides par la condition @3 =0,

-et réciproquement, si pour trois comques Vinvariant O, est nul, chacune
_d’elles est circonscrite polairement o Uenveloppe des droites coupant les
deux autres suivant des couples de points comugue’s harmoniques.

Il résulte du théoréme 0 I: )

I1. Sitroisconiques sont lides par la relation @3 = 0, chacuned’elles aune -
infinité de triangles polaires dont tous les cbtés coupent les deux autres
coniques sutvant des couples de points conjugués harmoniques. Les cités de
_ces triangles: polaires touchent la courbe S de ces deux coniques.

* La signification géométrique des invariants @, et ©,, qui est connue,
découle directement du premier théoréme. En effet, si les coniques f et 2
se confondent, on a ¢;; = a@;;. Donc ’équation (9) prend la forme

laslagylumy| = 224 uu; =0,
ce quI est I’équation tangentielle de_la conique f. Ainsi, si les coniques f
et g se confondent, l’enveloppe des droites, coupant ces coniques suivant
des couples de points- con]ugues harmoniques, est confondue avec elles.
Les droites enveloppant la conique S(:3) sont les tangentes de la conique
f=get les couples des points conjugués harmoniques respectifs se con-
- fondent avec les points de contact de ces tangentes. Donc la. condition
: - lalaglbyl = 20, =0
’ sxgmﬁe que la comque g est polairement circonscrite a la conique f.
“L’analogue a lieu pour Vinvariant B,.
. Afin que la conique f soit circonscrite polairement a la courbe S(1.2),

5l fant'que g |@4lbylby| = 20, = 0.

- Afin que la oomque f smt clrconscnte polaxrement ala conique S 2,
il faut que .
@4l bislbos| = 292 = 0

En prenant oompbe de la slgmﬁcatmn géometnque des mvana.nt.s simul-

o tanés 0, et @, on a le résultat:

~ III i la premidre de deux conigues, prises dans un certain ordre est
concrite polairement & 'la deuxiéme, la deuxiéme ‘est en méme tempc ‘
momm't'te polawement ala courbe 8 de ces deux coniques.

~=



En posant, dans P’invariant @s; Cis = by = ay, on obtient le discri-
minant de la conique f, d’aprés la relation . .
' lajlaslay| = 64. o (11)

Si les coniques f et g ont un triangle polaire commun et si ’on prend
ses cdtés pour axes de coordonnées, la condition @; = 0 s’écrit

Oy = ay;(basCss + b33Cea) + Baa(b11C33 + DasCyy) + @33(b11Cas + bazcn) =0

Cette équa.tlon sera satisfaite en posant Ciy == Cgp = Cg3 = 0. Alors I’équa-
tion de la conique 4 & la forme

h = ¢15%,7, + C13%1 %y + Caga®y = 0,

ce qui signifie cette conique passe par les sommets du triangle. On a le
résultat: .

IV. 8¢ une de trois coniques est circonscrite au triangle polaire com-
mun aux deux auires conigques; ces trois coniques sont lides par la condition
@, = 0, c. a d., les trois coniques sont dans une telle position mutuelle que
chacune d’elles est circonscrite polairement & la courbe S des deux autres.

Les théorémes obtenus donnent lieu aux théorémes duels suivants:

I' Si chacune de trois coniques est inscrite polairement au liew géo-
métrique des points tels que les couples de tangentes menées par ces points
aux deux autres coniques sont conjugués harmoniques; ces trois coniques
satisfont a la relation:

L Gy=4,4B,C4f =0,

et réczproquement si trois coniques sont liées par la relation @a =0, chacum
d’elles est inscrite polairement au liew géoméirique des points tels que les
couples de tangentes menées par ces points aux deux autres coniques sont
conjugués harmoniques.

IT" Si trois coniques sont lides par la relatwn O, = 0, chacune d’elles
posséde une infinité de triangles polaires tels que les couples de tangentes
menées de leurs sommels aux deux autres coniques sont conjugués harmoni-
" ques. Les sommets de ces trmngles polaires se trouvent sur la courbe

= |aglBulzas] =0, v
ot x4, ﬂ,, sont les coeffwzents des équatwna tangentwllee de ces deuz cons:
ques.
TIT. 86 l’on a deux coniques dont la premidre est inscrite polairement -
-a la deu:méme, la deuméme est en méme temps mscme polasrément ala
courbe S de cés deux comquea

IV’ 8i Vune des trois coniques est inscrite au triangle polaire commun
aux deux auires coniqués, ces trois contques sont lides par la relation @, = 0,

c- & d. led trois coniques sont dans une telle ‘position mutuelle que. ckacmte o

drelleautmcrste'polmremcmdlacburbeﬂde&deuxautm

~



Ayant trouvé la signification géométrique de I’invariant simultané
©, de trois coniques, nous connaissons la signification géométrique de
tous les invariants simultanés obtenus par ’opération (1) appliquée au
discriminant de la conique. Il est évident que c’est @, qui est, parmi les
. invariants considérés, l'invariant fondamental, des propriétés duquel
découlent comme cas particuliers celles des autres invariants.

Quant aux invariants simultanés obtenus par la différentiation (1)
appliquée au discriminant d’'une forme quadratique quaternaire, on
connait la signification géométrique des invariants renfermant seulement
les coefficients de deux de ces formes. Ce sont les invariants simultanés
bien connus 0,, @, et @. Mais, tant que je sache, on ne connait pas méme
pour invariant @ une propriété géométrique pour laquelle @ = 0 soit
une condition nécessaire et suffisante dans tous les cas. Je n’ai nulle part
" trouyé la signification géometrique des invariants contenant les coeffi-

cients de trois et quatre quadriques. Occupons-nous donc de ces invari-
_ants, ainsi que de I'invariant .

Ecrivons d’abord les invariants simultanés @,, @, et @ sous la forme

de déterminants cubiques; nous en aurons besoin dans la suite. Si 1’on-

écrit I'invariant @, sous la forme d’un déterminant cubique, on aura,
d’aprés (11), la relation

o aslaylaslbyl = 66;. C a2y
En posant dazs (12) b,; = ay;, on obtieqt ‘
R : 84slailaglag] = 244. (13)
D’une fagon analogue o :
' 1343]D4slbyslbys] = 60, ‘ (14)
Gt pOlll‘ a“ == b"' ) .
% ) [Baslbislbislbyy| = 24B. L (1)

Remplagons la troisiéme couche du déterminant cubique du pre- .
_ mier membre de la relation (12) par le tableau carré des éléments b,;, ou
bien Ia deuxiéme couche du déterminant cubique du premier membre de
1a relation (14) par le tableau des éléments a,;, nous aurons le détermi-
" nant .
5 o T lauladlb‘:lbuli (16)
1l existe pour le déterminant cubique, un théoréme analogue & celui de
Laplace valable pour le déterminant ordinaire. En effet, on peut exprimer
.. . le déterminant cubique (16) comme la somme de 36 produits de détermi-
. nants cubiques associés-du second degré, de telle sorte que ce détermi-

R na.nt cubique est égal & Ia somme

bt T ey ]anammnaml lbr't'b:a breb bew
A Sy g : CgtQyn | QgtQen be¢bew | byibyw
o our 8¢, ¥ et u, ¢, u sont les permutations des nombres 1, 2, 3, 4.

(7

Le signe de chacun de ées produits estleméme quelesigne de (—1)r+#+t++,



En développant le détermmant du second degré da.ns la somme (17), on a,
d’n.prés (3),

4 ("‘1 )H"“ +“Am; l,uBr’.:’; ¢, v (18)

ou A,,.¢u» By v« sont les mineurs du second degré du discriminant

A ou B respectivement. On sait que ’expression (18) a la valeur 49*).

Daonc, on a ,
@isl@islbyslby| = 4P. (19)

De cette fagon,tous les trois invariants simultanés de deux quadri-
ques, que nous. avons mentionés, sont mis sous la forme de détermi-
nants cubiques. Occupons-nous maintenant des invariants simultanés
" de trois et quatre quadriques. Dans ce but, mettons sous la forme d’un
déterminant cubique I’équation de I’enveloppe des plans Zuz; = 0-dont
les intersections avec les quadriques f = Za,,x.x, =0,9= Z'b“x‘x, =0
sont des couples de coniques telles que la conique située sur g est circons-
crite polairement & celle située sur f. Son équation est

o] b11013013%14% 0110130138142, @11015013814%, |
b12%g0aga, Uy @13De0ar@agUy | 019099053004 Uy
T*) = | byaBaglaalasty | + | B13Daalaalag¥s | + | A13@agbasagtts | +
014024034 044%,4 1423024424 14094034844y
10 uguzu, 0 U0 wyu, 0 1 uu0 u 0
14030430142
@19@99abosls |
- k + | @13%33033054%5 | = O.
014034 033D 442y

Uu; uguz; 0 0

En développant les déterminants dans cette équation, elle prend la forme
Zbyy(Aij)ruinj = 0, . - (20) .

ou 4,; sont les mineurs du discriminant de la quadnque f correspondant

aux éléments a,, et (4,),, sont les mineurs 4,; correspondant aux élé6- - *

ments a,,. En prenant compte de (20), on venfx_e facilement la_relatmn .

| B11019015004 | B11019813014 | D11D1ab1ghia | %s®s  UyUsg, yUs, u g
Q190900gisy | B19®230s30as | D1aDpabashas | Urthy, Ug?,  Uglig, Uglhy | 2r
@305, P58y | B3Ba3Bgasy | DysDasbsshay | UrUsg, Ugliy, Ua?, Ugwy |~ © 7
“u“uauau @1 O34 @3404q | D14Deabsabaa | Urty, Ugtty, g4, ugl

L ‘enveloppe des plans dont les intersections avec les quadnques f
' et g sont des coniques telles que la conique se trouvant sur g est circon-
scrite polairement & la conique située sur f, a I’équation

‘ l“ulaulba[“ﬂ‘:l =0 (2

= ‘) Dr BY»ZOVSKY Uvod do algebraicks geome'me, §114, tha 1948.
**) SALMON-FIRDLER: Analytische Geometrie des Raumes, 3¢ édition, §214.
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En échangeant les coefficients a;; et: by, on trouve que ’équation

7 8" = |aylbylbyluu] =0 N (22)
est I’6quation de la quadrique enveloppée par les plans dont les intersec-

tions avec les quadriques f et g sont des comques telles que la comque
située sur f est circonscrite polairement & la conique sur g.

Pour que la quadrique k= Xc, ;= 0 soit circonscrite polairement
a1a quadrique définie par ’équation tangentielle (21), il faut que l&somme
des produits des coefficients correspondants de I’équation ponctuelle de
la quadrique & et de ’équation tangentielle (21) soit nulle; il faut done que

[@isl@lbysles] = 20,0 = 0. (23)

Pour que la quadrique (22) soit circonscrite polalrement ala quadnque
h, il faut, d’une fagon analogue, que

lau'bﬂlbulcul =205 = 0. (24)

L enveloppe des plans dont les mtersectlons avec les quadriques f et A
sont des coniques, telles que la conique située sur f est polairement circon-
scrite & celle située sur %, a, d’apreés (21), ’équation

[@sslesilesslua;| = 0. (25)
Pour que la quadrique g+ smt circonscrite polan‘ement a cette quadrique;-

‘il faut que

|aa|bulcii|cw| =20, =0. {26)

En prenant 6ompte de ce que I’échange des couches paralléles ne change
pas la valeur nulle du déterminant cubique, on voit que les coefficients
des équations des quadriques g et & dans I’équation (23), les coefficients

‘ ~des équations des quadriques f et b dans 1’équation (24) et les coefficients

" des équations des quadriques f et g dans I’équation (25), ont la méme
- position; ce qui est valable pour I'un de ces couples de qua.dnques est

valable encore pour 'autre, en échangeant les quadriques.
Réciproquernent, si trois quadriques sont liées par la relation 0, W =

. =0, la quadrique % est circonscrite polairement & la quadrique (21) et
‘la quadnque g est cxrconscnte polairement & la quadrique

|aulayleylum) = 0,
c.ad 2 l’enveloppe des plans dont les intersections avec les quudn

- ques f et h sont des coniques, telles que la conique située sur h soit cir-

oonserité polmrement 3 celle située sur /.- Si O,® =0, la qua,dnque h

_est circonscrite polairement a la quaquue (22)et la quadnque fest circon-
»serlte pola.xrement ala quadrique ..

S PR - [Bulbaslesluius) = 0,
c.ad. ale nveloppe des'plans: dont les intersections avec les quadriques

g 6t % sont des coniques telles que la conique située sur h est circonscrite _
*~polairemen$ L2 cella sitnée sur g. Et. fmalement 810,® =0, la qnadri ;



que g est ctrconscmte polaxrement & la quadrique (25) et la qu&dnque f
est circonscrite polairement a la quadrique

|bislcsslesluauy| = O, A :
<. & d. & P'enveloppe des plans dont les intersections avec les quadriques

g et h sont des caniques telles que la conique situé sur g soit circonscrite
polairement & celle située sur 4. Donc nous avons le résultat:

V. 8i deux des trois quadriques ont une telle position que chacune de
ces deux quadriques est circonscrite polairement a Uenveloppe des plans dont
les intersections avec les deux autres quadriques sont des coniques, telles que
celle situde sur la deuxiéme de ces quadriques est circonscrite polairement &
celle situde sur la troisiéme quadrique, alors pour ces trois quadriques, le dé-
terminant cubique du quatriéme degré O4(%) est égal & zéro. Ce déterminant est
formé des tableaux des discriminants de ces quadriques de telle sorte que
le tableaw du discriminant de chacune des deux quadriques mentionées se
trouve chacun dans une couche et le tableau du discriminant de la trozszéme
guadrique dans deux couches. Et réciproquement.

Pour ;) = 0, il en résulte ce théoréme:

- VL 8¢ ©,(1) = 0, la quadrique g a une infinité de tetmédres polaires
dant les quatre faces coupent les quadriques f et h en des coniques dont celle
située sur h, est circonscrite polairement a celle située sur f, et en méme -
temps, la quadrique h a une infinité de tetraédres polaires dont les quatre faces
coupent les quaquues fetgen des coniques, dont celle située sur g est circons-
crite polairement & celle située sur f.

On a des théorémes analogues pour @42 = 0 et @3‘3) =0 en échan-
geant, dans I’enoncé précédent, les quadriques correspondantes.

“Si I'on pose, dans ’équation (23), ¢i; = a,; et dans I’équation (24)
¢;;.= by, on obtient, en éehangeant les couches correspondantes du dé-
terminant, d’une part 1’équation (12), de autre part 'équation (14). De

plus, si l on pose dans I'équation (21) ou (22) b;; = a;; on a la relation

laul“ﬁiaiﬂ-uf“ﬁ' = 624,uu; =0,

ce qui ést 'équation tangentielle de la quadrique f. Donc, si le§ deux
quadriques se confondent, I’enveloppe des plans coupant les deux quadri-

ques en des coniques conjuguées se confond avec elles. Vula signification
géometrique des invariants @,®, on a:

VIL. 8i de deux quadriques, prises dans un-certain ordre, la premsére
est circonscrite d la seconde, la seconde est en méme temps circonscrite a Uen-
véloppe des plans dont les interséctions avec les deux quadriques sont des
conigques telles que la conique située sur la premzére est czrconscnte a la coni- -
que située sur la seconde. ‘

-8iVon pose dans 1’équation (28) ¢y = b, et ¢,y = ay dans (24), ot

obtlent en échangeant les ‘couches, d’aprés (19), la condition @ = 0.

Mais Péquation (21) est. 'équation de I'enveloppe des plans-dont les
intersections avec les quadriques I et g-sont des comquea telles que. h 5

.
h



conique gituée sur la quadrique g est circonscrite polairement & la coni-
que située sur la qua.drique f. La condition pour que la quadrique g soit
circonscrite polaxrement a cetite enveloppe g’obtient en posant, dans (21),
bi, au lien de Uyt ceci donne

[@is]@isbyslbis] = 4D = 0.

- De méme, pour que la quadrique f Soit circonscrite pola.lrement a l'en-
-veloppe des plans coupant les quadriques f et g en des coniques, dont
celle située f est circonscrite polairement & celle située sur g, la condition

«@ = 0 doit avoir lieu, ce qu’on obtient en remplagant, dans (22), les

‘uguy par les coefficients a,;. Réciproquement, si pour les quadriques f

et g ona® =0, la quadrique f est circonscrite polairement & la quadrique

" (22) et. la quadrique g est circonscrite polairement & la quadrique (21)
Donc, le théoréme a lieu:

: VIIL. Ayant donné deux quadriques fet g, 81 la quadrique f est circon-

“serite polairement a Venveloppe des plans coupant ces deux quadriques en
des coniques, dont celle située sur f est circonscrite polairement @ celle située
sur g, la relation p= 0 a lieu, et réciproquement. En ce cas la quadrique g
est polmrement circonscrite a Uenveloppe des plans coupant ces deux quadri-
‘ques en des coniques dont celle située sur g est circonscrite polairement & celle
situde sur f, ces deux quadriques sont lides par la relation @ = 0, et récs-
.proquement.

11 en résulte:

IX. Si-la relation ®=0a heu pour deux quadrigues f et g, la quadrs-
que f posséde une infinité de tetraddres polaires dont les quatre faces coupent
les quadriques [ et g en des coniques dont celle située sur f est circonscrite -

- polasrement & celle situde sur g. Les faces de ces tetraédres polaires sont

- tangentes & la quadrique- 8’ de ces deux quadriques. La quadrique g posséde

une-infinité de tetraddres polaires dont les quatre faces coupent les quadrs-

ques fet gen des coniques dont celle située sur g est circonscrite polairement

~ & celle située sur f. Les faees de ces tetm@dres polaires sont tangentes & la

T guadnqueSdecesquadnques ,

¢ - Passonsa l'invariant simultané de quatre quadnques f= Za,,.z:,.v =

=0, §=Zh,ez, =0, h=Zc za; =0, k= Zd,xx, =0, donné par

le déterminant oubique du quatridme degré, dans lequel les quatre

- couches sont les tableaux des discriminants des quadnquee f g. h, k,
L a d &lmva,na.nt

@islbislossldil - ’ ' 2T

Pour trouver la mgmfxca.tlon géométrique de cet mvanant cherchons
l’enveloppe des plans p = Ju®, = 0 coupant les quadriques f, g, & en'des

coniques ‘dont chacune est’ circonscrite polairement & ’enveloppe -des
drqxtaes coupant les deux autres coniques-en des couples de pomts’con]u-
gués harmoniques, c. a°d. & la courbe S des deux autres coniques. En
,éhmms.nt la va.mbTe z, entre l’équatmn du pla.n g et ’équation de la qua-

o~




drique /, on obtient dans le plan x; = 0, ’équation de la projection du
‘sommet O, de la courbe d’intersection respeotive:

: (@1 %% + Ay y® — 20, 0,1,)2,% + (Bgqt® + Ggeus® —

20y UgU)Ty® + (B332g% + BygUs® — 20, UgUg) 7% + 2(B gty Uy + AgUg® —
— By lgly — QggUy )Ty Ty + 2(@gqlyts + Bygttg® — Oy glglly — gqliyUy) -

- X%y + 2(@gUsU3 t+ a3 — AgUsU, "'%4’“2’“4)5?2373 =0.
'Si, dans cette équation, on remplace les coefficients a,; par les coefficients
b,; et par les coefficients ¢;;, on obtient les équations analogues pour les
quadriques g et A. Comme il s’agit d’une propriété projective des coni-
ques dans le plan p, il suffit d’exprimer la condition correspondante
pour les projections de ces coniques dans le plan z; = 0. Pour que
chacune de ces coniques soit circonscrite polairement & la courbe S des
deux autres coniques, il faut qu’elles vérifient la relation @; =0, c. a. d.

- il faut que ,
' islBislyssl =0, (28}

ou Xigs Viiy Bi; sont les coefficients des équations des projections de ces
coniques dans le plan z, = 0. En développant le déterminant cubique
dans P’équation (28), en simplifiant- et en ordonnant par rapport & u,
on obtient 1’équation de I’enveloppe des plans cherchée sous la forme .
' - P=Kyyu® + Kuggtts® + Kuggteg® + Kuggtts® + '
+ 2K sty + 2K 50,5 + 2K g Uity + 2K pqugtty
+ 2Ku24“2’“4 + 2Kygqtigty = 0,

ot v .
P= ZK,,,,M, =0 (29)
T i,j=1 .
ou Ky = Kgy;;. En étudiant les poly'nomes K, on constate que ce
sont des développements de déterminants cubiques du troisiéme degré,
4 savoir des sousdéterminants du déterminant cublque du quatriéme
degré -
011%.0@13%14 bnbmblabu 011012013014 | %a®)  Uglhe, “1'"!3»‘“1’“4
P = | T12022%2302 015D23D23bs4 | €12020C23Caq Uy Ugs 1_"22" Ugly, Uglhy |-
1 G130950330s4 | 13023033034 | C13025CasCan | Unthy Uglts, Us?, Usglly
O11%24%34%44 | 914024 34024 | C14024C54Cas | UrUgs Uglhy, Ugthy, Ug® »
qui correspondent aux éléments u,u; de la couche correspondante. Le
premier membre de lféquation (29) est donc le déterminant cubique e
= |@islbaslcisluauyl.
Ona le résultat: :
X. L’enveloppe des plans dont les intersections avec les quadﬁqm
1, 9, b sont des coniques telles que chacune d’elles est circonscrite polairement
4 l’enveloppe des droites coupant les deux autres coniques en des couples de -
pomta comuyués hamonquw a pour équation D
iYL laq‘bulcal"‘tudl =0. : e (30
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* Pour que la quadrique % soit polairement circonscrite & la quadrique P,
la somme des produits des coefficients correspondants de 1’équation
ponctuelle de la quadrique % et de I’équation tangentielle de la quadrique
P, doit étre nulle. Pour former cette relation il suffit de poser, dans
l’équation (30), les cofficients d,; au lieu des u;u;. On doit donc avoir

Oy = |ay|byjlci;ldi| = 0. . (31)

Réciproquement, si quatre quadriques f, g, 2 et k sont liées par la
relation @, = 0, la quadrique k est circonscrite polairement & la quadri-
que (30), la quadrique % est circonscrite polairement & la quadrique

. laylbisldyilum,| = 0,
la qnadnque g est circonscrite polairement & la quadnque .
la‘ﬂlczilddlu u.‘rl =0
‘et la quadrique f est circonscrite polairement & la quadrique
[bislossldislusu;) = 0.

Ainsi, vu le théoréme 7° X, chacune de ces quatre quadriques est circon-
serite polairement & 1’enveloppe des plans dont les intersections avec les
troisautres quadriques sont des coniques telles, que chacune d’elles est cir-
conscrite polairement & 1’enveloppe des droites coupant les deux autred
coniques en des couples de points conjugués harmoniques. On ale résultat:

- XI. 8¢ quatre quadriques sont dans une position mutuelle telle que
. <hacune d’elles est circonscrite polairement a Uenveloppe des plans dont
les intersections avec les trois autres quadriques sont des coniques telles
que chacune d’elles est circonscrite polairement & Uenveloppe des droites
coupant les deux autres coniques en des couples de points conjugués harmo-
- miques, ces quatre quadriques sont lides par la relation @, = 0. Et re'czpro-
quement. .
En posant dij=cy, la condmon 0,= - 0 Se réduit a @s<3) = 0. De
* . ‘méme, on obtiendra les conditions @2 = 0 et @) = 0 en faisant con-
~ fondre la quadrique k avec la quadnque g ou f. Donc, on peut compléter
- le théoréme n? VI, d’aprés:le théoréme précédent, en tenant compte de la
! signification géométrique de I’invariant @, pour une quadrique dont
"~ le discriminant figure dans deux couches de ce déterminant cublque de.
" .la manidre suivante: ;
i XI1. 8i trois quadnques sont lides par la relation @, = 0, la quadn-
"que, dont le discriminant figure dams deux couches de ce d’éterminant cubi-
¢ . qie e8t circonscrite polairement & l’enveloppe des plans dont:les intersections
- .avec les trois. quaquues sont des coniques telles que chacune d’elles est -

Q:;wcircomcme polairement & Venveloppe des droites coupant les deuz aulres

ioomques en des couples dé points conjugués harmoniques. - )
~ Siles quadriques f et g ont un tétratdre polaire commun, prenons -
lenponr tétmbdre de référence, Pour que les quatre qua.dnques f g, h ! N



soient dans une telle position mutuelle que chacune @’elles'soit circonseri-
te polairement 3 la surface P des trois autres quadriques, il faut que la
relation ait lieu:

2,;000(5,000 011012"13"14 11019015814
Q. — 032000 bas 00 | €15C09C0sCos | Bradasdantas | _ 0. (32)
* 00a550|00bg50| 0146554634 | Aysasasdys| -

000ay |000by,|C1404C24C04 | d1a824834044

En développant le déterminant du premjer membre de cette équa.mon
on aura :

b (a..| €3sCaa dssdu @.. | C22024 dagdsy +a C24Ca3 | dagday +
11 22 d 33 d d d d
C24C4q | 34044 C24Cay | Q290gq C23C33-| da3liasy
+ boo| .| ©33C3e d3ady, | + ag, | (12014 didys +a lcucls dy10:3 "
t Oga{ Gy d.d 33l 6o | dd 44 duad
C34Caq | Q34044 | C14C44 | Q14044 | C13C33 | G333
+ bl CasCaa | Daolsy a.. | C12014 didis +a 11612 | €1adss 4
33\ "11 - d 22 d..d 44
C24Cyq | F24044 C14C44 | 14044 C13C22 28"
+ byla,; CaaCas | daadas +a €11613 | dudys +a €11613 | d11bye =0.'
MU CagCag | dagdlsy 2 | C130s3 | diglsg 3| C19Can | dadys |/~

Cette équation est satlsfalte si chaque déterminant cublque du second
degré figurant dans cette équation est, égal a zéro, c. a d. si -

CiiCij | Builis
€iiCs | Disds;
Le premier membre de cette relation est I'invariant simultané. (2) des
equatlons quadriques

Cat® + ;%7 + 2¢,w@; = 0, d@® + dyx? + 2dy205 = 0,
donnant les intersections de ’axe o, avec les quadriques & et k. La valeur

nulle de ’expression donnée par (33) exprime la position harmomque
de ces intersections. Donc on a le théoréme: :
XIII. 8’5l existe un tetragdre polasre commun aux deux quadriques,

dont les arétes coupent deux autres quadriqueg en des couples de points
conjugués harmoniques, ces quatre qguadriques sont lides par la relation @, =
= 0, ¢. & d. le théoréme n® XT est valable pour elles. e

" Posons, dans 1a relation (32), d;; = c,;. Elle se réduit & Ta relation
0,8 = 0. La. formule (33) divisée par deux prend d’aprés (3) la forme.

Cityy— e =0, 1 <j; 1=1,2,3 j=23,4. (34),

Le premier membre de la formule (34) est le discriminant de I’ équatlon
quadratxque

=0,i<fii=12%j=3824 (33)

cutd + 0153’1 + 2c.2; = 0,

qui donrie les intersections de Ia qua.dnque h avec ’axe- °£1 Ainsi on i
démontré Jpour trois quadnques ' .
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T XIV. Etant donné trois quadriques, prises dans un certain ordre, 'l
. existe un tetraédre polaire commun aux deux d’entre elles, dont les arétes”
sont tangentes a la troisiéme quadrique désignée par le numéro d’ordre r
ces trots quadriques sont lides par la relation @4 = 0, c. a d. le théoréme n®
V, le théoréme correspondant n® VI et le théoréme n® XII sont valables pour
,dlea
Posons b;; = a, dy; = c,-, dans la relation @, = 0. La relation @, -
== 0, se réduit & la relation @ = 0 et la relation (33) se réduit & la relation
(34). On aboutit au théoréme conau: S’il existe un tétraédre polaire de la
ptemlére quadrique, dont les arétes sont tangentes & la deuxiéme, on a
= 0%).
Si, dans @, = 0, on pose d;; = ¢,y = by, celle-ci se réduit 3 O, = 0.
La signification géométrique connue de cette condition est une consé-
quence évidente de la signification géométrique de la condition &, = 0,
quand les quadriques correspondantes se sont confondues.
.En posant dans la relation @, = 0: d;; = ¢;; = ay, celle ci passe en
€, = 0. Sa signification géométrique connue est pareillement une consé-
-quence de la signification géométrique de la condition @, = 0, quand les
quadriques correspondantes se sont confondues. '

\ Les théorémes trouvés pour deux, trois et quatre quadriques ont pour
“théorémes duels: -

Théoréme duel au théoréme n? V: .

: 8t deux de trois quadriques ont une telle position que chacune de ces
deux quadriques est inscrite polairement au liew géométrique des sommets
des cones circonscrits aux deux autres quadriques tels que la conique de con-

“ tact située sur la deuxiéme est inscrite polairement & la conique situde sur
la troisiéme quadrique, alors est nul le déterminant cubique du quatridéme
degré formé des tableaux des discriminants des équations tangentielles de ces
quadriques de tellé sorte que le tableaw du discriminant de chacune des deux

. - quadriques mentiondes se trouve dans une couche et le tableau du discrims-

- nant de la premidre quadrique dans deux couches. Et re’mproquemmt

" “Théoréme duel an théoréme »° VI:
Si pour trois quadnqws f.9:h,ona
20, = |4y|dy4lBy|Cyl = 0,

oo la quadrique g a une tnf"“té de tetraddres polaires, tels que les cones circon-
- - serits de leurs sommets auzx quadnques f et h touchent ces quadriques le long

_de coniques dont celle située sur h est inscrite polairement & celle située sur f, et
" enméme temps la quadrique h a une infinité de tetraddres polaires tels que les
e ¥ d&nea ccrcomcnta de leurs sommets aux quadriques f et g touchent ces quadrs

A

- “.'%) La recherche compléte sur la suffisance de la condition & = 0 pour 'exis-
tence d’un tetraddre polaire tangentiel de deux quadriques, a été faite par Dr

. BYDZOVSKY et Dr KNICHAL dans los ,,Rozpravy 2. tidy Seské akademie véd a -
", umdni*, année L(1940) n° 21, sous le titre: ,,0 slmulté,tmﬁn mva.rm.ntu @ dvou

kmmk“ ’v , ‘ o TR
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ques le lony de coniques, dont cellc .muée sur g est inscrite polatrement 4
celle située sur f. ‘

On obtient les théorémes duels relatifs aux relations 2@ (2) = O et

293(3) = 0, en échangeant dans I'énoncé précédent les quadriques corres- -
pondantes.

- Théoréme duel du théoréme n? VII:

8i, des deux quadriques prises dans un certain ordre, la premiére est in-
scrite polairement & la seconde, la seconde est en méme temps inscrite polaire-
ment au lieu géométrique de points tels que les cones, ayant ces points pour
sommets, circonscrits aux deux quadriques, touchent ces quadriques le
long de comques, dont celle située sur la premiére quadrique est inscrite
polasrement & celle située sur la deuxiéme quadrique.

Théoréme duel du théoréme 0 VIII:

81, de deux quadriques f et g, la quadrigue f est inscrite polatrement
au lieuw géométrique des points tels que les cOnes, ayant ces points pour
sommels, circonscrits a ces deux quadriques, touchent ces quadriques le long
de coniques telles que celle situde sur f est polasrement inscrite & celle située -
sur g, la relation 4D = |A;|A;| BByl = 0 a lieu, et réciproquement.
En ce cas la quadrique g est inscrite polairement au liew géomélrique des
points tels que les cOnes, ayant ces points pour sommets, circonscrits @ ces
deuz quadriques, touchent ces quadrigues le long de coniques telles que
celle située sur g est inscrite polazrement celle située sur f, et réci-
proquement.

Théoréme duel au théoréme n° IX:

Si pour deux quadriques f et g, on a @ = 0, la quadrique f a une infinité
* de tetraédres polaires tels que les cones circonscrits de leurs sommets auz
deux quadriques touchent ces quadriques le lang de coniques telles que celle
situde sur f est inscrite polairement & celle située sur g. Les sommets de ces -
:otraMree polaires se trouvent sur la quadrique

lAlle“lBlilexA = 0.

La quadrique g a une inﬁnité de tetraddres polaires. tels que les cénes circon-
scrits de leurs sommets aux deux quadriques touchent celles-ci le long de
coniques telles que celle située sur g est inscrite polairement.a celle situde '
sur f. Lea sommels de ces tetmédres polaires se trouvent sur la quadnquc

lAa!Aﬁ’Bﬂfzsle = 0.

'[‘héoréme duel du théoréme 7 X; o

Le lieu géométrique de points tels que les cones ayant ces pomts pqur, -
_ sommets, circonscrils aux guaquuea f».9> b sont tangents a ces quadriques
le long de coniques telles que chacune est inscrite polairement au lien géomé-. -
trique des pomts tels que les couples de tangentes menées de ces points aux.

dewc autres comquea sont conjugués harmomques, a pour éqamtum e
et P= lAutB:AC'«lx‘xfl =0, ‘
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Théoréme duel au theotéme n° XI

Si quatre quadnques sont dans une telle position mutuelle que ch,acune -
d’elles est inscrite polairement au lieu géometrique de points tels que les
" cbnes. ayant ces points pour sommets: circonscrits aux trovs quadriques,
_ touchent ces quadriques le long de coniques dont chacune est inscrite polaire-
ment au lieu géométrique de points tels que les couples de tangentes, menées
de ces points aux deux autres coniques, sont conjugués harmoniques, ces
quatre quadriques sont liées par. la relation

R @4 = ‘AtdlBti‘Cu!Du' =0.
- K tnversement.

Théoréme duel au théoréme n® XII:

Si pour trois quadriques, ona O, = 0, la quadrique, dont le discri-
minant tangentiel figure dans deux couches de ce déterminant cubzque est
snscrite polairement au lieu géoméirique des points tels que les cones ayant

_ .ces points pour sommels, circonscrits aux trois quadrigques, touchent ces
quadriques le long de conigques dont chacune est inscrite pol(urement an
lieu géométrique de points tels que les couples de tangentes mendes de ces
points aux deux autres conigques sont conjugués harmoniques.

Théoréme duel au théoréme n® XIII;

8’4l existe un tetraédre polaire commun & deux quadrzques et si les
plans tangents menés par ses arétes a deux autres quadriques forment des
-couples de plan conjugués harmoniques, ces quatre quadriques sont liées par
la relation O,=0,c.adle théoréme duel au théoréme n® X I est valable
‘pour elles. -

Théoréme duel au théoréme n9 XIV:

5 - 8’4l _existe, pour trois quadriques prises dans un certain ordre, un
- tetraddre polaire commun auzx deux d’entre elles, dont les arétes sont tangen- -
- tes & la troisiéme quadrique dészgne’e par le numéro, d’ordre. r, ces trois
. quadriques sont lides par la relation 0, = @ d. les théorémes duels
; -féaua: des théorémes n% V, VI, XII sont valables pour cés quadriques.
“Dans ce qui precdéde, nous avons trouvé la signification geométn-
que de tous les invariants obtenus par I'opération (1) appliquée an
~ dicriminant d’une quadrique. Nous avons trouvé les propriétés géoms-
triques de deux, trois et quatre quadriques, pour lesquels I’évanouisse-
- 'ment de ces invariants simultanés est une'condition et nécessaire et
~ nuffisante. I/invariant simultané fondamental est 'invariant 6,, étant
: . donné que les autres invariants en découlent, comme cas parhcuhers
;- et iken est de méme de leur signification géométrique.
e Pour terminer indiquons encore briévement comment on peut
; éhendre la théorie précédente sux espaces a plus que trois dimensions.
'Eans l‘espaoe & quatre dnnengmns. on procédera de la fm;on suivante:

: ,_(}n cm\mra. les enveloppes des hyperpla.ns o= 2“"“ =0 dont les



intersections avec les hyperquadriques correspondantes sont des quadri-
ques, pour lesqnelles I'un des invariants simultanés 6;, ©,, @, 6, et
@, est égal & zéro. On obtiendra successivement, pour ces enveloppes,
les équations suivantes:

ayl@is @ bsluuy] = 0,
|@is|bislbislbaslwius| = 0;
|@gy|@j|biglbys|wiuy] =0,
|@gjlasbislesuau;| = 0,
|a431b41bsslcos|wins| =0,
[@slbgslessleqsluau; | = 0,
‘azilbﬂ(ctlldc:flu(udl = 0.

La_derniére de ces equatlons est la plus générale. En prenant en consi-
dération les conséquences géométriques de la fusion des quadriques
correspondantes, on obtiendra comme cas particuliers de cette équation
les équations précédentes avec leur signification géométrique. Il suffit
done d’établir cette équation, c. & d. I'équation de l’enveloppe des
hy’perpla,ns dont les i.ntersections avec les hyperquadriques

f = Za,, x‘x,* 0 g= Zbi,x,x, =0,h= Zc.,x.x, =0, k= Zd,,x‘x, =0

sont des quadriques dont chacune est circonscrite polalrement & la
surface P des trois autres quadriques. On I'obtient par le procédé
suivant: En éliminant x; de ’équation de I’hyperplan ¢ et successivement
des équations des quadriques f, g, h et k, on aura des équations

1 4 4 4
Zaﬁuiuf =0, Zﬁﬂ“ s =0, Zy.-;u s =0, zéijuiuj =0,

qui 8ont les équa,tlons des projections du sommet 05 des quadnques d’in-
tersections dans I’hyperplan z; = 0. Comme ici, encore, il s’agit d’une- ¢
propriété projective de ces quadriques, il suffit de lier par la condition
0, = 0 les projections de ces quadriques dans I’hyperplan x5 =0,c.& d.
de peser -
- O = |yl Buslysldusl = 0. : ‘ 3
En developpant le déterminant cubique du premier membre de cette
équation et en l'ordonna.nt par ra.pport aux éléments %y, OD BUTS I’équa-
tion . )
ZKmf"“"v =0, Ktm = Kuii T % \\ :
bi=1 A
Cetbe équation est le développement d’un - détermma.nt cublque du 2
cmqméme degré par. ra.pport & la couche’ aux 'éléments u,u,, donge- on pent.
; Py= iau]bulcufdu‘{“iul’ = 0

T e e



" Pour que I’hyperquadrique % = Ze“:c,z, = 0.soit mrconscnte polaire-

ment 3 ’hyperquadrique P,, on d01t avoir
05 = L“ﬁlbalctﬂdaleul =0.

~

~_ Par un raisonnement analogue & celui fait & & propos des quadnques.
" nous arriverons au résultat: .

Si pour cinq hyperquadriques, on a @5 = 0, chacune d'elles est
circonscrite polairement & I’hyperquadrique P des quatre autres hyper-
quadriques et réciproquement. Cela signifie: S¢ pour cing hyperquadrs-
ques on a @y = 0, chacune de ces hyperquaquuea a une infinité de hyper-
pentaédres polasres dont tous les hyperplans, déterminés par quatre som-
mets arbztmzres, coupent les quatre autres hyperquadriques en des quadrs-
ques qui sont dans une position mutuelle caractérisée par la relation @, =
= 0, c. & d. pour lesquelles le théoréme X1 a lieu.

Les autres invariants simultanés des hyperquadriques dans I'espace
<& quatre dimensions avec leurs propriétés géométriques peuvent étre
> obtenus comme cas particuliers de I'invariant @j. Il y en a six types
. différents. 4

' Dans l’espace & cinq dimension le point de départ seront les rela-
~ tions polaires des hyperquadriques de cet espace aux enveloppes des
-hyperplans coupant ces hyperquadriques dans les hyperquadriques &
~ quatre dimensions pour lesquelles les invariants simultanés, trouvés
- pour P'espace & quatre dimensions, sont égaux a zéro.

- Dlune maniére analogue, on procédera dans les espaces & mm
" nombre plus élévé de dimensions. Evidemment, cette théorie devient

_de plus en plus ample & mesure que le nombre de dimensions s’aceroit.

O geometrlckom vyzname urlitjch simultinnych invariantov
£ ~ 'kuZelosetiek a kvadrik. ~

‘(Obsah predchédza;ﬁceho ¢lanku.)

®

e mvamantu IT formy n-tého stupha f s koeficientami ag pnbra .
- nim daliej formy n-tého stupiia g 8 koeficientami b; diferencidciou

v z agb; dostévame simulténny mvana.nt foriemfa gs tym istym mo-

i du]om ako u invariantu /7, Opakovanim te]to diferencidcie pnberanim
/da.liioh foriem dostivame -dalfie simultinne invarianty, a% nakoniec

. vapiks simultdnny invariaht linedrny v koeficientoch ka,idej formy.
Pmdmetdm‘ yfedehé.ﬁ;ﬁoej préce je vyletrovanie &  hl’adanie geometric-

t6ho ma '~ pokial’ hie je zndmy — simulténnych invariantov
-zfskanyoh tymto postupom 2z diskriminantov kvadratickych foriem
"témi.mych 8 kvaternﬁnyeh U temérne; kvadratxoke] formy ]edné L
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° mmultﬁ.nne invarianty 9,, 6, & 9, Je n&;deny obeony geometncky
vyznam zékladného invariantu O, a je poukézané tieZ ako plynd z neho
znéme geometrické vyznamy invariantov @, a @, U kvaternirnej
kvadratickej formy systém tychto invariantov tvona. simultdnne in.
‘varianty 6,,0,,D,0,1), O;, 0,3, 0,. Pre kazdy 2z tychto invariantov
je nédjdend geometncké. vlastnosﬁ prisludnych kvadrik, pre ktord nulovd
hodnota tohoto invariantu je jak nutnou tak i dostadujicou podmien.

kou. Je poukdzané ako zo zdkladného invariantu-@" plynd geometrické K

vyznamy ostatnych invariantov, teda i zndme obecné geometrické vy-
znamy invariantov @,, 0, a tie doposml’ zndmy Specidlny geometricky
v¥znam invariantu @. V zévere je odvedens geometrickd vlastnost zé-

kladného invariantu @ nadkvadrik v ¥tvorrozmernom priestore a po- :

ukdzané ako je moZné tito teoriu rozifrif na priestory viacrozmerné. -
V préci sl pouiivané systematicky kubxcké determmanty

]
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