Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Josef Klima

K urceni thlu dvou rovin v prostoru ¢tyfrozmérném a nékteré tilohy s tim
souvisici

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 62 (1933), No. 4-5, 132--139

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123916

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1933

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123916
http://project.dml.cz

K uréeni dhlu dvou rovin v prostoru étyfrozmeér- -
ném a nékteré ulohy s tim souvisici.
Dr. Jos. Klima. “ ’
(Doslo 24. b¥ezna 1932.)

1. Dvé roviny =, o v &tyfrozmérném prostoru sviraji dva
ahly o, f. Jestlize pruseéik téch rovin je p = (o), sviraji primky,
jdouci bodem p na pi. v roviné g, se svymi kolmymi praméty do
druhé roviny = thly, z nichZ obecné jeden « je nejvétsi a jeden f
nejmensi. Jsou to thly téch rovin. V pripadé, kdy « = B. sviraji

- vSechny tyto prfimky s rovinou = stejné thly a o rovinich o, »
pravime, Ze jsou stejnodhlé. V nésledujicim podividm velice
jednoduché konstruktivni uréeni Ghli dvou rovin prostoru &ty¥-
rozmérného, a to v kolmém promitani na dvé zcela kolmé pramétny,
a to prvou (XY) a treti (Z7'), jeZ je zobecnénim Mongeovy projekce
pro trojrozmérny prostor.!) Jednu z danych rovin x zvolme v pri-

1) Jiné neGplné YeSeni obsaZeno v knize Schouteové: ,,Mehrdimensionale
Geometrie*, I. dil, str. 115, odst. 65.
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métné (XY), na kteryzto piipad lze obecny piipad pFevésti trans-
formaci priméten!?) Treti pramét roviny » je bodem v poditku o
soufadnic (obr. 1). Druhd rovina ¢ budiz ddna t¥emi body m, n, ¢,
uréenymi priméty prvnimi a tretimi! Prvni a tfet! obraz pole
roviny o jsou afinni soumistnd pole. jejichZ afinita () déna od-
povxda]mlml sitrojahelniky mn,q, < mynyg,. Prisedik rovmy oS @
je prvm stopnik p, takze p; = o. V afinité (p) uréime snadno
prvni obraz p;2) OpiSme v prvém obraze kol stiedu p, libovolnou
kruZnici K; polomérem 7 a uvazujme ji za prvy obraz kiivky K
roviny ¢ a sestrojme jeji tfeti obraz K, jakozto k¥ivku afinni ke K,
v afinité (¢)! V obr. zvolena kruznice K, tak. Ze prochdzi bodem m,,
a sestrojen pro elipsu K, par sdruzenych poloméri pym,, s, jez
odpovidaji kolmym polomérim p;r; L pym,; kruZnice K;. BudteZ
Dsts. Psbs poloosy elipsy K;! Abychom uréili odehylku hbovolneho
poloméru pm elipsy K od =, to jest thel s prvym jeho primétem
1y, sestrojime skuteénou velikost pravoahlého trojahelnika mm, p,
kde tfeti primét primétu m, je v p; = 7. Stadl seuirojiti.mmg 1
L opsms a mgm’ = pm, =1 a Am'pym; je skuteénou velikosti
Apmmy a uvrcholu m' je odehylka x4 poloméru pm od 7. Probiha-li
bod m,; kruznici K,, bude se odchylka u méniti a nejvétsi a (nej-
mensi #) bude pro bod a (b) elipsy K. jehoz t¥eti obraz je ve vrcholu
hlavni (vedlejéi) osy elipsy K;. Ubly «, B jsou l'lhly rovin g, 7

Roviny a = (aa,p), f = (bb,p) uhlu «, B maji prvni i t¥eti priméty
v kolmych piimkéach a proto jsou zcela k sobé kolmé. Kdyby K,
bylo opét kruznici a afinita (¢) podobnosti, pak rovina ¢ svira s »

stejné thly a = g, jejichi tga = éiagiz k, poméru to po-

177%1
dobnosti. Dostdvame vétu 1.: ,.Roviny, které s (XY) jsou stejno-
whlé, zobrazuji se v podobnost mezi proym a tretim obrazem a tangenta
jejich whlt je rovnd poméru podobnosts.

P¥i uréovani ahli o, § roviny g od = nebylo tfeba uréovati
jejich prasediku p. KruZnice K; mohla se v p, zvoliti libovolné
tfeba o stfedu m; a pokrafovati stejné. V obrazech la), b), ¢)
ukdzéno, jak podle pfedchoziho uréime Ghly «, § roviny g s w =
= (XY), m4-li rovina zvlastni polohu k této pramétné. Tak
v obr. la) rovina g = (mng) je polorovnobé&ind s =, aniz jsou
v témZe prostoru, takZe jejich priseéik p je dbéinym bodem.
TYeti pramét roviny ¢ je v piimece. g3 = mynsgs, jeZto promitaci
1‘oviny bodl roviny ¢ jsou v témze prostoru, ktery protind (ZT)
v pfimee g,. Afinita (o) mezi tfetim a prvym obrazem je singuldrni
a doplnuJe se nejlépe uzitim pomocneho obrazu druhého na (YZ).

)Tamtez str. 118, odst. 66.
3) Kadetavek - Khrna Kounovsky: ,,Deskriptivni geometrie, I. dil,
odst. 36, IL. dil, odst. 455.
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Radg bodové my, ns, qs, . .. na g, odpovidd osnova primek M, |
| Ni||@: ... KruZnici K,, opsané kol stiedu m, polomérem na

pt. 7 = myn,, odpovidd v tfetim primété Gsetka v g; o stiedu my
a jednom koncovém bodé a,, ktery odpovida tetn& A, | M, kruz-
nice K,. V obraze uréen jako v obecném p¥ipadé maximélni Ghel e,
kdezto f = 0°. ‘ ‘

V obr. 1) rovina ¢ je s«
v témie prostoru, takze protinaji
se v piimece P, jejiz tYeti obraz
je v o a tfeti obraz roviny p je
op&t primka o, = mgnyg,, jdouci
véak tentokrite podatkem. Zde
postupujeme shodné s piedchozim
a opét B = 00 V obr. ukazino.
Ze thel « je stereometrickym
tthlem rovin g a = tim. Ze jejich
prostor (pm) otoéen kol = do
prostoru (XYZ), pti éem% body
m, n, ¢, ... preSly do (m), (n),
(q); . ... jejichz treti obrazy jsou
v Z a prvé splyvaji s prvymi
obrazy bodt m. n, ¢. Jezto roviny
otd¢eni jsou zcela kolmé k s,
proto i kruZnice otddeni v t¥etim obraze jevi se ve skutetné veéli-
kosti. '

Koneéné v obr. Ic) je rovina p polokolméd k =z, takze ¢, je
pi{mkou. KruZnici K, o stiedu m;.a poloméru » = myq, odpovids
v singuldrni afinité (p) elipsa. rozpadajici se ve dv& rovnobézky,
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soumérné podle m,, z nichZ jedna je v pfimce Q. odpovidajici
bodu ¢;. Patrné tthel « = 90° a 8 ma zcela uréitou hodnotu, v obrazci
sestrojenou. o

2. Afinita (g), do niZ zobrazuje se libovolna rovina, mé jeden
samodruzny bod 4, v konednu a dva Tu,s 2u,; Gb&Zné. Koinci-
denénim Gtvarem, t. j. mistem bodu, jejichZ prvni a t¥eti obraz
splyvaji, je plocha tfetiho stupné, rozpadajici se v rovinu totoz-
nosti 7 v koneénu a hyperboloid 7% v abéZném prostoru. jez maji
spoleénou p¥imku 7'.,.4) Jsou-li 18, 35, Ubéiné piimky priméten
(ZT), (XY), pak ub&%ns piimka nakresny je obrazem 1S; = 38;.
Kazdy tbéZiny bod u,s., ndkresny je prvym a soudasné tietim
obrazem oo! bé&Znych bodlé wu.. jeZ jsou na priseénici U rovin
(*8u,). (3Susy), lezicich v ib&Zném prostoru. P¥imky U tvoii jednu
soustavu tvoficich pfimek koincidenéniho hyperboloidu 2. pro-
bitha-li w3, Gb&Znou pfimku nakresny. Druhd soustava tvoricich
piimek na 72 obsahuje pimky !S.. 3§.. jakoZ i béiné primky
rovin, jez zobrazuji se v homotetiénost, takZe soustava ta obsahuje
té% béinou prlmku T. 1'ov1ny totoZnosti 7. Budiz V. ubéinou
pfimkou roviny o, pro niZ afinita () pfechdzi v homoteti¢nost
patrné pro stied ¢ 5. ktery je obrazem praseéiku ¢ = (o7)! V obr. 2
vyznaleny schematicky Gbéiné primky 1S, 38, T', V. jez maji
polohu hyperboloidickou, leZice na 72, a libovolny bod m také
roviny g, jakoz i prisedik jeji ¢ s rovinou totoznosti . Spojnice im
protind V v bodé u, jimz na 72 jde piimka druhé soustavy U,
protinajici pifmky prvé soustavy 1S, 7', 38 v bodech s, u’. 3s.
Promitaci roviny (1Sm), (3Sm) bodu m protinaji rovinu (Utm)
v ptimkich lsm, 3sm: protinajici pfimku fu’ v bodech m', m'".
Tteti obraz bodu m'"’ splyvé s ms, a jeito m’” je v roviné v = (7).
splyva my; s m'’;. Bude tudiZ (mmgh sty s.) = (m'm'tu') =
= (I¥sun’) = (1838 VT).

Véta 2: ,,Rom’na jet se zobrazuje v homotetitnost o pomem
t My b gmy = k, md ibéEnow pFimku V na hyperboloidu totoznodm 7%
ta,lc polozenou, Ze (MS38TV) = k. .

Uvaaume nyni. co tvoli ubézné primky Vs rovin g,. 3e1;
s (XY) sviraji stejné Ghly. jejichZ tangenta % je rovnid pomért
podobnosti mezi tietim a prvym obrazem roviny p.! Podobnost
tu prevedeme v homotetiénost. jestlize na p¥. prvy obraz roviny ge
oto¢ime kol samodruzného bodu ¢, ;, obrazu to prisediku ¢ = (v0s),
tak, az libovolny bod m, pole g; ptejde na paprsek tsm, pole g;
za, predpokla,du ze podobnost (g) je souhlasnd. Otodeni toto
o thel w = 3 myt, 3my je obsaZeno v otodeni celeho nadprostoru P

1) Th. Schmid: ,,Uber die Koinzidenzaufgabe der darstellenden Creo-
metrie des vierdimensionalen Raumes. Zpravy Vldenské aka.demle, rolu
1928. :



kol roviny (ZT) o tyz thel w, jeito pii tomto otadeni roviny zcela -
kolmé k (ZT') jsou invariantni. Otoédi se tudiz rovina g, v rovinu g, -
jejiz ib&zné piimka V je na 72, a to podle véty 2. je (\S*STV) =k. -
Kruhovym bodim 4 ¢, — ¢ nakresny odpovidaji na hyperboloidu -
totoZnosti 72 v prvé soustavé piimky -+ I, — I, z nichZz na p
prva obsahuje body, jichZ prvy i tietf obraz je v -+ 4. Pro souhlas-
nou podobnost a tyZ pomér k dostdvame roviny, jez vzniknou z ¢ -
otodenim kol (ZT') o rizné Ghly w. Budou tudiZ Gbéiné primky Ve
téchto rovin g, tvoFiti jednu soustavu p¥imek na hyperboloidu 2, -
obsahujicim v téZe soustavé piimku V, vySe uréenou, a v druhe -
- soustavé piHmky + I, — I, a pro néjz primky 1S,38 jsou sdru- -

Zenymi poldrami, takZe v prvé soustavé jsou téz pfimky + J, —J,
tvorici s + I, — I &tyfuhelnik zborceny o thlop¥ikach 18, 38
{obr. 3). o T
Byla-li by podobnost mezi prvym a tfetim obrazem nesou- ..
hlasné, ale téhoZ pomé&ru k, tfeba nejprve, abychom pievedli
podobnost v homotetiénost, na p¥. prvy obraz pieklopiti kol -
piimky O, jdouci samodruZnym bodem ¢, ,, a pak teprve otadeti -
kol ¢ ;. Preklopeni prvého obrazu, aniZ treti obraz se méni, od-
povidad v nadprostoru P, centrilni involutorni kolineace pro stied
v Gb&iném bodé s, roviny (XY) ve sméru kolmém k O, a pro
samodruzny prostor X, uréeny osou O a polarni rovinou bodu $e,
k absolutni b&Zné kulové plofe. Patrné X = (180). Libovolny
bod m prejde tu v soumérny bod m vzhledem k prostoru X, pro
néjz je my = mg. Rovina g, pfejde v soumérné poloZenou ro- °
vinu g, podle X a jeji Gb&Zna p¥imka 1V, dostane se z V, involu- .
torni stfedovou kolineaci o st¥edu s.. a roviné (480.,), je-li 0., Gh&Zny "
bod osy 0. Tato kolineace pievadi pfimky V, jedné osnovy na »? -
v primky ¥, drubhé osnovy, jeZ protinaji pfimky +J, —J. =
Dostdvime tu nésledujici dvé vity: .
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Véta 3: ,,Ubezné pitmky rovin, 9ez zobrazuji se v podobnost
mezi proym a tretim obrazem pro pomér k, jsou na témze hyper-
bolovdu x*, jdoucim prostorovym ctyruhelmkem +I,—I,+J —J,
a to pro souhlasnot podobnost jsou téze soustavy s + J, —J a pro
nesouhlasnou soustavy s + I, — 1. Hy Jperbolozd %% protind hyper-
boloid totoinosti t® mimo pitmky + I, — I jesté v primkdch druhé
soustavy V, V', pro néZ plati ( 1S3ST V)=Fk, (S®TV')=—k*

Véta 4: I}Wé’zne primky rovin, steynouhlych 8 m, tvors dvé
linedrni kongruence paprskove o Hdicich primkdch + I, — I nebo -
+ J, —J.- Proé majz za obraz souhlasnou a druhé nesouhlasnou
podobnost mezi proym o tretim obrazem.”

Hyperboloidy »* pro riiznd & tvolf svazek ploch 2°; obsahujici
téZ absolutni plochu, jehoz sloZené plochy jsou: a) roviny (+ I1—J),
(—I 4+ J) jdoucei primkou 1S, odpovidajici & = oo; b) roviny
(+ I+ J), (—I,—J)obsahujici 38 a odpov1da]101 k= o.

Budiz v obr. 4 déna ptimka
A =mn a m&me ji proloZiti
_roviny stejnoihlé s z! Roviny ty
jsou dv& g, o a zobrazuji se v po-
dobnost pro pom&r k=mgng/mn,,
a to bud v souhlasnou (g) nebo ne-
souhlasnou. (1p). Obrazu ¢; = q1
libovolného bodu . ¢ (1g) = prvé
(drubé) roviny odpovida obraz qa ('gs), kde Amgnsqam Amng,
[Amgnglg; oo Amynglg,]. Roviny g, e jsou soumérné poloZeny podle
prvého nebo tfettho promitaciho. prostoru pfimky A. Ub&ny bod

piimky 4 je na hyperbolmdu %?, patiicim k poméru k, (b&iné

* . piimky rovin g, *o jsou tvonc1 pmmky‘ na x?> prvé nebo druhe

soustavy, ! :
Véta 5: ,,Primky, 7ez smmyz .s (XY) tyz 'Llhel yehoz tangenta

je k, maji ibéiné body na temze hyperbolozdu x‘“’ pn.slu&’e}wzm

k éislu k. ST MO m,, }'

-Budiz v obr. 5 ulohou proloz1t1 pnmkou A= mn rovmy 050
jez sviraj{ s (XY) dhly. a, B! OpiSme v prvém obraze ‘kruZnici K -
o stfedu m, a poloméru r = myn,! V afinitd (), do nf zobrazu]e

se hledand rovina, musi kruZnici K, odpovidati elipsa o st¥edu ms,

jez jde bodem nz a ]e] po]oosa hlavni @ = ‘msas =r tg @a vedle]él.
b = mgby = rtg f.- Lo
Tyto delky sestrojeny ]sou v prvem obraze Aby uloha, byl&

moZné, musi b < mgng < 4, jestlize ‘a > B." Abychom . sestrojili ™
v tfetim obraze elipsu Kj, uZijeme prouzkove konstrukee, elipsy, -
na pf. pro soudet pologs. OpiSeme. kol n, kruznici R polomexem
}(a—") a protneme jiz my kruznici o poloméru (e +b) v bodech 1,2
Spojnice 7,1 protina kruznici, opsariou ze'stfedu 1 polomérem lm3, N
v bodech (a) (b) hlavm a vedlejél osy ehpsy 4!_(&., Primér. 1q3q3
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elipsy A, sdruzeny k msn3 je kolmy k sn,, kde s je vrchol obdélnika
mala)s(b) a mygy = Mslqy = 1,8.5) Vezmeme-li prisedik 2, dostaneme
elipsu K';, soumérnou ke K, vzhledem k A4;. I oznaéme jeji body,
soumérné k bodim K, stejnymi pismeny, ale s ¢arkou! Lze pak
ptimkou 4 proloziti celkem ¢ty¥i roviny, vyhovujici tloze, a sice
jsou dény afinitami, v nichz pravouhlemu rovnoramennemu
trojihelniku nymg, odpovidaji o (nymags), 0 (nemsq’s), 0 (Mamslgs);

. -
s 5
I\ /!

1y’ (ngmglg’y). Roviny ty po dvou p. ¢ a tp, o’ jsou soumérns
poloZzeny podle promitacich prostori piimky A.

Snadno lze téZ zodpovédéti. co tvoi{ Gb&iné primky vech
rovin, jeZ s (X7Y) sviraji dhly «, . Poviimnéme si obrazu 1! Polo-
méry elipsy. jeZz jsou soumérné polozeny podle osy p,as sviraji
s (XT) stejné thly a proto jejich Gbé&Zné body jsou na téze plose »2,
patiiel k piisluinému poméru mezi jejich tfetim a prvym obrazem.
V oséach elipsy K, splyvaji dva polomérv rovnéz stejné, a proto
dostavame vétu 6

Ubé&iné primky rovin, jes svirajs s (XY) athly a, B, tvort kon-
gruenci spoleénych teen dvou hyperboloidi ze svazku (x?). jeZ pri-
ndlefeji k poméram tg «. tg f.7°°) '

5) KadeFavek - Klima - Kounovsky: ,,Deskr. geometrie*, str. 97.

8) Viz analytické vyvozeni pro centralni promitani od prof. Dr. L. Ses-

ferta:.,,O ithlu dvourovin v prostoru étyfrozmé&rném®, tento dasopis,
ro¢. LII, strana 143.




139

Sur la détermination -de Vangle de deux plans dans-l’éépace
a quatre dimensions et sur quelques problémes qui s’y rattachent.

(Extrait de larticle précédent.).

L’auteur donne, . dans la premitre partie, une construction
- simple des angles @, B que fait le plan p = (mnp) avec le plan
~de projection orthogonale (XY) sur deux plans de projection (XY), -
(ZT) totalement orthogonaux Le plan g est projeté suivant une
affinité (o) entre la premiére et la troisiéme images, déterminée"
par les projections de trois points m, n, p du plan. Construisons,
dans cette - affinité, ’ellipse K correspondant au cercle K; au
‘rayon 7 et.dont le centre soit p;. Les demiaxes de lelhpse K,
étant pyas. Psbs, on a tga=pa;:r, tgf =mpbs:7 (fig. 1). Les
~ fig. labc) donnent les constructions des deux angles dans des cas
spéciaux, ol le plan o est semiparalléle, a (XY) et de plus, ou
est situé avec (XY) dans le méme espace, ou ne l'est pas, ol
bien est semiorthogonal & ce plan. Dans la deuxiéme partie, ’auteur
détermine les lieux des droites & linfini des plans o faisant,
~avee (XY), les mémes angles, dont la tangente a la valeur lc
‘et des plans ¢ faisant, avec (XY), des angles donnés «, f. Dans
les fig. 4, 5 on a construit des plans passant par une droite 4,
faisant avec (XY) ou des angles egaux ou des angles donnes a, [3
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