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Tudiz
_ k A
e+ =P+ p
Av3ak pii k=1, neb & =2, mdme piedpoklddajice 4 > 1:

2
4kj;l <A tedy o' ky’? < Ap.

2
Jeli k=3, tu mame %‘*Z—l <  jakmile A>2. Zby-

vajici ptipad A = 2, nemiiZe se vSak vyskytnouti; nebof pak by
m? - 3n? bylo &islo sudé, tudiz m i n lichd ¢&isla, a tedy by
m? -+ 3n? nanejmih = 4 p.

0 stanoveni orthogonalnych trajektorii kruZnic
V roviné.
Napsal
Eduard Weyr.

K tdvahdm, jez nisleduji, byl jsem pobidnut praci p. Cata-
lana ,Sur les trajectoires orthogonales des sections circulaires
d’un ellipsoide“, obsaZenou v Liouvilleové Zurnalu, tom. XII.
Vyvineme-li differencialnf rovnici, na niZ zileZ{ feSeni problému,
cestou nejpifméjsi, tu se vyskytne tvar, jehoZ integrace by se
nam as snadno nepodafila; p. spisovatel ptekondvd tuto obtiz
zavadéje vhodné nové proménné.

Promftneme-li kruhové ftezy trojosého ellipsoidu kolmo
na rovinu rovnobéZnou s rovinami onéch fezfi, tu obdrZime co
priméty systém kruZnic , které se jisté ellipsy dvakrite do-
tykajf. Orthogonalné trajektorie téchto kruznic jsou patrné pri-
méty hledanjch trajektorii na ellipsoidu. ReSeny onen kol
jest tedy jen zvliStnim piipadem stanoveni orthogondlnych tra-
j ektorif kruZnic, jichZz stfedy jsou na ptimce.

Tento obecnéjsf problém roziesime kvadraturami; totéz
ukiZeme vzhledem k dkolu obecnéjsimu, kdy jde o stanoveni
orthogondlnych trajektorif kruzZnic, jeZz protfnaji pevnou kruz-
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nici pravouhle (aneb jeZ prochizej{ pevnym bodem). Oba tyto
vyjsledky v8ak zahrnuje patrné tato véta:
pZndma-li jedna orthogondind trajektorie soustavy kruZnic
v roviné, tu lze stanovitt vSecky ostatni pouhymi kvadraturams;“
touto vétou ukonéim své tvahy.
Znati-li e a = libovolné dané funkce néjaké proménné ¢,
tu repraesentuje rovnice:
| (@ —a)* y*—r= ¢
kazdy systém kruznic, jichZ stfedy jsou na p¥imce; pfimku tu
jsme k vili zjednoduSeni poctu zvolili za osu « pravoihlych
soufadnic x, y. Differencovinim mame z (1):
(¢ — @) de 4 ydy = 0.
Eliminac{ hodnoty ¢ z rovnice:
yde — (x— ) dy =0 @)
a z rovnice (1) obdrifme tedy differencidlnou rovnici orthogo-
nalnych trajektorii soustavy (1). —
Udinfme-li :
x=a 4 rcos w,
tu pak Y =1 sin . @)
Zavedeme-li na misto proménnych 2, y proménné e, ¢ do
differencidlni rovnice trajektorif, tu lze kol kvadraturou FeSiti.
Vskutku znf nyni differencidlnd rovnice orthogonélnych
trajektorii:

g% =ty o,
t. j. vzhledem k rovnici (3) a po kritké redukei:
do o
sinw 1 dt; )

zde znal{ ' derivaci « podle t£. Mdme tedy integrovdnim:

logtg ¥ 0 = f%‘ dt - const,
co rovnici hledanjch car.

2. Transformujeme-li néjaky obrazec methodou reciprokych
privodicd, tu jest obraz originalu v nekonec¢né maljch édstech
podoben, t. j. dhly, v nichZ se libovolné ¢ary protinajf se ne-
ménf onou transformaci. Znidme-li tedy orthogonilné (neb koso-
uhlé) trajektorie zobrazeného systemu car, tu miZeme ihned
ustanoviti trajektorie systému pdvodniho. ' '
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Znaéf 1i R stalou, tu vyjadiuji formule:

_ k& _ My
m_§2—|-—’i1“ y_§2+7l2 (5)

transformaci reciprokymi privodici; «, y a & % jsou pravoiiblé
souradnice bodd navzdjem zobrazenych.
Snadno shleddme, Ze kruZnici:

@—a)’+@y—p*—r*=0 ©
zobrazuje kruznice:
E—&)+m—n)"—e*=0, Q)
jestliZe polozime:
£ = ha
o= g
h
o= a'z_t_%ﬁ ) 8)

h?
e =&"+mn"— 072_}_‘ﬁét;é .

Pokldddme-li v rovnici (6) hodnoty e, B, » za funkce né-
jaké proménné ¢, tu repraesentuje (G) soustavu kruznic, a totéz
pak plati o rovnici (7). Maji-li se stfedy kruznic (7) nalézati
na néjaké piimce:

A, + By, + C=0, 9
tu musf hodnoty «, §, » hovéti rovnici:
At 4p M oo
“2+ﬁ‘2_7.‘2 a2+ﬁ2_r2 -
t, j. musf:
r= Ve* B2+ aa + 08, 10)
rRA AB

v ¢omZz a, b znaéi zlomky T T

Je-li podminka (10) vyplnéna, tulze dle ¢linku 1. stano-
viti orthogondlné trajektorie soustavy (7) pouhou kvadraturou;
transformac{ pak obdrZime orthogonalné trajektorie soustavy (6),
tyto tedy také stanoveny jedinou kvadraturou.

Uvazime-li, Ze znaily litery 4, B, C libovolné hodnoty,
tu vychiz{, Ze rovnice

2? -yt a4 by =0
pifsludi libovolné, pocitkem soufadnic vedené kruznici K. Hod-
nota r, kterou podavd rovnice (10) jest tedy délkou tecny ve-
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dené z bodu « = e, y = ku kruZnici K. Podmfnka (10) pravi
tedy jen tolik, Ze kruzZnice (6) orthogondlné protind kruZnici XK.
Tim naznacen spisob, jimz lze stanoviti orthogonalné trajek-
torie soustavy kruZnic protinajicich kolmo pevnou kruZnici; fe-
Senf vyZaduje jediné kvadratury. Podrobné provedenf poétu zi-
stavuji Ctenafi.

3. KruzZnice X, o které jsme privé jednali, jakoZ i osa
« v piipadu v ¢linku 1. uvaZovaném, jsou patrne samy jiZ or-
thogondlnymi trajektoriemi, t. j. repraesentuji partikuldrné inte-
prily oné differenciilné rovnice, na jejiZ integrovani z4visf
feSenf problému. Tim je patrno, Ze zahrnuje vysledky, jichz
jsme se dodélali, tato véta:

wZndma-li jedna orthogondini trajektorie libovolné soustavy
kruznic v roving, tu lze viecky stanoviti pouhymi kvadraturam?.'*

Vjrok ten mizeme taky takto vysloviti:

»Sestrojime-li soustavu kruZnic, jichZ sttedy (e, B) se na-
1ézaji na libovolné cate, jichZ poloméry vSak se rovmaji délce
teCen vedenych ze stiedd k jiné dané pevné éite, tu lze vidy
stanoviti orthogonilné trajektorie onoho systému kruznic pou-
hymi kvadraturami.* Danid pevnd ¢ara patrné repraesentuje
jednu orthogondlnou trajektorii.

Znati-li o, B a r dané funkce proménné ¢, tu stanovi
rovnice :

@—a)?+(y—p*—r*=0 (an
soustavu kruZnic v roviné. Eliminujeme-li z nf a z rovnice:

(y—P) de— (z— &) dy =0
hodnotu ¢, tu obdrZime differencidlnou rovnici, jejiz mtegrovanf
podava orthogonalné trajektorie soustavy (11). — Zavedeme-li
novou proménnou © rovnicf:

T —a-|rcosa,

tu pak: y =p -+ rsin o,
a tedy:

(12)

de = (a' 1 cos ) dt — r sin @ dw,
dy = (B’ + r* sin @) dt -} r cos @ de,
Tfm ale differencidlnd rovnice trajektorif:
dy _
TIe— =ty

nabyvé tvaru:
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do __ o B .

= fme—-—cosw; (13)
zde znalf o’, B’, »* opét derivace hodnot «, B, r dle ¢. Polo-
Zfme-li k vili strucénosti:

« _ . B _
,r— - T7 - T —_ ) (14)
tu mime z (13):
%?— = Tsinw - U cos . (15)

Chtéjice prevésti tuto rovnici na tvar znaméj$i*) pripo-
mefime si, Ze vyjadiivie sin ® a cos @ co raciondlné funkce nové
proménné v i do se objevi co raciondlny differencidl. Zndmo,
7e to vykonad substituce:

tgto=uv; (16)
tou (15) ptejde na rovnici:
d
7’;4-%%2—%—;0:0, (17)

Jest viak zndmo, Ze lze rovnici tvaru:

dv

S Tte®v+v@Ov+r®) =0
vidy integrovati, jakmile je zndm jeden partikuldrny integral.
Tim: patrné dokdzdna vyslovend véta.

Piispévek ke theorii ploch druhého stupné.

Podal
V. Jung v Pardubicich.

Rovnice stupné druhého mezi tfemi proménnymi znamend
plochu druhého stupné a mé vSeobecné tvar:
ayy @ Gy Y+ 33 2% + 2y, @Y - 20,5 Yz - 20,3 22 - 20y, @
2y, y + 205, 2+, =0 (1)
Degeneruje-li plocha druhého stupné na plochu bud kuZe-
lovou bud véalcovou, aneb na dvojinu rovin, v koneénu se
pronikajicich, aneb na dvojinu rovin stejnosmérnych, plati mezi

*) Viz ¢ldnek pana Besge-a v XI. svazku 1. serie Zurndlu Liouville-ova,
str. 445,
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