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jeho seznal prosttedky k urceni splosténostz nasi zemékoule a
ktery dovedl ze vieobecné gravitace vyloZiti velke merovnost:
planet Jupitera a Saturna. Jak ohromné bylo v§ak mé sklaméanf,
kdyZz jsem jednoho dne uslySel, kterak panf Laplace-ovd, ku
svému choti se bliZzic, pravila: ,Nechtél bys mi dnes svéfiti
klidek od cukru? Jesté ZivéjSfm spisobem dojala mne o né-
kolik dni pozdéji jind uddlost. Syn Laplace-iv Emdl piipra-
voval se ku pFijimaci zkouSce na polytechniku a dochizel nékdy
ke mné na hvézddrnu. Pii jedné takové navitéve vykladal jsem mu
spiisob feSeni ¢iselnych rovnic pomoci fetézeh ¢ili t. zv. methodu
Lagrange-ovu. O methodé té vypravoval syn otci se zvlastni zi-
libou. Nezapomenu nikdy na prudky vybuch hnévu, kterj po
tomto vypravovini nisledoval a slySfm dosud ty trpké vyéitky,
které mi ¢inil, Ze jsem h4jil methodu, kterd v praxi snad jest
dosti zdloubava, ale v theorii, co elegance a presnosti se tjce,
iplné bezvadnd. Zarlivost a piedsudek nejevily se snad nikdy
tak okdzale a drsné. ,Ach pomyslil jsem si, jak pravdivé citili
stat{ Rekové, piipisujice lidské slabosti i tomu, ktery pouhjm
zvrasténim mohl celym Olympem ottdsatil —

(Pokracovani.)

Jednoduché dikazy nékterych vét o kmen-
nych ¢islech.

Sepsal
prof. Karel Kiipper.

L
1. Transformace jisté irracionilné hodnoty.
Dén-li irraciondlny vyraz
VA+J
D >1
a platf-li
1) VA>J, 92) 4=J* (mod. D),
tu jej lze ptevésti na tvar obdobny
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VA4 T
- D
v némi# celistvd ¢fsla J', D’ vyhovuji podminkim
VA>J>0, A=J? (mod. D).

. . . VAL J
Oznaéme literou K nejvétsi celistvé cislo obsaZené v D+ ;

tedy
VAa4-J _ VA— (KD - J)
.T__K+ D .

PoloZme .
KD —J=J,;
pak plati patrné
1) VA>J>0, a téz 2) KD>J.

Abychom dokdzali druhou nerovnost, raznéme p¥ipady
kdy D Z—J Je-li D>J tu druhd nerovnost patrna., Je-li
D =J, tu patrné K>1 a tedy KD>J. Je-li konecné v pti-
padu tietim J obsaZeno mezi ¢ D a (¢4 1) D, tu patrné K
aspoit 2¢ obnd$i a ponévadZ 2¢ D nemidZe byt men3{ nez
(¢4 1) D, méme i v tomto pifpadu KD >J.

Déle mame

D
VA— (KD —J)
aneb odstranivie z jmenovatele irracionilnost

DIVA+ED—J]_ , , . A_J2VA+J' —>1
A—(KD—=J7 — LSS ek KD

Cislo 4 — J** jest ¢islem D délitelno; bud celistvy podil
D', tedy

>1,

A—J?
D= o @

Pivodni vyraz tedy takto pfetvofen:
YA+t+J —K4+ \r
D D

D(
=Kt VI
tak redukovén na irracionélnou hodnotu VAD+ f, kdez D' a J' hovi vy-

tknutym podminkém.



12

Plat{ nyn{ nerovnosti
J+D>VA4, J+D>VA
Prvnf z nich je patrnd, jelikoZ

VA —J
—5—<l1 an
vici definici éfsla K. Z rovnice
A—J?%= DD’
plyne
VA—J D
—— e W || 1-
D - VA4 J <
Déle z J'= KD — J mame
VA4 J VA—J
—p —EKt+t—p—>1
aviak
VA4 T D VA
Y e tedy "<
D =VI_J" eay D <1. (1)
2. Periodi¢nost odvozenych vyrazd.
Podrobime-li _\C{%‘I};i opét naznacené transformaci, do-

VAL
R
rovini nemd konce, ponévadz kaZdé dvé cfsel J, D vyhovuje
pivodnim podminkdm. Soucasné vSak nahliZime, Ze tato ¢fsla
pfindlezi omezené fadé cfsel; nebof znaci-li a nejvét3i celistvé
fslo obsazené v V'4, tu musi vidy J = a, a pondvadz

VAL _,
D -

déldme se nové irraciondlné hodnoty atd. Toto ope-

jest 2a nejvétsi hodnote, jiZ D dosdhnouti mizZe. Z toho jde,
7e v nekoneéném poétu druZin J, D nemohou se vyskytovati
druZiny sklddajicf se vidy z novjch ¢fsel, nybri Ze se musf
néjakd druZina nutné opét vyskytnouti. "

Budiz J%, D' druZina, kterd se pti onéch transformacich
opét objevi, budiZ J, D druzina ji predchizejici tenkrite, kdy
se J, D’ poprvé objevila, a bud ¢, & druZina ji pfedchdzejici,
kdy se podruhé objevila; tu ukiZeme, Ze
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d=0D, i=J.
Z rovnice
A—J*=DD'; A—J?*=dD’
plyne ihned

d=D.
Abychom ukdzali, Ze <=, oznaéme literou K’ nejvétsi
celistvé ¢fslo obsaZené v VAD_ll. Pak mdme

JJ=KED—J a J = KD—j1,
tedy
(BE—K)D=J—1.

Kdyby se rozdil J— ¢ nerovnal nulle, tedy by z okolnos ti,
7e je J —< délitelno D, plynulo, Ze se véts{ z éfsel J, ¢ ale-
spoii rovnd men$imu zvétSenému o jedno D, véc to nemoZnd,
ponévadz J a ¢ jsou << V4, kdesto dle (II) a (III), jak J + D
tak i ¢4 D jest vétsf nez VA.

3. Transformace irraciondlného vyrazu

VAd+a .. VA+4J,
A—g G —p—
kde? a znadf nejvétsf celistvé éfslo obsaZené v VA.
Odvodime-li z napsaného vyrazu po fadé dle ndvodu uda-
ného vyrazy vz;)_'_'_j,’, Y.A;)_‘_J’, atd.,, tu se objevi
2 3
VA+4a
A—a?
arci se ostatnf v témZ potddku jeviti budou. Mdme tu tedy
%aTa. Co se tkne posledniho

opét a s.difve neZ kterykoli z ostatnich vyrazd. Pak

periodu podild poéinajici s

VAL,

této periody, musi jeho jmenovatel D, rov-

podilu y)

nati se 1, nebot souvisi s ndsledujicim podilem rovnicf (I) ¢l. 1.

2
A—a® =

D,
Jo<VA4, J,+D, t. j JoF1>V4,

. Hodnotu J, ustanovime, uvézime-li, Ze mus{

a tedy

Ju = a.
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Oznatme Ad+z‘ piedposledni podil periody, V“;“‘_i”—
1 2
predptedposlednf atd.; pak oddéluje posledni podil \/‘af+'“

dvé totozné rady. V prvnf fadé jsme pravé napsali kazdy podil
dvojim spiisobem, jednou pomoci liter J, D, podruhé pomoci
liter 7, d.

Budtez a,, a,, a,,.. nejvétsi celistvd cisla obsaZens v po-

Vaig, VA4,

dilech D ) ) y +ee s A Xy, By, By, .. NEjVELS
1 2
X . v_ .
celistvd ¢fsla obsaZend v VAd+ 4 , Ad+ e , « ., pak
1 2

plat{
Ly =Gy Ty = Ay, T3 = A3y Lo = Am} « . -
Vskutku mime
1) Dya, —a=4J,; dyx, — 1, = a;
a dle rovnice (I)
d=A4A—a’t. j. =D,
timz
A Dy (@) —a)=1 — .
Kdyby @, >a,, tu by vychdzelo, Ze ¢, =J, - D, t. j.
i, >V 4, véc to nemoini. Kdyby «, <<a, tu by J, =1, + D,
t. j. J, > V4, co? opét nemoiné, Tudfz
X, =a,;  =dJ,,
a tedy
A—i4?® _ A—Jp2
dl - :Dl

t. j. dy = D,.
2) Mame

Dya, — J, = J,; dywy — 7, =1, = J,
&l .
Dy, — iy = J,,
z CehoZ odéitdnim
D, (x; — a,) = 1, — Jj.
Opét nemiZe z, > a,, nebot by nisledovalo
i, =J, + D, a tedy 7,>V4;
té nemize x, << a,, nebot by pak plynulo J, > V'4; tudf?
@, = ay; iy =J; z ¢ehoz hned D; = d,.
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Touto cestou plyne obecné
T == O} b = St j D = din.
Shledavime tedy, Ze Cleny fady
VAa+J, V444, VA4i, VA4
D, D, 7 dy 4,

od obou koncl stejné vzdilené obsahuji tyZ pocet jednotek a
Ze maji mimo to stejné jmenovatele. Co do cftateld, chceme-li
tu ku J, nalézti Citatel ¢, stejné velky, musime poéitati
v opilném sméru o jeden clen méné, t. j. vziti v —=m — 1.

Z ptedchizejicfch Gvah vychdzi jasné na jevo povaha fe-
tézce periodického, v néjz se vyvinuje V4.
Méme:

- - Perioda konéf clenem 2a; cleny ptedchézejici se podvojné
rovnaji, a sice vidy ony dva, jeZ jsou od konch periody stejnym
poétem clenti oddéleny. '

Riiznéme nyni dva piipady: :

1. Pocet clend a,, a,,... pfedchdzejic{ ¢len 2a nechf je
sudy 2m; :

2. tento pocet necht je lichy 2m - 1.

Ucifime nynf supposici, Ze 4 je éislem lichym.

Pripad 1. Tu se vyskytnou dva po sobé jdoucf stejné
¢leny as, an, tedy dva jmenovatele D, = d. .

Méme:

A—r2,
D,

= dpn,

tedy:
A= 1%, -+ dn
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Tim patrno, Ze pfipad ten nembZe mit mista, kdykoli je
A tvaru 4n -} 3.

Predpokldddme-li tedy, Ze 4 je tvaru 4n--3, tu musf
nastati

piipad 2. Zde se mezi ¢fsly ay, a,, vyskytuje stfednf clen,

budsi «; necht p¥isluif k irraciondlnému vyrazu _V_A_Di‘;f Viraz

—\—/—%ﬂ (kdez d

ten transformaci piejde do*) n = Dn), tedy

mime:
J=e«D—J t.j J= -%D——. @
Uvédiime-li, Ze se D nemiZe — 1, neb by pak. z nerov-
nosti J4 1> /4 plynulo J=a a tedy «=2a, coZ teprv
v poslednfm célenu se stivd, uvizime-li dile, Ze se D nemize
rovnati éislu 4, ponévadi je rozdil A — J*>0 a zdroveir déli-
telny ¢islem D, tu pak nalezneme snadno ¢islo « pro pfipad,

kdy kmenné éfslo 4 = 4n -4 3 touto tvahou:

2N2
Ponévads je A — Lf— délitelno &slem D, musf « byti

¢fslem lichym a tedy D*=4 t. j. D=2 Nynf vychdzi, Ze
J =« je lichym; a tedy, ponévadi J -+ 2>\/4,tedy J4-2>q,
musf J bud = a aneb = a — 1; prvnf plat{ je-li a liché, druhé
je-li a sudé

Je-h — sbliZeny zlomek a
¥ + PR
a, +
+1
Am—1
*) VZ;-J piSeme k vili struénosti mfsto Z—A—Mi, nésledujicf

irraciondlnd hodnota jest patrné a tedy in=Jm =J t. j.

Vais
)

Vz-*—‘lm
dm

ona hodnota je
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a %’— sblizenj zlomek jemu piedchdzejicf, pti CemZ necht m
0
jest libovolné, tu mame:

Vi = VAD+J v
VAT, 4o,
z CehoZ Vaci wv, — vuy = -1 vychazi
— Av?=+D,,.

Vyskytne-li se tedy hodnota D,, =2, tu bude:

u? — Av? =+ 2. I

Aby vSak méla mista tato rovnice, v niZ » a v jsou cisla
nesoudélnd, museji » a v byti ¢isly lichymi; pak jest ale i ¢islo
u? 421 u*—2 tvaru 4n -3, tudiz jest dle (II) i 4 pak
téhoz tvaru.

Tim jsme se dodélali téchto vysledkd.

Predné, Nabude-li néktery z jmenovateld D hodnoty 2, tu
je 4 nutné tvaru 4n - 3.

Za druhé, Je-li A kmenné Cislo 4n -3, tu jest stiedni
jmenovatel 2. Kdyby se nevyskytnul Zidny stfedni jmenovatel,
tu by se 4 = souctu dvou ¢&tvercli, nemohl by tedy byti 4 vy-
tknutého tvaru.

Za trett. Vyskytne-li se p¥i kmenném cisle A stfedn{ jme-
novatel, tu se musi z pravé vytknutych davodi = 2.

Za &torté. Pii kmenném Cisle A—=4n-}-1 se tudiZz nemiZe
vyskytnouti stredni jmenovatel a tudfz se takové cislo rovnd
souctu dvou ctvercd.

Za pdté. Predpoklidejme, Ze se nevyskytuje stfednf jme-
novatel a budtez D, —=d, oba stejné Jmenovatele uprostied
periody. Mdme pak

u?— Av?=+ D,
— Avy? = 3= Dy,
uvy — wev =+ 1,

Z téchto rovnic vychdzi, D, nemiZe byti ¢islem sudym,
nebot by pak byla jak ¢&isla w, v, tak u,, v,, lichd a tedy po-
sledni rovnice nemozna. Dile musejf 4 a D, byti ¢isla nesou-
délnd, nebot obéma spoleény délitel byl by i délitelem étvercd
u? a u,?% jeZ nemohou mfiti spoleéného délitele.
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Ponévad? zde méme A — J,2=D,? tedy ndm podava
nase transformace rozklad é&isla 4 na dva ¢tverce a sice tak,
" %e Jn a D, jsou nesoudélnd a J, &slem sudym.

Za Sesté, Jestlize stfedn{ jmenovatel D, jez se v piipadu
A =4n -} 3 nutné vyskytnouti musf, se nerovni 2, tu vici

23
tomu, e je A —143 délitelno A vychdzf, ¢ A mé dinitel

D aneb —é—), dle toho je-li D lichym neb sudym ¢islem.

Za sedmé, Jestlize se vyskytne, predpoklddajice 4 tvaru
4n - 1, stiednf jmenovatel D, tu musi 4 byti ¢fslem sloZenym.
Pak se D nemizZe rovnati 2; je-li D liché, jest délitelem cisla
4, jinak jest -g— délitelem jeho.

Za osmé. Pri kmenném &fsle A = 4n -} 3 jsme méli

u? — Ao =42
a neni rozhodnuto, zda-li pfi urlitém A4 miZe miti platnost
oboje znamen{ + aneb jen jedno, aneb zda-li snad md oboje
znamen{ obecné mista.
- Uvéifme-li, Ze liché c¢tverce »? a v? jsou ¢isla tvaru
8n-}-1, tu pii 4 =8n-} 3 rovnice

T ul=2 4 4ot
nemiiZze miti mista, K ¢islim tohoto tvaru tedy patii jediné
rovnice
=—2-} 4v?

Viem ostatnfm ¢fslim obsaZenym v tvaru 4z - 3, t. j. tedy
. ¢fslim A = 8r-}- 7 platf rovnice
utz= -2 4 Ao
T. j. —|—- 2 jest kvadratickjm zbytkem ¢isel 8n» -7, a neni
kvadratickym zbytkem ¢isel 8n—+ 3; o éislu — 2 platf opacné.

1L

Kazdé kmenné &fslo p, jez déli m® - kn?, kde znali m
a n Cfsla nesoudflnd a % ¢islo nepfesahujicf 3, moZno na tjz
tvar uvésti.
Dikaz. MéjmeZ
m? - kn?® = Ap.



19

»
Maseme predpoklddati, Ze i m i » jsou mensf nez £ ),

Ze tedy
A<p.
Kdyby A >1, tu ukdZeme, kterak lze stanoviti dvé nesou-
délnd ¢isla x, y takova, Ze
x% ky2:l' , & zdroven A'<A.
Vyviiime zlomek ——n— v Tetézec a nazveme — ptedposledni

B
ptiblizny zlomek jeho. Pak plati

mfB —ne =+ 1.

PoloZme nyni

= po — mi,
y =pB — nt,
kdeZ ¢ znac¢f libovolné celistvé éfslo. Pak tedy
ne —my = - p.

Z této rovnice vychdz, Ze jsou = a y bud d&fsla nesou-
délnd aneb Ze jsou ndsobky cCisla p. Méme-li tedy pii jistém
t =1t, jemuZ prisludf @ — «‘, y =y’ nerovnost

2t Ry < p
tu musi #/ a % byjti ¢isla nesoudélnd. AvSak
x? -+ ky? = p? (a? 4 kB? 4 t* (m® 4 kn?®) — 2pt (am |- kfin)

Aneb po kraZtké transformaci
am - kfn
FO=k—g o = S B o

Hodnota f (f) nepfestdvd byti délitelnou p a je zdroven

minimem pi¥i
__ om - kﬂn
( B m +kn3 1

)

nebot

f (to = 0) =f (t) -+ 9% (m* + kn?)
t. j. £ (¢) roste s hodnotou d. Znali-li tedy & celistvé cislo
hodnoté ¢, nejblizsf, tedy nemiiZe f (¢/) byti vétsf nez f (¢, & 1).

*) Staéf poznamenati, Ze zbytky, jeZz vznikaji délenfm hodnot m a »
¢fslem p, vyhovuji obdobné rovnici; jich spoleéné faktory jsouce obsaZeny
kvadraticky v Ap museji vchézeti svimi étverci do 4 a lze je délenim od-
straniti t. j. lze poklddati m a » za ¢&isla nesoudélnd.

2*
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Tudiz
_ k A
e+ = p g p
Av3ak pri k=1, neb & =2, mdme piedpoklddajice 4 > 1:

2
4kj;l <A tedy o' ky’? < Ap.

2
Jeli k=3, tu mame %‘*Z—l <  jakmile A>2. Zby-

vajici ptipad A = 2, nemiiZe se vSak vyskytnouti; nebof pak by
m? -4 3n? bylo &islo sudé, tudiz m i n lichd ¢&isla, a tedy by
m? - 3n? nanejmfh = 4 p.

0 stanoveni orthogonalnych trajektorii kruZnic
V roviné.
Napsal
Eduard Weyr.

K dvahdm, jez nisleduji, byl jsem pobidnut praci p. Cata-
lana ,Sur les trajectoires orthogonales des sections circulaires
d’un ellipsoide“, obsaZenou v Liouvilleové Zurnalu, tom. XII.
Vyvineme-li differencialnf rovnici, na niZ zileZ{ feSen{ problému,
cestou nejpifméjsi, tu se vyskytne tvar, jehoZ integrace by se
nam as snadno nepodafila; p. spisovatel ptekondvd tuto obtiz
zavadéje vhodné nové proménné.

Promftneme-li kruhové ftezy trojosého ellipsoidu kolmo
na rovinu rovnobéZnou s rovinami onéch fezfi, tu obdrZime co
priméty systém kruZnic , které se jisté ellipsy dvakrite do-
tykajf. Orthogonalné trajektorie téchto kruznic jsou patrné pri-
méty hledanjch trajektorii na ellipsoidu. ReSeny onen iikol
jest tedy jen zvliStnfim piipadem stanoveni orthogondlnych tra-
j ektorii kruZnic, jichZ stfedy jsou na piimce.

Tento obecnéjs{ problém roziesime kvadraturami; totéz
ukdZeme vzhledem k dkolu obecnéjsimu, kdy jde o stanoveni
orthogondlnych trajektorif kruzZnic, jeZz protfnaji pevnou kruz-
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