Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Jan Vilém Pexider
Znazornéni ¢isel délkami a naopak. [III.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 33 (1904), No. 3, 259--274

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123981

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1904

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123981
http://project.dml.cz

259

slusném ; ¢iselnd hodnota jeji vychdzl ze vzorce (10), polozime-li
v ném za jeden z obou ¢initeli @ jednotku.

Podobnym zpisobem sestrojeny jsou k¥ivky IV, IV?, jimiz
zndzornény jsou poméry otdcenf roviny kyvd kol osy zemské.

Konetné namanuje se otdzka, rudi-li se tvar roviny kyvid
pohybem jejim vzhledem k ose zemské. O tom rozhodnouti po-
nechivdme laskavému ctendfi. Toliko budiZ pfipomenuto, Ze by
se doporutovalo vzhledem k tdelu, za kterym pokus Foucaultiv
se kond, zafiditi jej tak, abychom se ruSivych aéinkd, byly-li
by jaké, pokud moZnd uvarovali. Dle rozboru ucinéného bylo by
pokus poditi tak, Ze bychom kyvadlo rozkyvali smérem, od
sméru vychodnfho jen ponékud k severu odchylenym. V tomto
ptipadé by se po cas pokusu rovina kyvil téméi ani od osy
zemské neodchylovala, ani kol nf neotdtela. Kdyby se pak jesté
odstranil rusivy utinek otdcejfci se atmosféry, tak Ze by kyvadlo
umisténo bylo v prostofe pokud moznd vzduchoprdzdném, byly
by tak vyloufeny veSkeré ruSivé utinky a odchylky Foucaultovy
ptibyvalo by piesné dle zdkona vytéeného.

Znazornéni ¢isel délkami a naopak.

Napsal

Dr. Jan Vilém Pexider v Praze.
(Pokracovéni.)
Stanovisko geometrie Veroneseovy.

Dikaz aequivalence zaloZen byl v prvém odstavei (str. 17.)
na axiomu Archimedové; nebyti véty té, uvedeny diitkaz nebyval
by vibec moZny. Lze se vSak ddvodné ptdti, je-li tento axiom
spojitosti objektivné prokdzdn anebo logicky nutny. Jednd-li se
v praksi o néjakou délku, vizdy jest to délka konend. Proto
véta Archimedova v praksi pokaZdé jest splnéna. Vysledky
praktického pozorovanf, empirickd data jsou vSak pfesnd vidy
jen v wuréitych mezich a za jistych podminek; jen, nechdme-li
tyto stranou, platnost dat nabyva rdzu vSeobecnosti, a véta, jeZ

18*
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je vyslovuje, dosahuje absolutni ptesnosti, stdvd se zdsadou.
Axiom spojitosti jest hypothésou o konstituci prostoru stejné
jako  axiom rovnobéZkovy; neuzndme-li tu hypothésu a budu-
jeme-li geometrii bez ni, dojdeme geometrie nové, v nfz vedle
koneénych tseéek existuji tsetky nekonetné malé resp. velké,
tak zv. ,aktudlné nekoneiné malé resp. velké“. Jest to geometrie
Veroneseova.

Zssada Archimedova tvrdf, Ze kaZdou danou tiselku (44,)
moZno jest tolikrdte nanésti za sebou od jistého poédtku na
piimku (a), Ze se ptekrodi kazdy, sebe vzddlen&j${ bod, vytéeny
pa téze pffmce. V geometrii Euklidové existujf tedy jediné délky
8 touto vlastnosti; jsou-li jaké je§té jiné, jsou z této geometrie
dojista vyloudeny.

Supponujme nyni opak toho: BudiZ ddna usecka AA, té
vlastnosti, Ze se meprekrodi wikdy bod B, necht dseéka AA,
nanese se na primku (a) za sebou kolikrdtekoliv.

Usetka takové nebude oviem existovati v geometrii Eukli-
dové, nybrz v geometrii, v niZ zdsada V1. neplati.

A B

0 1

Co jest to za délku? Oznatme bod 4 na pt. ¢fslem O,
bod B &islem 1 a délku AA4,, nanesenou od 4 k B, pismenou
t. Zésadu vyslovenou lze pak mathematicky vyjddfiti vztahem

nt <1,
necht » znaéf jakékoliv celistvé ¢islo kladné. Odtud jde

1
t<<—;
n

tedy ¢ jest é&fslo, men3f nezli jakykoliv ryzi zlomek dany, neZ
kterékoliv raciondlné ¢islo; nebof vidy jest

tt+t4t4... <l

Tudfz ¢ nepatff do mnoziny redlnych ¢&fsel, at jiz soustavy Dede-
kindovy nebo Cantorovy nebo Weierstrassovy (coZ jest ostatné
vidy jedno a totéZ, ponévadZ mnoZina kterymkoli z téchto tii
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jmenovanyjch zplsobl definovand jest identickou s mnoZinou,
definovanou znidmou soustavou axiomid arithmetickych). Délky
resp. Cisla ¢ zovou se aktudlné nekoneiné mald*). V geometrii
Veroneseové existuji tudiZ vedle koneénych délek i délky ,aktu-
alné nekonecné malé“.

Tim vSak proces, definujici nové délky, nenf daleko jesté
ukonéen. Lze totiZ supponovati opé&t takové délky ¢/, Ze nand-
Senfm jich za sebou na pffmku @ od poéitku O nikdy se ne-
prekro¢f koneény bod A4, délky ¢. Pak tedy jest

”'t’<t<%,

necht »’ jest jakékoli celistvé redlné &fslo kladné &ili

r<tt <l
n nn

aneb, klade-li se ¢ <C %; **), jest dojista

v ')’% ’ < nlJ ’

t. j. ¢ jest délka aktudlné nekonedné mald vGci ¢ &ili, nazve-li
se ¢ nekoneéné malou prvého stupné, jest ¢ nekoneéné malou nej-
méné druhého stupng. Tak lze pokralovati ddle k stile vySSfm
stupiiim. Na pfimce geometrie Veroneseovy mohou tedy mezi
dvéma body (v koneénu) vyskytnouti se usetky koneéné i aktu-
4lné nekoneéné malé riznych stupil, a v jakémkoliv poctu,
takZe délka mezi obéma méfena bude obecn& éfslem

v=ay+ 0t 4 o Fat ..,

kdez ¢ znaci parametr (aktudlné nekonelné maly) a a; redlnd
¢fsla, nuly nevyjimajic. Je-li a, >0, jest téz

1) v=ay+¢(@ +at+...)>0,

nebot platf vztah t<%, a nerovnosti

*) Logickd pifpustnost Cisel téchto jest v dal§fm prokédzéna.
**) Véc prifpustnd, jezto pro ¢ i vatah »’¢ <1 musf byfti v platnosti.
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vidy lze zadosti udiniti volbou dosti velikého celistvého klad-
ného ¢&fsla m. Je-li tedy a, >0, jest v tislo positivné a, je-li
a, << 0, jest patrné v ¢fslo negativné. Analogicky lze ukdzati,
7e, je-li a prvé z npemizicich ¢&fsel v fadé (1), éislo v jest
positivné s positivnym a; a negativné s negativnym ay.

Cislo mt —a (a>>0) ndlezi téz mezi &sla v; jest to
¢éislo negativné, a proto vidy jest ‘

mt < a,

nechf m jest jakkoli veliké celistvé ¢islo kladué. Z toho jde,
%e ze soustavy axiomd arithmetickych*), definujicich mnozinu
redlnych ¢éisel, pro cisla v neni splnéna zdsada Archimedova.
Cisla v tvoif tudii soustavu nearchimedickych Gisel Gili, jak se
téz ¢fslim nehovicim vSem zdsaddm soustavy redlnych ¢isel
Fik4, ¢isel ,obecné komplexnich“. Ostatni zdsady arithmetické,
vyjma zdsady uplnosti, jsou i pii téchto ¢fslech splnény, ope-
ruje-li se s nimi tak arithmeticky, jak s pifslusnymi délkami
nutno geometricky operovati ve shodé s ostatnimi axiomy
geometrickymi. JelikoZ zdsady tyto, jak zndmo, si neodporuji
vedjemné, a systém Cisel a; — redlnych to &isel — existuje, md
té3 systém cisel v mathematickou existenci.

K otfslovani bodi pifmky v geometrii Veroneseové jest
soustava komplexnich ¢isel nevyhnutelna; ze tu skuteéné sou-
stava redlnyclh ¢&isel nestaci, 1ze snadno ukdzati.

Ozpnatme poéatecni bod délky ¢, lezicf na piimce, éislem
0. Nandsime-li pak na tutéz ptimku délku ¢ libovolnékrite za
sebou, obdrzime

t+t4+t4.. Ft=mt <1,
dle definice délky ¢, nechf m jest jakkoli velké celistvé éfslo

**) Soustava axiomi arithmetickych skladd se ze étyr skupin:
1. Skupiva zésad spojovén{.
II. Skupina zésad poéftdni.
II1. Skupina zdsad pfifadovdni.
IV. Zésady spojitosti: 1. Archimedova, 2. Gplnosti.
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kladné. Mezi O a 1 leZf na téZe piimce body, oéislované zlomky

o

kdez « a » jsou celistvd Cisla kladnd a 1 = <27, (a sice

pantachicky, jednd-li se o pffmku euklidickou). Aby bod %

lezel na tusetce #, muselo by

o
t— > 0
¢ili
2% —a>0,t j mt>e,

kdez «, m jsou celistvd ¢fsla kladnd a e« <<m. Tato relace ne-
miZe byti pro zddné koneéné m splnéna, jelikoZ vidy jest vibec
mt << 1. Na ftiseéce ¢ neni tedy bodd, otfslovanych dudlnymi
zlomky konetnymi ¢ili na primce Veroneseové existuji mezery

mezt body % Vytkne-li se nynf bod, lezfc{ uvnitt takovéto

mezery, tu nejen tento vytéeny, ale i vSechny ostatni body
této mezery délf viecky konecné dudlné zlomky na dvé kategorie
takové, Ze kazdy element prvé z nich jest men$f neili kazdy
element druhé z nich, a naopak vét§f. Takovymto Fezem mezi
vSemi % definovdno jest arithmeticky gjediné dislo redlné (r),
avsak bodi v té mezeFe jest mekoneéné mnoho. Lze tudiZ nej-
vySe jeden z nich oéfslovati éfslem », k oéfslovanf ostatnich
bude zapotiebf ¢&isel zcela jinych, vnikajfcich i v ony mezery,
¢isel Veroneseovych*).

Nelze v8ak tvrditi, ze by jiZ po zaveden{ parametri
;8% 3 ... tisla v skutetné statila ocislovati vSechny body
piimky Veroneseovy. Jakmile totiZ zdsada V1 neplatf, piipustna
jest i délka (¢,), definovand tak, Ze se nandSenim segmentu ¢,
od jistého pocdtku (0) nikdy nepfekrot1 konefny bod isetky
", necht n jest jakkoli veliké celistvé tfslo kladné. Vysloveny
fakt mathematicky vyjddfen jest vztahem

*) Veronese prvy zavedl ¢fsla takovd do geometrie [1]; jeho vyvody
jsou viak namnoze zcela pochybeny a zavinily neobyéejné prudky odpor
se strany G. Cantora. Zak Veroneseiv Levi-Civita provedl viak v [1] a [2]
tplnou oprava dotyéngch chyb, takze se stanoviska abstraktnf mathematiky
nelze proti éfslim tém &initi Z4dnych ndmitek.
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7, << tn,
necht » jest jakkoli veliké redlné éfslo. Jako se stalo pf¥i Cislech
1% ¢3,¢%, ..., tak lze dovoditi snadno mathematickou existenci
i cisel ¢2,¢),¢1, ... a pak i Clsel ¢, 2%,,¢%,,...; &1, ¢t°¢2,
3, ..., tm,", ... atd. Bod na pFimce Veroneseové vytlen jest
tedy obecnéji ¢fslem

@) v=a,+ at + at® + at® + att ...
4 b,t, -+ bytt, + b,t%, - bt + ...
+etl ottt e 4 ...
+dg: J-dgr ...
~+....

Ijseél(y ¢, ¢, ¢),... jsou tedy aktudlné nekonelné malé,
aviak zcela jiného Fddu nezli v3ecka ¢*. Tak pokradovati lze
ddle k ¢,, ¢, ¢,..., k ¢,,... atd., aniZz by vibec bylo mozno
udati vSecka ¢,¢,,%,,...

Nebot, kdyby se tvrdilo, Zze v Fadé

) t b, by by

obsaZena jsou vSechna zdkladni aktudlné nekone¢né mald éisla,
1ze definovati tsecku (¥) toho druhu, Ze se nand3enim segmentu
& od jistého potdtku (0) za sebou nepiekroc¢{ koneény bod
74dné vusecky f., ale také ani koneény bod kterékoli potence
kterékoliv tsecky (¢7). Mathematicky jest fakt tento vyjddien
opét vztahem

RS

necht jsou m a n jakkoli velikd redlnd ¢fsla kladnd. Usetka ¢
neni tedy dojista obsaZena v Ffadé (3.), q. e. d. Z toho v3ak
ihned plyne, Ze nejv3eobecnéj8im tvarem ¢éfsla » nenf nekoneénd
fada, ani nekonetnd fada z nekonefnych fad atd., jichz Eleny
zdvisi na indexech, nabyvajicich bodnoty 1,2,3,... &ili — Ze
mnoZstvi séitanci nejvieobecnéjifho vyrazu pro &fslowv jest vySsi
nezli prvé mohutnosti.

Proto nenf systém ¢&fsel aktudlné nekoneén& malych uzavieny
(,abgeschlossen“). Aby se tedy linedrné kontinuum Veroneseovo
vyterpalo, nutno jest utvofiti systém nearchimedickych ¢&fsel v,
jenz neni uzavieny — na rozdil oviem od cfsel redlnych.
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Pies to 1ze s Cisly témito dasledné poéftati, jakmile se jen
stanovi, které pocetni operace lze s nimi provddéti. V geometrii
Descartové kaZzdym fezem mezi body olfslovanymi raciondlnymi
¢isly stanoven byl urdity bod oélfslovany irraciondlnym cislem
(r), kdeito na ptimce Veroneseové stanoven jest Fezem tim
teprve segment (aktudlné nekonecné maly), takie v geometrii
té nutné jest udati jeSté aktudlng nekoneéné malou ¢édst, jiz
dluzno ptipojiti k irraciondlnému cislu », aby tim ¢&islem (» +
akt. oo-né mald velicina) vytéen byl jediny a uréity bod. Totéz
plati i pro raciondlnd ».

V praksi ov8em, pti odmétovdn{ skutetném, velitiny aktu-
dlné nekonecén& malé samy sebou odpadajf; nebot jiz p¥i pokusu,
vytknouti vSechna raciondlnd ¢isla, pii§li bychom k isetkdm ne-
omezend malym, kdeito vyméfovati lze pouze tseCky koneéné.

Hlavni otdzkou vSak jest, jakym zpGsobem lze vybudovati
analytickou geometrii, je-li podkladem ne Euklidova, nybrz Ve-
roneseova geometrie, a zdali zndmé vzorce Descartovy, vyjadiujici
vztahy mezi geometrickymi dtvary, jako jsou rovnice pifmky,
roviny atd. jsou i tu v platnosti ¢i nikoliv.

K tomu cili nejvhodnéjsf jest vyjiti od tak zv. Mobiovych
siti. Vyznalf-li se v roving &tyii body (zdkladnf), z nichZ
kterékoliv tfi nelez{ na p¥imce, a vedou-li se kterymikoli dvéma
z nich piimky, protnou se tyto v novych bodech (tfech), jez lze
opétné spojiti pfimkami s ostatnfmi body. Tim povstanou nové
priseéné body. Stdlym opakovdnim téchto konstrukef vznikne
v roviné systém piimek a prisectkd &ili Mobiova sit, jejiZ ele-
menty zovou se raciondlné vzhledem k z4dkladnim bodim. Za
tyto zdkladnf body voliti lze na pi. body oéislované vzhledem
k libovolné volenym osdm X, Y é&fselné: (x =0, y = 0), (1, 1),
(o0, 0) a (0, o). Uvedenymi konstrukcemi vznikajici prisetiky
jsou pak vesmés body otislované dvojicemi raciondlnych &fsel
(dudlnych zlomkd). Kazdému bodu sité ptitaditi lze urditou
dvojici dudlnych zlomkid a naopak kazdé takové dvojici uréity
bod sité. Krom toho odvoditi lze viechny vély, vyjadiujici vatahy
mest témito body, z prvé a druhé skupiny axiomd geometrickgjch
(ax. spojovéni a pritadovani).

Zpadf-li «, v dudlné zlomky, lezi na sifové pifmce ze sifo-
vych bodd ty, jez hovi rovnici
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4) ur 4+ vy + 1=0.

Jest v8ak rovnice (4) v platnosti i pro body, jez nejsou
sifovymi? Tento prechod ke vSem bodiim roviny dé&je se prdvé
pomoci zdsad spojitosti. Tu definujeme:

1. irraciondlné ¢fslo jakoZto Fez mezi raciondlnymi Efsly
(resp. duédlnymi zlomky) a v souhlase s tim vyslovujeme zdsadu:
bod (z, y) existuje, i kdyZ neni sifovym, t. j. i kdyZ =, ¥ nejsou
raciondlna ¢éfsla (resp. dudl. zlomky). Je-li pak ux +~vy+1=0
a u, v irraciondlnd ¢isla, toz vztah tento ndsledkem toho vy-
jadfuje opétné primku. Jsme tedy v geometrii Descartové.

2. Dle pojimdni Veroneseova definuje (geometricky) tez
mezi raciondlnymi ¢isly ne bod, nybrz tsetku (akt. co-né malou).
Avsak véty, majici platnost pro body sifové, zlstanou a musi
zlstati i tu nezménény, jelikoZ systém ¢Eisel redlnych obsaZen
jest v systému Cisel Veroneseovych jako jeho édst. Co se pak
tyce ostatnich, dluZno uvdziti, zdali i pro Veroneseova éisla u, v

platiti mdize vztah
‘ur 4oy +1=0,

"md-li jim vyjadfen byti fakt, Ze body (, ) lez{ na piimce (u, v)
a maji-li zdsady spojovéni a ptifadovéni zdstati neporuseny. Tu
lze ukdzati, ze — stanovi-li se vhodnym zpisobem pofetni pra-
vidla pro &isla Veroneseova — nejen zdsaddm spojovdni a pii-
Fadovani vyhovéti lze (&imZz zdroveh platnost rovnice (4) jest
zajiSténa), nybrz ze pravidla ona presné se shoduji s obyejnymi
pravidly redlnych éfsel, jakmile aktudlné nekoneéné mald Edst
v Cislech Veroneseovych vymizi, a Ze tu dokouce zbude jesté
jedna libovolnost, t. j. Ze onémi pravidly pocitdnf s &fsly Vero-
neseovymi vibec jeité ani nenf jednoznaéné stanoveno, takie
libovolnost onu nutno pak odstraniti dal§im, novym axiomem.

K villi jednoduchosti naznaten budiz dikaz pro ¢fsla, jichz
aktudlné nekonetné mald ¢4st sloZena jest jen ze dvou druhl
zdkladnich nekonetné malych velicin ¢ a z, a sice:

x=a,+ a,6 4 a,06>+ a,6* ...
®) -+ byt 4 bor +b,6%H-. ..
+ ¢,z ¢,6t%-c,6% . .,
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%=, + @0+ 0,06 + e | ...
(6) =+ Bot + Biov 4By’
RO e Ui & Pl SR

+ .00 ..

a obdobné y i v. Koefficienty a, b, ¢,... a «, B, »,... znatf
redlnd ¢fsla a v jest nekonetné malé vzhledem ke v8em mocni-
ndm veli¢iny 6. Proto v Faddch (5) a (6) po redlnych Eislech
ndsleduji nejprve ¢leny s mocninami veli¢éiny o, pak ¢leny s 7
v prvé potenci, na to ¢leny s z? atd.

Definice séitdnf a nédsobenf Veroneseovych &fsel md byti
tedy takovd, aby obsahovala v sob& addici i multiplikaci ,oby-
¢ejnych“ ¢isel (= redlnych), a aby bylo vyhovéno axiomm spojo-
vdni a ptitadovdni (platuym pro obycejné body), vezme-li se
k tomu za zdklad rovnice

ux +ovy-+1=0

jakozto podmfnka pro to, by (Veron.) bod (z, y) lezel na (Veron.)
pfimce (w, v). Tvrzenim pak jest, Ze se to nejen zdaff, nybrz
ze zbude jeité jedna libovolnost k disposici.

Stftani dvou Veroneseovych ¢isel

a, + a0 +a, 0" 4. .. o, + a0 + a0+ ...

+ b7 - )+( + Byt ...

4. +..
budiz tak definovdno, aby soutet obou vyjadien byl tislem, jeho
séftanci jsou sefazeni dle stoupajicich mocnin velitin o a 7 [jako
v (5) nebo (6)], t. j. tak, aby se jednoduSe séitaly koefficienty
u stejnych mocnin 6™z™:

z+u=(a,+ &)+ (2, + @) o+ (a, + @) 6*+ ...
F G0+ By ot O, + B or ...

- Nynf jest evidentni, Ze z jest vétS{ nezli w, je-li v roz-
dilu x—u prvy nemizici koefficient kladny. :
BudiZ i nédsoben{ obvyklym zpiisobem definovéno, ale s tou
vyhradou, Ze o soudinech ¢™ z» ptedem nic uréitého nemd byti
stanoveno. Pouhym formdlnym ndsobenfm obdrii se tedy vyraz



TU = a,0, 4 (a0, + a,@;) 6+ (a,, + byt
~+a,B,0t+ bya76 +-a 0,6 . ..

Zbyva vsak stanoviti presné pomér mezi or a zo. Budiz
O 6T — % 10.

Aby axiomy ptifadovdni byly splnény, musf x byti redlné &islo
kladné. Za této podminky uspofddati lze i pfedchozi soudin xu
dle stoupajfcich mocnin veli¢in ¢ a z:

@y, + (a2, + 4,%,) 6 + a,0,6° +- . ..
+ (@Bo + bo%o) T + (@,8, + xbye,) o7 +. ..

Vyznam podminky (7) jest ten, ze ndsobenf dvou Veroneseovych
¢isel neni obecné kommutativné, nybrz pouze pro x» — 1.

Po téchto ustanovenich jsou veskeré svrchu uvedené pod-
minky splnény: vyhovéno axiomdm grupy I. iIl., jak se snadno
1ze presvédéiti a, vymizf-li aktudlné nekonetné malé Edsti v &f-
slech x, u,..., tu definice séftdni a ndsobeni, privé pro Vero-
neseova ¢&fsla vytéené, stanou se identickymi s p¥fsludnymi defini-
cemi, platnymi pro redlns ¢fsla (v né% soucasné ¢fsla Veroneseova
piejdou) — a sice védy, necht x jest jakékoli redlné éislo kladné.
Tuto libovolnost ve volbé Cisla x odstraniti lze jediné novym
axiomem, specidlnym vytéenim hodnoty x», mé-li bod zw byti
wréitym bodem piimky Veroneseovy. Nebof zkuSenost neddvd
v tomto pifpadé Zddné direktivy, jelikoz praktické méfeni, ne-
mohouti za Gsetky raciondlné, tfm méné mize poskytnouti po-
uden{ o tisetkdch aktudlné nekoneéné malych. Véc musi pojimdna
byti s formdlntho stanoviska a ryze logicky chdpdna, jelikoZ
usetky o, 7,... jdou za mez schopnosti naSeho predstavovini
prostorového.

Jak vytlend libovolnost md se mysleti, lze pfiblizné nd-
sledujicfm zpisobem .geometricky zndzorniti.

Oznaéme literami », v dvé Veroneseova &fsla, jichz sou-
¢iny wv a ve maji byti v roviné o osdch X, Y geometricky znd-
zornény konstrukef. Vytknéme na obou osich X, Y body u a v
a na ose X bod 1.
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Spojime-li nyn{ bod 1 s », lez{cim na ose Y, pt¥imkou a vede-
me-li k této rovnobézku bodem v, leZicim na ose X, obdrifme v pri-
sedfku této rovnobdzky s osou Y bod uv. Nebot rovnice ptimky 1u
jest

u(z—1) 4y =0,
rovnobézky pak

jejiz prisetik s osou X jest prdvé bod y = wv. Téchto jedno-
duchych vzorci analytické geometrie lze tu dojista pouZiti, anaf
préavé koincidence bodu s pFfmkou byla shora definitoricky stano-
vena bilinnedrnou rovnici

ur+ovy+1=0.

Obdobné provedme konstrukei &isla vu spojenim bodu 1 s bodem v
na ose Y piimkou a vedenfm rovnobéiky bodem % na ose X.
Prisetfku rovnobézky této s osou Y pifsludi ¢islo vw. Je-li
%=1, nesplyne bod uv s bodem vu. Jsou-li tedy » a v body
Veroneseovy a klade-li se x=5=1, jsou v a vu dva rizné body
na pfimce; vzijemnd vzddlenost jich jest ov§em aktudlné neko-
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ne¢né mald. Vymizf-li v8ak tyto co-né malé édsti, tu jsou patrné
u, v body obyéejué a wuv koinciduje s vw. Av3ak wv zapadne
samoziejmé s vu i tehdy, je-li jeden z bodd w, v obyéejny.

Na pifmce geometrie Veroneseovy existuji tedy vedle bodd,
vyskytujfcich se i na piimce Euklidové (bodd ,obytejnych®,
raciondlnych to a irraciondlnych), jesté body v, Ctiselne karakte-
risované aktudlné nekoneéné malymi veli¢inami, body to, jez
separuji vesmés body obycejné. Nebof bylo ukdzino, Ze na

tisetkdch o, = (vesp. £,¢,,t,, .. .5 ...t ...t ...) neleil Zidné
body raciondlné a nejvySe jeden bod irraciondlny. Kontinuum
Veroneseovo jest tedy — sit venia verbo — mmnohem hust$i nezli

kontinuum Euklidovo.

Okolnost, Ze obecn& bod wv nesplyne s bodem wu, osvétliti
lze jeSté takto:

Vedme body # (na ose X) a u (na ose Y), resp. body v
(na ose X) a v (na ose Y) pifmky, patrné rovnobézné. Obrazec
lze pak pojimati jako specidlny piripad Pascalova Sestistranw,
kdy totiz kuZelosetka jdouci Sesti body 1,u,v,..., degeneruje
na dvé piimky, z nichZ na jedné lezi body 1,u,v a ostatni tii
_na druhé, piislusfei roviné XY v nekonetnu. Priseciky ,pro-
t&jsfch® stran jsou w a v naose Y, kdezto pimky u, vu a v, wv
se na ose Y obecné neprotfnaji, vyjma pifpadu #=1. Proto
véta Pascalova ueni obecné v platnosti pro éisla Veroneseova;
je-li vBak jeden z bodi w, v obylejny, pak patrné Pascaliv
theorém zdstdvd i pro k==1 v platnosti, jeito body wr a vu
splynou v jediny. Jest tedy v tomto sméru bespodminecnd plat-
nost Pascalovy véty v geometrii aequivalentni s kommutativnosti .
ndsobeni v arithmetice.

Na ‘tento vyznam Pascalovy véty poukdzal jiz H. Wiener
[1] poznamenav, Ze nutno jest zavésti ji do projektivmné geo-
metrie jako axiom, pakli se nechce predpoklddati obyiejny axiom
spojitosti (jenz jest svym obsahem — vyjadfuje vztahy mezi
délkami — vice metrického neZli projektivného razu).

Problém zndzornéni éisel délkami a méreni délek &fsly FesSiti
1ze tedy takto:

V geometrii nearchimedické existuji v koneénu délky ko-
necné a aktudlné nekonelné malé. Odcislovati lze je tfsly Vero-
neseovymi, mezi nimiZ obsaZena a nejjednodussimi vyrazy formélné
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vyjddfena jsou Cisla redlni. Témto odpovidaji ,obyéejné“ body
na piimce nearchimedické. Jednd-li se nyni o diikaz, Ze kazdému
¢islu redlnému odpovidd uréity bod na p¥imce (vzhledem k jistému
pocatku), nutno pfedem vytknouti uréitym a obecnym zpisobem
tislo irracionalné. To déje se vhodnym zplisobem pomoci ne-
konetnych konvergujicich posloupnosti [ () a (B)] raciondlnych
¢isel ax, P, z nichZ posloupnost jedna () jest stile stoupajicf,
druhd () stdle klesajici, a pfi tom

lim (ﬁk _alc) =0.
k= oo

Jeito pak kazdému raciondlnému ¢&islu . resp. Be odpovida
urcity bod pifmky (vzhledem k jistému polatku), otdzka kor-
respondence redukuje se na ndsledujici. Co jest to

lim | B — ],
k= OO

znali-li | Br — @ | Gsetku a «;, i raciondlné body na piimce?

Troji odpovéd jest mozna:

1. Jest to usetka aktudlng nekoneénd mald.

2. Jest to bod.

3. Limita tato neexistuje.

V geometrii Veroneseové pifpustné jsou these vBecky tii.
V geometrii Euklidové nepfipustnou jest these 1. vzhledem
k axiomu V1; zbyvaji tudfZz jesté dvé moznosti: 2. a 3. Pfed-
poklad 2. jest, jak zndmo, nejen pifpustny, ale i obecné pii-
jimany pro geometrii Euklidovu; prehliZf se viak tasto these 3.,
rovnéZz ptipustnd™). Pripustnost tato jest evidentnf, srovndme-li

*) Opak prohlagujici ,dikazy“ vedeny jsou pravidelné tak, Ze se tvrdi:
,PonévadZ rozdil (Bx — ax) stiva se pro dosti velké & &iselné libovolné
maljm, nemohon obé skupiny bodové (a), (8) oddéleny byti néjakou, tieba
i sebe mensi délkon, nybri jsou oddéleny jedinym bodem C. Délka OC zndzor -
nuje pak irraciondlné ¢&islo 2.4 Zde se ocividné zaménuje v druhé édsti
véty usecka |Sr — an| za &islo (#x — ax). Skupiny disel («) a () dojista
jsou oddéleny jedinym é&islem i ; nebof to prévé jest definice irraciondlného
¢isla 7. Bod neni vSak geometricky definovdn jako délitko mezi raciondlnymi
body na primce, nybrz uveden jest do geometrie zndmymi jednoduchymi
axiomy; proto nelze zéménu onu provésti. Krom toho, nenf-li néco délkou,
neplyne z toho, Ze jest to bod, ponévadz neni-li néco d, nendsleduje z toho,
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ptedpoklad 3. s axiomy spojovani, ptifadovdni a shodnosti (po
piipadé i s axiomem Euklidovym). Jest to snad jediné zasada
112, k niz zdhodno blize prihlédnouti, a jeZ vyzaduje, aby mezi
dvéma rdznymi body A a B na piimce leZel aspoil jeden bod C,
¢ehoZz prvym disledkem jest, Ze mezi A a B jest bod& neko-
ne¢né mnoho. Vzdédlenost mezi A a B predpoklddd axiom ten
koneénow — riené (1) body — nevyjadiuje se vSak nikterak
o pifpadé, kdy distance tato pfestivd byti koneinou, konvergujic
k nulle — t. j. axiom ten nepredpoklddd existenci limitntho bodu
ani ji neobsahuje v sobé jako disledek. Proto these 3. nenf
v rozporu se systémem axiomd geometrie Euklidovy &ili v geo-
metrii Euklidové (a oviem i v kazdé archimedické, jako Lobacev-
ského, ..., jeZto platnost & neplatnost axiomu IV 1 na véci
nic neménf) nemusf pro kazdé irraciondlné &islo existovati bod,
jenZz by jemu (vzhledem k jistému poédtku) na ptimce odpovidal.

Neni pochybnosti, Ze pro praksi éisla Veroneseova nemaji
yznamu. Jako nesdhne praktik k planimetrii Lobacevského, tak
by bylo zbyteéno a bezielno, aby poéital s Cisly nearchimedi-
ckymi. Geometrie approximacni vystaéf jiz s &isly raciondlnymi;
v tom ohledu jest tedy geometrie Euklidova — neprihliZejict
k tsetkdim nekoneéné malym — prvou approximaci obecnéjsi
geometrie Veroneseovy a ndsledkem toho geometrie approximatni
druhou approximaci vSeobecné, abstraktnf geometrie.

Jaky prospéch maji tedy tyto mathematické vyvody pro
ndzor na prostor neb pro prirodovédu? Bdddni o neeuklidickych
geometrifch nemd za icel rozhodovati o platnosti ¢i neplatnosti
toho kterého axiomu, nybrz o tom, zdali jest zdsada ta mathe-
matickym désledkem ostatnich zdsad ¢i nikoliv. A tu pravé tim,
Ze se podafilo vybudovati geometrie, v nichZ jeden neb i vice
axiomii Euklidovy geometrie neplati, a jeZ pfes to v sobé ne-
chovaji logickych rozpord, proveden byl dikaz, Ze zdsady ty
Jjsou de facto na ostatnich zdsaddch nezdvislé a tudiZ na z4-
kladé jich také nedokazatelné.

Tfm doSlo se k v8eobecné geometrii nearchimedické i ne-

'ze jest to b. Jakkoli tvrzeni takovd jsou proti nejprimitivnéjim zdsaddm
logiky, jest s podivenim, Ze teprve pted tiiceti 1éty bylo na zvricenost tu
poukdzino G. Cantorem.
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euklidické, jeZ Euklidovu i neeuklidické geometrie obsahuje
v sob& jako specidlné pifpady, a z niZ lze vyznam i dosah
jednotlivych axiom@i piehlédnouti a piesné vytknouti; tomu
difve tak nebylo, jak dosvédéujf dlouholeté pokusy o dikaz
rovnobéZkového axiomu, dikaz aequivalence &fsel a bodid atd.

Sttjtez zde jako dal3f odpovéd na shora utinénou otdzku
citdity z dél zakladatel@i neeuklidickych geometrii:

»At jest tomu jakkoli, novd geometrie, pro niZ se zde po-
loZil od nynéj§ka zdklad, méZe, byf by i v ptirodé neexistovala,
nicméné existovati v naSich piedstavdch, a byt by i pfi skuted-
nych meéfenfch zistdvala neupotiebena, toZ rozevird prece nové
8iré pole vzdjemnym applikacfm geometrie a analyse mathema-
tické *)“.

»Solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte,
von allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen dazu dienen, dass
die Umarbeitung der iiberkommenen riumlich-mechanischen
Vorstellungen nicht durch die Beschrinktheit der Begriffe und
der Fortschritt im Erkennen des Zusammenhanges nicht durch
diberlieferte Vorurtheile gehemmt wird **)%,

»Solche Untersuchungen sind rein mathematischen Inhaltes.
Es bleiben ihnen also durchaus die Fragen fern, welche Vorteile
aus den beziiglichen mathematischen Resultaten fiir die Raum-
anschauung oder iiberhaupt die Naturerkenntniss gewonnen
werden konnen. Aber es ist vielleicht nicht iiberfliissig, nach
dieser Seite hin den Gegenstand hier zu pracisiren, da nur zu
vielfach diese mathematischen Betrachtungen mit eventuellen
Anwendungen derselben untermischt und verwechselt werden. ..

1. In erster Linie erweitern die Untersuchungen den Kreis
unserer mathematischen Begriffe. So hat die Parallelentheorie
den neuen Begriff ,einer beliebig ausgedehnten Mannigfaltigkeit
von konstantem Kriimmungsmasse® geliefert.

2. Wir gewinnen durch selbe Geometrie Material, um die
geliufigen geometrischen Vorstellungen nach ihrer Notwendig-
keit beurteilen und eine Abéinderung derselben, falls solche wiin-
schenswert scheinen sollte, zweckmissig treffen zu konnen® **y

*) Lobadevskij [6]. ' '

**) Riemann [1].
*#+k) Klein [2].
19
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To jest tedy hlavné vysledek a tspéch metageometrie, Ze
byly objeveny mathematické vztahy, na néz by se bez téchto
impulsi sotva kdy bylo ptislo. (Dokonégent.)

Zjevy pozorované pri vyhoji jiskry plamenem.
Referuje
M. Otta,
professor c. k. redlky v Kladné.

Lenard popisuje v ,Annalen der Physik® 1902 zjev, ktery,
a¢ velmi jednoduchy, dosud, zd4 se, nebyl pozorovdn. Vsune-li
se totiZ plamen Bunsenova hofdku zbarveny kuchyinskou soli
mezi dvé destitky kovové, jeZz jsou nabity protivnou elektfinou,
nevystupuje jiZ zbarvend pdra do vySe, nybrz uchyluje se smé-
rem k destice se zdpornym ndbojem. Sklon plamene miZe pie-
kroditi i thel 45° a jest zejména ndpadny, st¥{d4-li se kladny
a zdporny ndboj na destitkdch. PYi urcité vzddlenosti zdporné
nabité desticky vystupuje Zlutd pdra ze strany plamene. Ke vzbu-
zen{ pole elektrického uZivd se pti pokusech téchto influenénf elek-
triky nebo batterie akkumulatord o 2000 Voltech, aby pak plamen
byl klidny, posouvaji se obé destitky tak dlouho, a% w4 jiskra
potfebny doskok. Plamen skldnf se jen tehdy, vloZi-li se zrnko
goli do pldsté plamene, nikoli v8ak, nalézd-li se pouze na okraji
plamene. Tyz zjev poskytuji i pary jinych ldtek jako: soli
thalia a india, kyseliny borové a j., ale i svitic{ &dsti plamene
plynového. Jen quantita zjevu se ménila u riznych t&ch litek,
t. j. sklon byl co do velikosti rizny.

Tento zjev vysvétluje Lenard tim, Ze vytvorf se positivnf
,N0siti“ elektfiny — zvaaé ionty — které proudi na zdpornou
elektrodu s vét$f nebo mensi rychlosti. Timto proudénim zvysi
se vodivost plamene, ale rozdflu napét{ na obou elektroddch
ubyvd tim vice, &im v&t3[ jest ostrost pdsma té pary. Proudénf
litek dé&je se vidy v tu stranu, kde nalézé se naboj negativof,
nikdy v§ak v tu stranu, kde jest ndboj positivni. Ani zvla§tnimi
reagenciemi nepodafilo se negativn{ ion dokdzati. Ustanovi-li
- se rychlost, s jakou vystupuji plyny plamene, lze pomocf nf
urditi i rychlost proudénf positivnich iontd; pro pédry lithiové
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