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'l"‘i“mkladnémi' body 0,0, "

O konstrukcich obecné plochy kubické, uréené tfemi
‘mimobéZnymi prlmkaml a 7 body, z nichz alespon
3 jsou realné..

Napsal Karel Koiizek.

Jest zndmo, Ze obecnou plochu kubickou vytvoii 3 trilinedrn{
svazky rovinové o mimobé&Znych osdch prisediky trojic sobé pri~
slusnych rovin.?)

Pondvad? trilinearita t¥ Gtvari 1. ¥adu jest obecné jedno-
znadné stanovena 7 trojicemi prvkd sobé piisluinych,?) jest téi
kubicks plocha jednoznadné urdena tiemi mimob&inymi po-
vrikami a 7 body, které mohou byti- oviem podvojné sdruZend
imagindrni. Konstrukce jednotlivych bodd plochy P? takto urdené
jest tedy konstrukef trojic sob& pifsluSnych rovin 3 trilinedrnich
svazki rovinovych, uréenych 7 trojicemi, ktera se fesf, ]ak znadmo,
pomoef 2 svazkt trilinearit.s)

V daldim - odvodim syntheticky j ]mou konstrukm, ktera jest
sice S4stetnd kvadratickd (na rozdil od vyse jmenované), ale jedno-
dussf pro skuteéné provedeni a Vy'hodna, v pripadech kdy 2 nebo 4
z danych bodu ]sou sdruzené 1magmarni
. Uva.iu']me tii fady bodové R, R R” na kuZelosetkich K,
. resp. K', K", naleze]icich temuz svazku kuieloseéek o zakladnich

) bOdech a, B, ‘Y, .
.. . Zvolme body 0,7, v" na kuzeloseékach K, resp. K’ K” a pri-
v ’druzme sobd ti body k, k', k" ¥ad R, resp. R' R" té vlastnostl
' Ze spojnice kv, kv, k™" proché,ze]i tjrmi bodem x. Ponévadz libo- -
. volnymi dvéma z- téch 3-bodd jest tfet! jednozna¥n¥ uréen, jest
zvolenyml body v, v'; " stanovena trilinearita (¥,) ¥ad R, R’, R",
- oviem . specidlnf, - kterou nazyve]me trzlmecmtou perspektwné sef
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Spojnice vv’ protne kuZelosetky K, K' v bodech s, resp. ¢,
spojnice v'v” kuZelosetky K’', K” v bodech s’,t” a spojnice v"v
kuZelosetky K", K v bodech s”,¢. Potom tvoii zfejmé& body s, ’;
t,8; 8,t"; t',8"; 8", t; t",8 6 t. zv. neutrdlnich pdra, které maji
vlastnost, Ze kazdému z nich- p¥islusi v8echny body fady, k niZ
nenalezi.

Na spojnici v'v" oznaéme v' =1, ' =1, v" =2, t"=2".
Body v, s,¢ a involuci, uréenou pary 1,1’; 2,2, jest urden, jak
znamo, svazek kuZelosetek X, jehoi &tvrty zakladni bod w musi
lezeti na kuZelosedce K, ponévadZ tato, nalezejic svazku kuzelo-
setek o zakladnich bodech a 8 y 8, protind spojnici »'v” v paru 3, 3’
involuce I = (11’, 22'). Bodem w musi vSak také prochizeti dege-
nerované kuzelosedky L = (vs, ts’); M = (st”, vt) svazku Z. Spoj-
nice st” a ts’ se tedy protinaji na kuZeloseéce K v bodé w. Obdobné
bychom dokézali, Ze se spojnice s't a t's” protinaji v bodé w' na
kuzelosetce K', jakoZ i spojnice st” a t's” v bodé w" na kuZelo-
sefce K". ;

Existuji-li tedy na ku?eloseckdich K, K', K" tého? svazku pdry
bodi s,t; §',1; s", 1" té vlasnosti, Ze prusetiky (st',ts") = v;
(s't",t's) = v'; (8"t,¢"s’) = v" lest na kuZelosetkich K, K', K", pak
také praseéiky (is', st”) = w; (t's”, s't) =w a (t"s, s"t') = w" le#
na kueloseékdch K, K', K". : : .

K bodim w, w', w", jakozto bodim zikladnim, piislusi opét
perspektivni trilinearita (T,), o které viak snadno dokéZeme, Ze
jest totoina s trilinearitou (T,). .

Zvolime-li body k, &’ na kuzelosetkédch K, resp. K', protnou
ge spojnice kv, k'v’ v bod& x, a spojnice kw, k'w’ v bodé x,. Jest
tfeba jenom dokdzati, Ze spojnice x,v” = L,” ‘a xww” = L," se
protinaji v témZ bod& k” na kuZeloseéce K”. Paprsek L,” po-
vazujme za osu perspektivity svazkié v, o’. JelikoZ svazky v, w
a v',w’ jsou projektivni (pfislu§né sob& paprsky se protinajf na
kuzelosetkach K, resp. K'), piisludi k té perspektivité svazki v, v’
projektivita svazkd w, w’. Tato projektivita musf v8ak byti rovnéz
perspektivitou, nebot’ mé samodruzny paprsek wt = w's’ (k némuz
dospéjeme, uvazujeme-li k = ¢, k' = ') a vytvoiuje tedy p¥im-
ku L,", prochazejici bodem w”, p¥isludnym k prasedikum = (L,", vv’)."
Paprsku L,” svazku »" p¥isludi tedy urdity paprsek L,"” svazku w”
a naopak, nasledkem &eho? jsou svazky v” a w” projektivni.a vy- -
tvotuji kuZelosetku L2, jdoucf body v”, w”. Ale paprskim v"a,
v"B, v"y, v"8 pHslud{ v té projektivité paprsky w’e, w'f, wy, w"s, .
tedy kuZelosetka L? musi prochizeti’ body ", w", e, B, y,9, ¢ili
jest totoZzné s kuZelosedkou K”, &im% té% totoZnost obou trilinearit
dokézéna. e e
. Zvlastni pipady nastanou, zvolime-li nékteré z bodit v, o’; 0", .
nebo viecky, v zdkladnich bodech svazki kuZelosetek. Je-li ku pf, -
v=g¢, bude 8" =1t = v, tedy spojnice s"t' neurditd, ale body - -
w,w', w” urtité. Jsouli body v=ea,v' =8, jest v=8"=¢1" "
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v' = 8 =1, spojnice s"t' a st” neurtité, ale body w, w', w" vzdor
_ tomu uréité, nebot sp03nlce ww' jest uréena body 8t Zvolfme-li
Véak v=a, v =4, v =y, bude v=3s"=1; ' :s:t v =
= s =1, véechny 3 spojnice st”, s't, s"t’ jsou neurmte, tedy i tro-
jice bodit w,w',w", ale zvolime-li ]ednu z nich, urdi 2 z bodu
w, w,w" a tim i bod tieti.

Muizeme tedy vysloviti vétu:

a) K libovolnym 3 bodam v,v’,v" na kuéeloseékdch K, resp.
K', K" tého? svazku, prislui wréitd trojice bodt w, w w", kierd
urcuye tutéf perspektivnt trilinearitu, jako body v, v', v". Vyyzmku
tvort pouze. zakladnt body svazku.

2. UvaZujme dale 3 perspektivni trilinearity (T), (T), (T,)
mezi fadami bodovymi R, R’, R” na kuzeloseékach K, K ! K ’ téhoz
svazku, urdené 3tr031cem1 zakla,dmch bodt v,v",v"; vy,v,", v;"'; v, vy,
v, RadiR, R', R”, ptisludné sobé trilinearitou (T), promitaji se
z bodt v, v, »" perspektivné trilinedrnfmi svazky paprskovymi,
t. j. svazky, v nichz si piislusi takové trojice paprskii, které pro-
chéazeji tymz bodem. Perspektivni- trilinearity (T,) a (T,) mezi
tymiz fadami R, R’, R” promitaji se v8ak z bodu v, ', v" obecné
trilinedrnimi svazky. Oznaéme takto vzniklé trilinearity mezi
svazky paprskovymi o vrcholech v, v', v" : (T?), T?;, T?,. Jest zndmo,
Ze 3 obecné trilinearni svazky paprskové téZze roviny vytvoif
obecnou kfivku 3. fadu, jakoZito geometrické misto bodu, jimiz
prochézeji tii sobé piislusné paprsky téch svazki.t) Tato kiivka
prochdzi vrcholy svazkii a 6 priseéiky neutralnich pard. Tri-
linearitami T,* a T, se tedy vytvori 2 knvky kubické K,® a K3,
které mus{ proehazetl body v,v',v" a étyimi zakla,dmml body
a, B, v, 0 svazku, jemuZ kuzeloseéky K, K', K” nélezeji, pondvadz
v kaidém z téch bodi se ztotoZiujf 3 bpdy sob&" ptisludné tri-
linearitami (T), (Tl), (T,). Trilinearity (T?), T,® maji oo! spoled-
nych trojic, t. j.. téch trojic, které vytvoru]i kiivku K,3, a po-
dobné trlhnearlty (Tv), T,* maji spoletné trojice, které vytvoruji
kiivku K,® Spoledné body kiivek K, a K,® urduji tedy spoletné
trojice trilinearit (T¢), T,?, Ty, které ziejm& wuréuji na kuZelo-
setkdch K, K', K” spoletné trojice trilinearit (T), (T,), (Tg). Pong-
vadz kiivky K3, K,* maji mimo 4 body «, §,y, d a 3 body v, v, v”
pouze jeStd 2 body &, n spoleéné, miZeme vysloviti vétu:

~ b) TFi perspektivni trilinearity mezi fadamsi bodovyymi na 3 kuzelo-
~setkdch tého% svazku maji 2 spoleiné trojice prisludnych sobé bodi.

" Z v&ty b) snadno: odvodime, - kolika trojicemi jest .urdena
perspektivni tnhneanta bodovych ra,d -na- 3 ku’elosetkdch téhoi
svazku, :Jsow-li &, ¢',¢"; f,f',f"; 9,9', 9" ... atd. trojice lfboVolné
perspektlvlﬂ trﬂmeanty (T), dané tropci ‘zékladnich bodu o, v', 0",
- musi” tyto body hovéti podmince, Ze spojnice  ev, e’ v e"v” pro- -
chaze]i tj'mi -bodem’ L podobné spOJmce fv, f’v’ " bodem 2

‘ ‘) Sturm, str. 324
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atd., ¢ili body v, v, v” tvoii spoleénou trojici viech perspektivnich .
trilinearit (T,), (T), (Ty) . .., uréenych jednotlivymi trojicemi tri-
linearity (T). Trilinearity (T.), (Ty), (Ty) maji vsa,k podle vyse
uvedené véty pouze 2 spoledné tropce z, x x Y.y, y", takie
musi platltl totoZznosti: z = v, 2’ = v', 2" = v y =w, ¥y =uw,
Yy =w", pH Sem%Z w, w’, w" jest druh4 tropce zékladnich bodl‘i
uréujicich tutéz trilinearitu (T) (odst. 1).

Tedy plati véta:

c) TFi perspektivné trilinedrnt Fady bodové ma kuZelosetkdch
K. K', K" tého% svazku.jsou 7ednoznacne' uréeny tiems trojicemi pFi-
.slusnych sob¢ bodi.

3. Na zdkladé pfedchoziho miZeme rozfefiti ulohu:,

Jsou ddny 3 kuzelosecky K, K' K" te’hoz svazlcu 4 zdkladnich
bodech a, B, y, 6 a'3 trojice bodw e, f,g; €', f,q'; e, |, ¢" na kuZelp-
seckdach K, resp. K', K". Sestrojiti libovolnou troyzcz perspektwné’
: tmlmearmch fad bodovych uréenych trojicemi e, e',e”; f,f, f"
9.9.9" .

. Sestrojime trojice v, v’, v"; w, w’, w" zdkladnich bodd, urdu-
jicich tu perspektivni trilinearitu, jakoZto spoleéné trO]lce 3 per-
spektlvmch trilinearit, prlslusnych k trojicim e,e’,e"; f,f,f";
9, g’, 9" zakladnich bodu, podle odst. 2. Rady bodove, prisluée]ici
si trilinearitou (Ty), promitaji se z bodi e, ¢, " svazky. paprsko-
vymi, pifslusejicimi si trilinearitou Ty a podobné trilinearita (T,)
bodovych fad promita se z tychz bodil e, €', e” trllmeantou sva,zkﬁ :
paprskovych Ty

Krlvk Kp, K, pnsluéné trilinearitdim Ty, Ty¢, prochazeji
body e, e, e", a, B,y,0, a kaidd z nich bude tedy uréena je$td -
dvéma body Tyto sestro;ime nejvyhodnégji takto:

Trilinedrni fady  bodové, piisludejici si perspektxvni trili-
nearitou (Ty), majf singuldrni body, které jsou v. prisedicich spojnic
ff f'f", 1'f, s ptisludnymi kuZelosetkami. Tyto body tvoi neutralni
pary (odst 1), které se promitaji z bod e, ¢/, " neutralnimi pary
trilinearity Ty. Prise¢fky neutrdlnich parﬁ musi viak kiivka Kp
prochézeti, i statf tedy urditi 2 neutralnf piry. Vyhledéme na pF.
prusetik s, piimky ff" s kuZelosetkou K a spojfme jej s bodem e
primkou Sy, déle uréime prusedfk ¢/’ té%e piimky s kuZelosetkou K’ -
a spojimé s bodem e’ pHimkou 7", PHmky 8;, T/ se protinajf -
v bodé m; kiivky ‘K. Obdobng uréime jiny neutraln.{ par trili-
“‘nearity Ty a tim 9. bod n, kiivky K3, .

Podobng jako jsme uréili body my, n knvky K, , uréime také o
body m,, n, kiivky K3, takie kazds kiivka bude uréena 9 body, -
z nichZ 7. jest ob&éma spoleénych. ’ :
. Zbyvajici 2 spole¢né body 5, 7 obou krlvek sestroﬂme touto :
kvadratickou kénstrukef: - w

K zékladnim bodim «, g, 7, 5 svazku kuzeloseéek sestro fmel-'
*'t. zv. protilehlé body p;, p, na kfivkdch K2 a K3, t. j. vrcholy

R £ T L S
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svazkd paprskovych, které vytvoiuji s tim svazkem kuZelosedek
kiivky K8 a KB Jsou-i 7,7, 7", Ty, T, Ty, Ty teény ke
kuzZelosetkam svazku (a 8y 9), proch&ze]wim body e, e, e", my, ny,
myg, ng, v libovolném ze zakladnich bodu, na p¥. , jsou body P, Po
urdeny, jak znamo, projektivitami

preee"myny.. YeaTT T" Ty T, ()

peleee"myn,.. ) nea(TT T"Ty/Ty...)
Konstrukece téchto bodi jest zndma. Prifadme sobé ony 2 paprsky
svazkdl py, p;, které prisluleji téZie kuZelosetce svazku (a By 8).

-Potom mﬁieme psati

plee’ e .. )ma (TT' T". )np,,(ee'e”...). _
Tedy p Prskove svazky o vrcholech p,, Dy ]sou pro;ektivni a vy-
tvoii kuzelosedku L, urdenou body D1, Pys €, €',e”. Kazdym z hle-
danych spoleénych bodi kiivek K, a K,? musf zfejmé& prochézeti
sobé piislusné paprsky projektivnich svazkid p-, Po> ¢ili oba body
lezi na kuZelosedce L. .

Zvolime-li dile za zdkladni body svazku kuZeloseéek, ponroei
néhoZ se vytvori kiivky K Kg3 jiné 4 ze znamych spoleénych
bod#, na pk. e, B, ¥, e, obdriime uvedenym zpusobem pré 2 pI‘Otl-
lehlé body p;*, p,* a kuZelose¢ku L*, uréenou body p*, p,*,
4, ¢, e", na které musi rovnéz lezeti body hledané. KuZelosetky
L a L* maji mimo body e, e” jesté 2 body spoleéné, a to jsou
hledané priseéiky &, 5 kiivek Kz, K3

Body ¢ a 7 jsou bud realné, nebo sdruzené imaginarni. V prvém
piipadé je promitneme prosté z bodi e,e’, e’ na kuZelosetky K,
resp. K’, K” a obdriime tim 2 trojice bodd v, v’, v"; w, w', w”,
které uréuji jakoito trojice zakladnich bodt tutéZ perspektivni
trilinearitu, uréenou trojicemi e, e’,e"; f, f', f"; ¢9,9", 9" (odst. 1).

Jsou-li v8ak body & a % sdruZené imaginarni, promitaji se
z bodu e sdruZené imaginarnimi paprsky na kuZelosetku K do
bodid sdruZené imaginarnich vis Wi, jichz realnou spojnici snadno
. sestrojime.5) Podobné z bodu ¢’ promitaji se tytéZ body do sdru-
yend 1mag1narnich bodu »,’, w; na kuZelosetku K' a z bodu e’
do boda v;", w,” na kuZelosetku K”. Reilné spmmce v w;; vi"w;”
sestrojime rovnéz.

\Y% prvem ‘piipadé protina spomlce w'’ kuieloseéky K, K’
v bodech s,t', spojnice v'v" kuZelosetky K', K" v bodech s',t”
a spojnice »"v kuZelosebky K", K v bodech s”,_t.

Mimoto podle véty a) bude piimka ww’ protinati kuZelo-
sedky K, resp. K’ v bodech ¢, ', spojnice w'w” kuZelosetky K’, K"
v bodech #', s” a kone&n& piimka w"u-kuZelosetky K", K v bodech
", s. Kaidé z téch dvojic praseéikd jest neutralnim parem pii-
sméné perspektivni trilinearity.

V druhém piipad® jsou spo;mce vtv, , waw;’ sdruZend imagi-
niarni pifmky, tudiz jejich prﬁseéik 2" je realny. Konstrukce jeho

. ) Ed. 'Weyr: Projektivni geometrie . . ., str. 135.
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jest zndma.%) Z tohoto bodu 2" promitaji se sdruzené imagindrnf -
body v;, w; kuZelosetky K do sdruZené imaginarnich bodua s,¢
téze kuZelose¢ky a sdruZené imaginarni body v, w;' do rovnéz
sdruzend imaginarnich bodu ¢, s;' kuZeloset¢ky K'. Podobn& se-
znavame, e jsou sdruzené imaginarnf body s;”, " kuZelosedky K”,
do nichz se promitaji body v;, w; z realného prisediku 2’ = (v; v;";
w;w;") a.body v, w' z redlného priseéiku z = (v’ v;"; w’ w;").

Tedy v kaidé ze 3 perspektivné trilinedrnich bodovych fad
na 3 kuZelosetkach téhoz svazku existuji 2 body singuldrni, redlné
nebo sdruzené imaginarnf, a ty 3 dvojice tvoii 6 neutralnich
pard, jak vySe uvedeno. Zaroven patrno, Ze vyskytuji-li se singu-
ldrni body sdruZzend imagindrni v jedné z téch fad, musf b3 yti
sdruzené imaginarni i v ostatnich 2 radach.

Jednd se jeSté o konstrukei libovolné trojice nasi perspektivni
trilinearity, t. j. k 2 zvolenym bodum, na p¥. /, I’ kuZelosedek K, K’,
konstruovati piislusny bod !” kuZelosetky K". Tu jest. ti'eba. po-
vs1mnout1 si pfipadu, kdy trojice zdkladnich bodu v, v',v"; w,
w’, w" dané perspektivni trilinearity jsou imagindrni. Pak musime
postupovatl takto:

Bod I promitd se z bodd v;, w; dvéma sdruZend imaginarnimi
paprsky Ly, Ly, bod I’ z bodd ', w; rovnéZz dvéma sdruZend
imaginarnimi paprsky L'y L'y;. Prisedik (Ly L'v)'= An jest
tedy sdruZend imagindrni bod k prasediku Aw = (L L'wi), a
proto spojnice A, Ayi, kterou uréime zndmou konstrukei, jest
realna. Spojnice Ay v";, A w;” jsou sdruzens imaginé,mi, tedy jejich
pruseélk snadno sestrojitelny, jest redlny a musi lezeti na kuZelo-
seéce K", coz lze dokazati tak, jak bylo dok4zano v piipadd real-
nych trojic zdkladnich bodd na podatku tohoto pojednédni. Tento.
prisedik jest tedy bodem !”, p¥isluSnym trilinedrné k boddim Z17'.

4. Je-li déna obecnd trilinearita T jakychkoliv t¥{ atvara 1. fadu -
U, U’, U" (nebo obecnd 3 Gtvard unikursilnfch) 7 trojicemi

A4,4',47; B,B',B"; C,C",C"; D, D", D", E,E'.E"; F,F',F"; Q,G,G"

piislusnych sobé elementti, miYeme urditi jeji neutrdlni piry a
konstruovati daldi trojice pomoci perspektivng trilinedrnich fad
bodovych na 3 kuZelosetkich tého¥ svazku.

Zvolme &tyfi body «, f,y,6 v rovingé p a sestrOJmﬂ kuzelo-
sedky K, K', K" svazku ") za,kladnich bodech e, g, p, 6, hovicei pod--
minkédm: ,

k(eByd...) = U(ABCD.:.),'
E(eByd..) n UA' B CD..),
E'(afyd...) = UA"B"C"D"...),

P demZ k, &', k" znadi obecné body kuzelosetek K, resp: K’, K”. ’
Dale sestro;me na, kuzeloseéce K body e f, g ta.k aby platﬂa.»
projektivita '

8) Tamtéz.
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" . K(@pBydefg...) = UABCDEFG...); - L
na kuZeloseéce K’ urSeme body ¢, f/,g’, hovici projektivits:
K'(aBydefg..) n UABCDEFG..) II.
a konetné na K" sestrojme body e’, f”, g", uréené projektivitou:
K'(afyde" f'9g"...) o« U(A"B"C"D"E"F"G"...) 1II
Tifemi trojicemi e, e’,e"; f,f',f"; 9,9, 9" jest uréena podle pred-
choziho perspektivni trilinearita (T) bodovych fad na kuZelo-
setkich K, K', K", ktera se transformuje projektivitami I, II, IIT
v danou trilinearitu T, coi Vyplyva z teto uvahy

Mimo trojice e, e, e"; f, ', f"; 9,9, 9" zndme jesté 4 zvlastni
trojice perspektivni 'onhneanty (T)

a=ad=ad"=a; b=b=b"'=8;c=c=c" :y,d d'= d”*é

tedy celkem 7 trojic, jimZz odpovidaji projektivitami I, II, IIT
dané trojice
A4,4',4"; B,B',B"; C,C',C"; D,D",D"; E,E',E"; F,.F',F"; G,Q",G"
trilinearity T. Ke kazdé dalsi trojici trilinearity (T) obdrZeli bychom
projektivitami I, II, IIT uréitou trojici jisté obecné trlhneanty,
ktera by viak. byla. totozna s danou trilinearitou T, nebot by s ni
méla danych 7 trojic spoleénych, jimiZ je obecna trilinearita jedno-
znaéné urdena.?)
K libovolnym dvéma elementim, na pt. L, L' dtvara U, U’

uréime tedy piisludny element L” atvaru U” takto:

~ Sestrojime body [, !’ kuzelosedek K, K', p¥isluiné projektivi-
tami I, IT k elementim L, L', uréime p¥islusny bod !” v perspek-
tivnf trilinearit® (T) vyse odvozenou konstrukei a k bodu !" na-
jdeme element utvaru U”, piisluny projektivitou III, kteryz
]est hledanjrm elementem L -

1I.

5. Jsou-li danymi, obecné trilinedrnimi atvary, 3 svazky rovi-
nové. o mimobé&inych osich U, U’, U”, vytvof se jimi, jak jiz -
na poditku uvedeno, obecnd . plocha, kubické P3, kterd mimo
piimky U, U’, U” jest jesté uréena 7 body. Nasi konstrukef lze-
vyhodnd plqchu konstruovati, jsou-li: a) viechny -body re&lné,
b) 5-bodid redlnych a 2 sdruzens imaginarn{, ¢) 3 body realne a

2 pary bodd sdruZend imaginarnich.
- a) Konstrukce plochy kubické P3, dané tiemi m@mobézkamv,
U, U, U” a7 realnymz body
e S a%, 0%, ¢, d% e, [0, g°.

;Rovmu (a°b°c °) o zvolime za, prﬁmétnu, kterav protfné, primky;
g, v, U” v bodech' %, »'; u". Body a°, b°,¢°,d° e ,/° 9° se pro-’,
,mitaji z pH mek u,u, U" svazky rovmovyml ’

’) Sturm, str 327
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UMBC...G) UNBC...6"); UA"B"C"...6"),
které pramétna o protfnd ve svazeich paprskovych
wWABC...Q); w(A' BC...Q); u(d"B"C"...G").

7 trojicemi 4,4',4"; B, B’, B";...Q, G’, G” jest uréena obecné
trilinearita téch svazkt paprskovych u,«', ", jejiz daldi trojice
sestrojime podle odst. 4. Jest vyhodné pro konstrukei vice trojic,
zvoliti zdkladn{ body o, ﬂ ) pffslusného svazku kuzelosedek na’
kruznici K, uréené body a° b° c°,ato tak,lea’ = ¢, b° =8,¢° =y

a Ze bod 4 uréuje pro;ektlvﬂ;a :

K@fys..) n wABCD..)

Jinak se konstrukce nelisi od konstrukce uvedené v odstavei 4.
Je-li L, L', L” libovolna trojice trilinedrnich svazki paprskovych
u, ', u", protnou se roviny (UL)=L; (U' L')=L'a (U”L")EL"
v bods I° dané plochy kubické.

b) Kubickd plocha P* 7est uréena tremi mzmobé’ékamz u,u,u,
dvé’ma sdruéené imagindrnimi body a;°, b;° a péti realnymz body,
c°,d% e f°, g°. Prumétnu 2 polozme libovolné, na pf. primkou

°d° ‘takie svazky u,u’, ", ve kterych protind svazky rovinové
U, U ', U”", budou obsahovati dvopce sdruzend 1mag1narmch
paprsku Al, B;; resp. A, B/'; A", By".

» Zakladni body a, ﬂ, ¥, 0 svazku kuzeloseéek v roviné g zvolme
tentokrate tak, Ze e =1, f = j, jsou unagmarni body kruhové
v nekoneénu a y = c° . d=d°.

Potom lze body i, jy, ¢°, d° sestrojiti kruZnice K, K', K"
(jichZ obecné body oznaéime %, rosp. k' k") tak, aby platﬂy pro-
jektivity:
: k(zwyw"c d°...) m u (4; B1 C D ...)',

(i o ¢°d°...) m w' (4 B C' D' .
k'l jop €°d°...) m u"(4;" B;" C" D" .- )
Pro kruznici K (a obdobné pro obé ostatni) provedeme konstrukei

tak, Ze uréime jeji tednu 7T v bod$ d°, pfislusnou k paprsku D
v projektivité

d°(zwywcT ) n wAd;B;CD...),

znamou konstrukei,8) kterou ziskdme 3 redlné, sobé prislusné dvo-
jice. Obdobné budeme postupovati pfi sestrojovén{ kruznic K’, K. -

Potom urcime na kruznici K body' e, f,g, na. kruZnici K -

‘body ¢, f, g’ ana kruzmcl K" body e’, f, g" tak, aby platlly pro-
]ektlwty ‘
K (iy cd°f ):zu(AB,C’DE’FG ‘)
K'(%o?aoc e fg...)n u(d B/ C"D'E'F'G" N S
K'(ty jop c°d°e” " g o ) u(A; B’ C"’D"E"F"G" )* .
. %) Sturm str. 98. : SRR



312

Krivky K3, K 3, jichz spoletné body tteba podle odstavce 3. kon- -
. struovati, jsou uréeny v tomto piipadé dvéma spoletnymi imagi-
narnimi body kruhovymi v nekoneénu i, j,, daldimi redlnymi
spolednymi body ¢°, d°, e, ¢/, ¢" a mimo to jesté kaida 2 redlnymi
body my, ny; my, ny. Zvolime tedy za zakladni body svazku kuZelo-
sedek, pomoci néhoz se obé kiivky K,’ K,? vytvoii, jednou body
tens Jops € @°, podrubhé body i, jp, €°, € asestrojlme jejich spoleéné
body ]ako v odst. 3.

¢) Plocha kubickd P? 7est uréena dvéma dvojicemi sdruZend
tmagindrnich bodd a;°, b,°; ¢;°, d;°, tfemi redlnymi body e, f, g a
trems mimob&Enymi primkami U, U’, U".

Primétnu g zvolme libovolné, na pf. piimkou ¢;°d;°, a potom
sestro;me opet 3 kruznice K, K', K" svazku o zakladnich bodech
145 oo Ci% di° tak, aby platily pro libovolné jejich body k, resp.
k', k" vztahy:

E(lgg Joo ¢i°di®...) mu(4; B; C; D; ...)
E(lg joo ¢i°di°...) m uw' (4" B C;" Dy ...)
E'(lg Jp €:°di°...) m w"(4" B;" C;" D;" . . )

Pii tom jsou A;, B; sdruZené imaginarni priseénice rovin A; =
= (Ua;°) a B; = (Ub;°) s pramétnou o atd.

Konstrukei kruznic K, K’; K” cdvodime v tomto piipadé
takto: )

Jsou-li a;b;, cd; 2 dvojice sdruzené imaginarnich bodd kuze-
losetky K, pak prusedik (a;c;, b;d;) = r jest bod redlny, podobné&
8 = (aidi, bic;) jest bod redlny a oba body lezi na polife M reil-
ného prusetiku m p¥mek a;b;, c;d;, na niz leii také pél p spoj-
nice a;b; = P, protinajici polaru M v bodé¢ ¢. Ponévadz s bodu «;
se promitaji body a;, b;, c;,d; na piimku M do redlnych bodu
P, g, 7,8, jest dvojpomérem (pgrs) téchto 4 bodu vyjadien dvoj-
pomér (a; b; ¢; d;) 4 bodu a;, b;, c;, d; na kuZeloseéce K, jimi pro-
chézejici, pro niz jest bod p pélem pfimky P = a;b;. Mame-li
tedy sestrojiti kuZelosetku K body a;, b;, ¢;, d; tak, aby pro libo-
volny jeji bod k platila prOJektlwta

X k(a,b;c, ) mu(d;B;C; D;. ..,

protneme svazek pa,prskbvy « libovolnou kruznici K*, prochaze-
chi vrcholem jeho u v parech sdruzend imaginérnich bodi a@*, b*
¢i*, d;*; uréime podle vySe uvedeného pifsluiné body p*, g*, r*, s*
a na pimce M sestrojime k bodiim ¢, r, s bod p tak, aby platlla
rovnost dvojpomért
‘ (Pgrs) = (p* g* 1* s*).

. Tfm obdrZeli j jsme pél p ptimky a;b; = P pro hledanou kuZelo-
seéku, jejiz daldf konstrukce jest jiz snadnd. Kazdé kuZeloseéce
svazku o zékladnich- bodech a;, b;, ¢;, d; pFislui urdity pél na -
piimce M a naopak, takie dvojpomér 4 kuZelosetek toho svazku
]est vy]édfen dvo;pomérem prisluénych 4 pola. -
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Jest zfejmo, #e kuZelosetka K jest s kruinici K* ve vetahu
obecné kolinedrnim, urenéin 4 pary sobé pisluinych bodd w;, a*;
bi, bi*; ¢, ¢*; di, di*.

Pomoci této kolineace uréime pak k libovolnému bodu I* kru-
nice K* p¥isludny bod ! kuZelosetky K a tento bod bude pristuseti
paprsku ul* svazku u posledni projektivitou. -

Ponévadi v naSem piipadé jsou body a;b;imagindrnimi body
kruhovym1 v nekoneénu i, j,, obdriime vy%e uvedenou kon-
strukei piimo stied hledané kruznice. Daldi konstrukce kruZnice
z daného stfedu a 2 sdruZené imaginirnich bodd je zndma. Na
kruzmclch K , K', K" sestrojime potom, jak naznadeno, body e, f; g;
e, f,9; e, f,9" a uréime body p;, p,, protilehlé étvefici bodi
S JURS c@ , di° na kiivkach K, K,3 pomoci fady stfedd kru#nic
svazku (14 jo €i° di°). Takto obdrzime kuzelosetku L, uréenou
body py, p, a body e, €, e”, kterd protina kiivky K3, K,* v tychz
2 bodech &, 5. Tyto body urdime tentokrate takto:

N a]deme ]eéte dalsf 3 realné body kiivky, na p¥. Kp pomocl
neutralnich para pfislusné trilinearity (odst. 3), k bodim e, €', e”, p;
uréime pifsludny protilehly bod o, na]deme paprsek O svazku 0,
prislusny ke kuZeloseéce L ve znamé projektivité mezi svazkem
kuZelosetek a pifslusnym svazkem paprskovym o vrcholu o. Pra-
setiky piimky O s kuZeloseSkou jsou hledanymi body -&, 5. Dalsi
konstrukce jednotlivych trojic provedeme jako v predchozich pii-
padech. A

*

Sur les constructions d’une surface cubigue générale, déterminée
par trois droites générales et par sept points,
dont trois au moins réels.

(Extrait de l'article précédent.)

Les points donnés a°, b°,c° d° e°, f°, ¢° sont pro;etes des -
droites données U, U’, U" par sept triades de plans

A,A',4"; B,B',B"; CC'C” D,D',D"; E,E'\E", F,F',F"; GG’G”
par lesquelles sont déterminés des faisceaux trilinéaires de’ plans
aux axes U, U’, U”, engendrant la surface cubique en _question P
La construction des points de cette surface se réduit & la détermi-
nation de nonvelles triades de la trilinéarité I, déteminée par les
sept triades données. Pour ce but, on choisit un plan o et quatre
points qul Tui appartiennent «, 8, 9, 4; par ceux-ci on fait passer -
trois coniques K, K’ K", contenant respectivement, les groupes ..
de points e, f, g; €', /' g;e, "9 tels que les homographles aient .

lieu: : f
K(aﬂyéefg )nU(ABC’DEFG ) o v(l)

Kl(aﬂyéelflg’_ )ﬂU'(A BICMDIEIFIG! ) (2)

K" (efydefg" .. .)n‘U (A"B"C"D"E"F" Q" . .‘; ). (3)
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Aux points f. f', f* correspond, ceux-ci étant des points fon-
damentaux, une trilinéarité perspective (I;) de ponctuelles situées,
respectivement, sur les coniques K, K', K", laquelle est projetée,
des points e, €', ¢", par deux faisceaux de droites aux sommets
e, e, ¢”, liés par une trilinéarité générale. Ces faisceaux engendrent,
par les triades de droites correspondantes et se coupant en un
point, une cubique K3, passant par les points de base du faisceau
de coniques «, 8,7y, 6 et par les points e, €/, ¢”. Chaque couple de
droites singuliéres des faisceaux trilinéaires e, e’, ¢”, formant un
couple neutre, a pour point d’intersection encore un point de la
courbe KpB. On déterminera de la méme maniére encore deux
points my, n; de cette courbe, laquelle sera, par conséquent, déter-
minée par neuf points.

D’une maniére analogue, aux points g, g’, ¢” correspond une
trilinéarité perspective (I;) et une courbe K,3, déterminée par les
neuf points : '

: a, B,y, 8, e, €', e", my, n,.

Les courbes K, K,* se coupent, en dehors des points communs
a, B, y, 6, e, ¢, e" encore en deux points &, #, réels ou imaginaires
conjugués, lesquels sont projetés, des points e, ¢’, e”, sur les coni-
ques K, K', K", respectivement, suivant les points v, w; v', w’;
v", w", réels ou imaginaires conjugués. Les triades de points v, v’, v";
w, w', w" déterminent la méme trilinéarité perspective (I); les
points I, I', 1" qui se correspondent par cette trilinéarité sont tels
que les droites lv, I'v’, 10" se coupent en un point et les droites
lw, 'w', l"w" en un autre point. La trilinéarité perspective (I) se
" transforme par les homographies (1), (2), (3) enla trilinéarité géné-
rale I, de sorte qu'on peut continuer & determiner un nombre
quelconque de triades de cette trilinéarité et, par conséquent,
de points de la surface P3.
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