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K otézce zobecnénych rovnic Clairautovych.
Sergéj Sispanov.
(Referat podany na Il sjezdu ruskych ulencii v Praze.)

Zobecn&nymi rovnicemi Clairautovymi rozumim obyZejné dife-
rencidlni rovnice prvniho fadu

- F (x: 3 4 y'):()’
jejichZz obecny integral dd4 se vyjadfiti ve tvaru
F (x, 3, C)=0,

povstdva totiz z dané rovnice proménou y' v C.

VySetfovan{ diferencialnich rovnic tohoto tvaru redukuje se na
feSeni systému parcialnich rovnic a v obecném pfipadé poskytuje
znalné obtie ndsledkem mnohozna&nosti funkci. Pokud je mi
zndmo, byl systém, o kterém jsem se vySe zminil, integrovan jen.
pro rovnice kvadratické v y'.

V tomto referdtu chci vylo2iti jednoduchy zplsob, ktery vede
rychle k cili pfi feSeni rovnic 1. a 2. stupn& vzhledem k y. Potom
ukd?i jeden pfiklad zobecn&né rovnice Clairautovy libovolného
stupné v y. ’

BudiZ obecny integral hledané diferencialni rovnice dédn tvarem

i=m
II b—/fix, O] =0.
i=1

PHsludnd rovnice diferencidlni je pak

I=m

H (}"‘_fi (xs yl)] =0,

i=1 .
kde f; znamend bud funkce jednoznatné, nebo urcité hodnoty funkci
- mnohoznaénych. Dejme tomu, %e prvnimu Ciniteli obecného inte-
gralu odpovid4d n¥jaky e,-ty Cinitel diferencidini rovnice, t. j.

Y= fix0=0
jest integrdlem rovnice Y= fan () = 0
druhému Ciniteli -
' y —f 2 (xo C)

nechf odpovidd e,-ty Cinitel
¥Y— fas (x, C) atd.
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JeZto kaZidd substituce ( 1,2 ....m )
@y, gy - - o am.
se d4 rozloZiti v cykly, mfiZeme spojenim soudinitelii do vhodnych

skupin a po pfipad® i zmé&nou jejich &islovdni dospé&ti k témto

vatahlm: ¢ v 0), y=fi (5, C)ser.r y=Fn (% O),

y=Lxy), y=&xy).... y=L((xY)
Zde jsou v prvnim fddku vypsdny jednotlivé integrdly, na n&Z se
rozpad4d obecny integrdl a v druhém fadku odpovidajici jim dife-
rencidlni rovnice. KaZdy ndsledujici integrdl vznikd z predeSié
diferencidlni rovnice prom&nou y v C. Cislo n mbZe byti <<m. .
Jest tedy obecny integrdl zobecn&né rovnice Clairautovy, algebraické
podle y, souinem rfiznych cykla tvaru

O0—fH)-O—L).... (v —fa)

Z toho plyne, Ze nasi tilohu je moZno pfevésh na stanoveni funkce f;,
kterou se zalinaji cykly, s jednim, dv&ma, tfemi atd. &leny.

Derivujeme-li prvni vztah
y :fl (x, C)

podle x, obdrZime
y= af 3x % -

Probereme ne]drive zvléﬁtni ptipad, kdy pravad strana tohoto
posledniho vyrazu jest funkce jen C, t.j.

¥ =A ().
Pak bude y=£f(xC)=A(C).x+B(0),
kde B je libovolnd funkce. Z toho plyne, Ze
y=r(x,y)=xy +B[A~' ()],
znadi-li A—! jednu z funkci inversnich k funkci A. Dile jest
y=fi(x,C)=Cx+BA~'(C)
- a y=/fs(x,y) = xy' + BA~'(Y).
Pokralujice tak od dtuhého integrdlu k tfetimu atd, najdeme ko-
nelnt ¥ =fu(x,C) = Cx+ BA—1 (C),

y=hH (x,C) =Cx+BA-1(().
Ze srovndni posledniho vyrazu s vyrazem f; (x, C), obdrlenym
dﬂve, plyne, Ze A(C)=C.

Jsou si tedy v3echny &leny.cyklu -
L ]
O0—f)-0—=Af)-...v —fa)=0
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navzdjem rovny a maji tvar
| y—[Cx+B(O))
t. j. cyklus dd se pfevésti na cyklus jednotlenny
- [y—Cx—B(O)]"=0 | 1
tvaru Clairautova. S
Dejme tomu, Ze pravd strana rovnice

’ 9

| y=p=2(x0)

z4visf na x, ReSenim rovnice podle této proménné obdrzime
Lx=9,(p,0). of

kde ¢, jest jakdkoliv urCitd hodnota funkce inversni kﬁa—xl (x).

Dosadime ¢, (p, C) misto x do 'vyrazu y, dostaneme

y=r (x: C)z_fl [#: (0, C), Cl= v, (p, C). »

Takovym zpfisobem zkoumany integrdl bude vyjidfen v para-
metrickém tvaru x=9(C), y=v(p,C),
kde p a C jsou pomocné nezdvisle promé&nné.

Vyloutime-li z toho p, obdrZime obecny integril ve tvaru

explicitném
P y=F 1 (x’ C) ’
vyloutime-li C, obdrZime nisledkem rovnosti,
p=y |

piisluSnou diferencidlni rovnici _
y =f8 (xa p)'

Probereme nejdfive pfipad jednollenného cyklh. V tomto pfi-
pad¥ vysledky vyloudeni p a C maji byti stejné, t. j.

- y=f(x0), y=r(x p)
K tomu dfelu stali zvoliti funkce @, a ¥, soumé&mé podle p a C. ‘

 Jeito _dy,
o P=1x
v . / } ap — . ap
.a ndsledkem soumérnosti A

-a——CT:C'.—aE.
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Derivujeme-li prvni z obdrZenych vztahti podle C, a druhy podle p,

dostaneme
%Y, —p 2P , PP a’%.
pdC dpdC ~ daCoyp  ~ Cop
Odecdtenim dostaneme

_ B
»r-0). apaC_O'

Predpoklad, Ze p = C, byl ji¥ probrdn. Integrujeme-li zbyva-
jici rovnici .

2, —
pdC
a uvéiime li soumémost dostaneme
x=¢,(p,C)=M(p)+ M (©), , (20)

kde M Je libovolnad funkce.
Dosadime-li tento vysledek do ‘vyrazu pro parcidlni denvace

0%y , Yy
dp 2C’
dostaneme '
CLP 7 M '
ap ‘—"p'M (p)) aC C‘M (C)'
Odtud; —y, (o, C)=§p M’ (P)dp +§ CM(C)dcC. (26)
PoloZime-li na piiklad M) =t

| dospEjeme k systému , _ , 4 ¢ —1p 1 Co
‘ Eliminaci C dostaneme diferencidlni rovnici
: y=y 2 — xJ’ +4x2
a eliminac p podobny s ni obecny integral
y=LC2—Cx + {x2

Zvolime-li M(t) =Int,
dostaneme x=InpC, y=p+C
Provedemm eliminace dospéjeme k rovnici Raffieho
b, e
' y=Yy +J7
s mtegrélem | y=C+ g ' N

Nech4vajice stranou otdzku o existenci jednoc‘.lennych cykl&
tvaru obecnéjSiho, pfejdeme k cyklim dvojilennym -

y=f(x0C), y=r(x C),
y=r (x p)» y=f(x p).
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Pro prvni mtegrél ponechme drfvé;§i oznaceni a pro druhy
zavedme
’ X = Wﬂ (p, C)

y=flp: @.0),Cl= v (p, O),
kde (p, je jakékoliv urdité feSeni rovnice
= %0

podie x. ,

Budou tedy na3e mtegrély dény ve tvaru parametrickém

x=9,(p,C), x=9(@,C),
y=v. (1,0, y=v(0C)

Eliminaci p anebo C pfevedou se tyto integrdly a pfisludné dife-
rencidlni rovnice na tvar explicitnf. Nechf maji tvar:

y =fl (x’ C)’ 'y =f2 (x; C)’

y=rLxDp), y=H(& D).
Veli€¢iny p a C jsou v obou pfipadech pomocné promé&nné. Na-
budou-li p a C, nachdzejici se v prvnich sloupcich, hodnoty ¢&i-
selné rovné hodnotdm p a C, nachdzejicim sé¢ v druhych sloupcich,
nebudou obecné& korespondujici hodnoty x-fi, jakoZ i hodnoty y-ii

stejné. Obdobn& odpovidaji hodnotdm x-0i a y-0 stejnym pro oba
sloupce riizné hodnoty p a C.

_ Pfemistime-1i v druhych sloupcich p a C, prijdeme ke vztahfim
x=9,(p, C), x =g, (C,p),
y=v(00, y=v(Cp)
y=HxC), = y=hf(xC),
y=htp, y=hkp)

Nejjednodu3eji bude vyhovéno t&mto vztahtim, kdyZ zvolime

2. (0, C)=9,(C,p) a ¥, (p,C)=1,(Cp).

~ Jsou-li C a p jednoznan& urfeny rovnicemi

' fx(x:c):y a f, (x»p)=)’»

je tato cesta jedind moZna.

Pl‘ipomeneme-li si, Ze pro prvni sloupee plati

~4
P=ax’
a ze v druhém sloupm pismena p a C jsou pfemisténa, dostaneme
Wy 29 o =C. %,

ap Y aC ?C
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-Postupujice ddle jako dfive, pfijdeme kone&n& ke vztahiim:

x=M(p) + N (O), (3a)
y={pM' (P dp+[CN'(C)dC. (35)
Vylou€enim p dostaneme prvni integral
y=r (% 0),
a vyloufenim C odpovidajici diferencidlni rovnici
y=/s (x, p)-

Pfemisténim p a C ve vysledcich dostaneme druhy integrdl a pfi-
slu3né rovnice..

Zvolime-li, na pfiklad
M=p—*, N=C""*

~ dostaneme yo Cx ye Cx_
‘ 1+x)C’ 1—x]C -
y= pXx px

— y =
1—x)p 1+xVp

Kone&n& obdrzime n4sledujici rovnici kvadratickou v ), jejiZ
obecny integral se urli pfeménou y' v C:

(x2y—1).y*42xy . y—x2)'2 =0,
- Dfive probrany jednollenny cyklus je patrn& specidlnim piipadem

cyklu dvoudlenného, kdyZ funkce M a N jsou stejné, nisledkem
‘CehoZ oba soutinitelé

: y—hH(xC) a y—fi(x,C)
se stotoZiiuji. ,
~ Z cyklfi, obsahujicich libovolny pofet soulinitelii, probereme
jednodussi, kde »
! y=Ff(x C)=g®). C+h(x).
Pfislunéd diferencidlni rovnice ma pattné tvar

y=h 6O =50 .+ [0 58 H o)

a tedy integral bude -
' = , C = -g—: . C h —g, . h' .
y=/f(6C)=5-C+( 7 ) atd

Operaci 2 oznadime symbolem 4 (g). Aby n+ 1Ini integral

g )
‘ y ‘__"f'l+l (x’ C)
ztotoZnil se s prvnim -y =f, (x, C)
je nutno, aby éd.... 6 @ =g
n .

@)
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Posledni diferencidlni rovnici neni asi mo¥no integrovati kvadra-
turami. Na pfiklad obdrZime pfi n=3 po dvo;nésobném sniZenf
fadu rovnici Liouvilleovu.

Av3ak pfi libovolném n rovnice (¥) mé ziejm& fe¥eni

g(x)=x—a.

V tomto piipad& dojdeme pro ureni A’ (x) k rovnici Eulerové -
fddu n — 1.
" Provedeme-li kvadratury, dostaneme definitivné&

hx)=b+k .(x—a)—°+k.(x —a)—« +....
ot kna. (x—a)t—o"""
y—b=C.(x—a)+k . (x— )"0+ &y .(x— @)' = +....
o Fhper . (x—a)t—o" !,
kde o ]e primitivai n- ty kofen jednotkovy, a stilé koeficienty
a, b; ky, kyy. ..., kn—

a

jsou libovolné,
Nésledujici integradl bude miti tvar
y— b =C.(x— a)—}-w kyo(x— a)l Ot k. (x—a)l Tt

n-—-1

vk =1, ks c(x—a)—° atd.
Souéin ze véech\ n integrdlt dé dplny cyklus
i=n—1 .
II [(y,——b)—C(x-—a)w'.kl (x— )1~ o— 2 ky o (X — @) ..
i=0 )

| coo— @@=, k,._l(x'—-a)l—w"”'] =0. @).
Pro n=3§ a=0, b=0 nalezneme

Yy—Cx=k . x'"—°+ky.xt—¢

Yy —Cx =wky . X'+ 0k, . x1—,

y—Cx =0 X'+ 0k x1
Poloiime-ll k, = k;, &ehoZ je tfeba, chceme-li miti rovnici s re4l-

nymi koeficienty a zvolime-li ddle pro stru¢nost k, =k, =1, do-
sp&jeme kone&n& k nésledujici nejjednodussi rovnici 3-ho stupné vy

(= xy)* —3x3 . ()—xy) =2.x*. Vx . cos (§ l/3 In x),

‘1 ﬁz becny integrdl obdrZime ptom&nou )’ v C.
. Jest jasno, Ze soutin n&kolika cyklfi tvaru (4) bude také obec-
nym mtegrélem pfislu§né rovnice Claxrautovy
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Sur les équations généraliéées de Clairaut.
(Extrait de Particle précédent.)

1. La classification la plus commode des équations généralisées
de Clalraut est celle faite d’aprés les puissances de y. Par rapport
a x et y'=p l'équation peut méme étre transcendante.

2. La recherche générale des équations de ce genre conduit
4 la détermination d’une fonction f; (x, p) donnant naissance a un
cycle de Yordre n:

—f %o« —Ffa . P - - y—fa (5, )1 =05
’équation y=1, (x, p) a lintégrale y =f; (x,C) etc.’

3. En supposant que %J;—: soit indépendante de x, le cycle se

réduit a la forme
[y—xp+B(@)I"=0.
4. Pour obtenir un cycle 4 deux termes, nous supposons

x=M@)+N(C) et y=[pM(p)dp+ [CN () dC.

L’élimination de p fournit Vintégrale y=71, (x, C), et celle de C -
’équation correspondante y =f,(x,p), et réciproquement. On obtient .
Iintégrale générale de I’équation

b4 o)l —f (P =
en remplagant p par C.
5. Dans le cas d’égalité des fonctions M et N on arrive & un
cycle 2 un terme.
6. En supposant que, dans le cycle de Vordre n, la fonction
J1 (x, p) soit linéaire par rapport & p, on réduit le probléme ala
-détermination de g (x) de I’équation

66...0 (g)=g,

n

8 (g) désignant Popération différentielle g,g"g.

7. Au moyen d’une intégrale particuliére g(x)——-x—a on
obtient le terme principal du cycle
(x—-a) p+kx.(x-—a)‘-‘"’+ ko (x —a)—"+ ...
o By o (x—a) 0",
® étant une racine .pnmxtive de Pynité du n-me dégré Les'
coefficients ‘ a, b; ky k ., knt
] 13. 142y *

sont arbitraires. On obtient les autres termes du cycle en rem-
placant
kl! k’, sy kn-—]’ pal' w'kl, w2 ko, DY) w(ll—l)l kn Iy
(i=1, 2, , n—1)."°
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