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jest :
' ' . a? + ab 3 b?
—_— <2 oy 2 —
p=—acos?ae—bsin?a 4 R
_a? sin? ¢ + b2 cos? a
a+b
Parametr paraboly, majici ohnisko na elipse ¢ v bodé M a do-
tykajici se elipsy ve dvou bodech, jest

2b% '
2p = P PR : (54)
kdeZ b, je délka polomeru elipsy sdruZeného s polomerem OM

Osa paraboly mé rovnici

zsine—ycosa = (a—b)sinacosa. (55)
Derivujme tuto rovnici podle proménného parametru a:
zcos e + ysin ¢ = (@ — b) (cos? &« — sin? a). (56)
Z rovnic (55), (56) vypotteme o ,
: ‘ x = (@ — b) cos® (57) -
y = — (@ — b) sin® a. - (58)
Eliminaci ¢ z téchto dvou rovnic obdrzime
xt 4 yﬁ = (@ — b)%. ‘ (59)

Tedy obdlkou os viech parabol, majicich ohnisko na elipse e
a dotykajicich se elipsy ve dvou bodech, jest asteroida.

' Sestr_ojeni tecen jistych kiivek rovinnych.
. Dr. Jan Schuster. - _—

1. V.ro¢niku X. na str. 51—54 tohoto dasopisu udan ]edno-
- duchy vznik nékterych kfivek rovinnych. Zde chei podati dalif
pifspévek pro sestrojeni teden, takZe potom konstrukce pfejde
v proloZeni kiivky jistym opsanym polygonem.
- Budte dény dvé kiivky prochazejici positkem soustavy
z = g(t),. y = t(t); x=y(t), y =ty(t). -
- Na paprsku y = {z pFidrufme k po¥itku novy bod dvoj-

pomérem A k prisedikim s danymi kiivkami jako zdkladnim.
bodtim. Hledany bod je pak urden rovnici
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a vypliuje kiivku:
z = w(t), y = tw(t).

Tetny k témto tiem kiivkdm v jejich priseéicich s paprskem |
y = tx maji rovnice:

Determinant koeficientt téchto t¥f rovnic jest:

2 2 1
13 t+21’£1 1’ i,, 11 'q’_z’ > 1
Y @ Y @ (2
2 2 2,2 !
1, t+'1p7’£7 = 1, ’ET’ lp_? (P,w,w, %’ '];, 11
I Py | Y Y
0 | 0 w? o 1
1 -——-’— ) 1, —, — —_— —
t+ w’ b w, w' w2 w,

kde druhy vyraz vznikl odeétenim t-nésobného prvniho sloupce
od druhého, a tfeti vytéenim tfetiho &lenu z kazdého Fadu jako
dinitele pred zavorku.

Derivujeme-li rovnici (1), vznikne

(1_,1) _Y_ M

. ¢ v
Kdyz tedy v poslednim determinantu znisobfme druhy fadek

dislem — A, pii¢teme-li k nému prvni, obdrzime (1 — 4)-ndsobny
tiet, éimZ dokdzdno vymizeni determinantu, a tedy tedny viech
tii knvek sestro;ene \4 bodech leZicich na témZ paprsku y = ta,
jdou tymZ bodem:’

2. Tato véta zobeciiuje ]1stou vétu o svazcich kuZelosetek.
Déna-li kuZelosetka

ax3—|—2bxy—|-cy2+2dx—l—2ey+f=0

budou kiivkam ¢, ' odpovidat -8asti obsazené mezi dotykovyml
body teden vedenych z podatku. :

Priseky kuZeloseéky se seénou yA—- tz plynou z rovnice
2 (@ + 2bt + cf?) + 2x (d + et) + f =0,
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takZe
. —@+ et) + V(@ + etf —f(a + 20t + o)
o(t) = a - 2bt +ci?
. —(d 4 et) —J(d + et)* —f(a + 2bt 4 ci?)
i) = a + 26t + c?
Geometrické misto bodt dvojpoméru A bude tedy didno rovnicemi:
1—4_ a2t
o  —@d+e)+VdFea)P—f(a+ 20t +c2)
a -+ 2bt 4 ct? . .
— y Yy =1lx
— @+ ef)—J (@ + et): —f (a + 2bt + ct?)
nebo

—(l—l)f(a-}- 261+ o) = (@ + 26t + ot?) . [— (@ + et) (1 — D) —

— (1 — N Vd + e) —f(a + 25t + c2?)].

Faktor a - 2bt + ct?, jenZ "odpovida dvéma piimkim miffcim
k Gbéinym bodim kuZelosetky, miZeme vynechati a zbude vyraz,
“ktery lze uvésti na tvar raciondlni:

(A=) + 0@+ =@+ —f @+ Bt + ] o2

Kdy% zavedeme

14+ 2

_T:_z:”’“’:x’t:

8w

vzmkne
(f + dz + ey)* = p? [(dz + ey)* — f(ax 4 2bxy + cy?)].
Tedy vidime, Ze odpovidd-li jeden oblouk kuzeloseéky hodnoté
142 —1
li =+up b i A= m,
odpovida. druhy dvomoméru plynoucimu zZ
1+ pt1

: 1— Z. p—1
; ' Nalezené. kuZelose¢ka patri tedy svazku uréenému dvomou primkou

r . /-{—da:-l-ey—o ‘- .
8 khvkou dasknmma,ntni g T
L _ (dx + ey)? — f (ax? + 2bzy + cy’) —o..
f"’ Prvni z mch ]e polé.m dané kuieloseéky vzhledem na poéatek N

,u,t]i.—.
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druhd pér teéen vedenych podatkem, takze viecky kuZelosetky
patrici k riznym u? tvoif ‘svazek, jehoZ zdkladni body jsou dva
pary splyvajicich bodt. -- .

Vidime tedy, Ze pro tyto kuzeloseéky tedny vedené v prisecich
s touz piimkou y =tz se protnou v témZ bodé poléry pifsludné
k poditku.
- 3. UvaZujme obecnou kiivku stupnd & + 2, kterd mé v po-
datku soustavy bod k-nésobny. Jeji tvar bude

VE = Vpy1 + Vkto ’ (2)
kde v, viy1, vi+2 znaéi homogenni funkce velidin =z, y stupné
rovného indexu. Dosadime-li y = ¢z, vznikne

Uk = TUky1 + C2Upto,

kde up=v4:2" pro h=Fk k + 1,k 4+ 2, tak¥e pro soufad-
nice priiseki platl : '

[“—‘uk+1 + Vu2k+1 + 4ukuk+2]

X =
L2 = s

Bod podle obou sdruZeny s poditkem ve dvojpoméru A bude:

] 1—1_ 2’ll,k+2 2uk+2

@ —uwpy+ Vot + 4ukuk+2 C — g1 — U1 + durtiego

nebo kdyZ zase zavedeme u a odstrapgime iracionalitu umocnénim
a také zase funkce v, za wug, obdrzime

(206 — v41)% = p® (V41 + 4VaV12).
Body dvojpoméru i naplﬁuji kiivku stupné 2 (lc‘ + 1), kterd mé

v podatku bod 2lc-na,sobny Body dvo;poméru —1 a —E +1

p+1 p—1
patif téie kiivce.
Pruseky této kiivky s pa,prskem y =iz (mimo po¥itek)

. maji teény prochdzejicf{ tym% bodem pro viecky hodnoty u.

Kdyby diskriminant kvadratické rovnice byl Gplny &tverec,
t. j. ' -

W1 + dUrUpy e = u2k+1,

pa.k by bylo o
20k — V1 = & Vry1.

Geometrické misto prisekd odpovidajioich teéen v bodech téhoz
paprsku déno pa.rametncky rovnicemi: -

. T . 3
PRI S .___xze_,:_x_a,.z
z - ' , T T C Xy
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Odtud,

Lo Xy X,? x,?
T\ — | =7 —
Z, x, z, Z,

nebo

7 ’?
x 1
z 22 () = 22 [———) »

2 Z; X

tedy

(kg1 Urs1) (uk+1)
Ukio Ug

(y — at) (Ur41 Uky1) — Uk 41
— UrUk+1 Uk+2
jako parametrieké vyjadieni kiivky.. Vylouéenim ¢ z obou téchto
rovnic vznikne vyraz hledany.
4. Obratime se ke specidlnim piitkladim. Dand kiivka bud
stupné &tvrtého a rozpadej se na paraboly

y? = 2px, 2* = 2qy,

tudfz kiivka

(4* — 2pz) (2* — 2qy) = 0 = 4pgay = 2w3p + 2y%q + *¢%.
Odtud

vy = 4dpqry, vs = 2 (2*p + y%q), v, = — 222

Vznikne nova kfivka dvojpomérem A:

[8pgry — 2 (2°p + yaq)]2 = u? [4 (2°p + y*q)* — 16pg2®y®] =

4 (2°p — ¥%q)*

a rozpadd se na dvé:

dpgry — (2°p + y3q) = & p (2°p — ¥%q)

dpgry = @*p (1 £ p) + y*q (1 T+ p).
Jedna z nich bude list Descartesiv, kdyZ p (1 + u) = g (1 — u)
N | " tpe . . ;
p(l+p)

2® + y® = 3axy.

p*@* + ¢*y® = 3apqxy.

- Kdyz tedy z obou podminek pro p, ¢, # uréime jednu kiivku
jako list Descartestv, je pfidruZenych kiivek je§té podet col. Nebot,
kdyz z prvni podmmky uréime 4¢ = 3a (1 + y), da druha

m= Z}_*_ takze4q—3a

nebo

= 3a,
takze
Druhé je pak

pz_zqnebo p+q=3a.
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Druhou kiivku lze brati za list Descartestiv tak pretvofeny,

Ze jeho tusecka zvétSena v poméru ]/Z;, pofadnice v poméru

s

Teény vsech kiivek odpovidajicich proménnemu u pii pev-

nych p, ¢ v prisedicich s tymz paprskem y = tz jdou tymz bodem,
totiz prusetikem tecen zakladnich parabol

2
x;%, y=t—pax=2qt,y=2qt2,

tedy bodem, jehoZ soufadnice hovi rovnicim:
2yt = xi? + 2p, 2xt = y 4 2qt. _
Kdy? se paprsek otd¢i, lezi tyto priseéiky na kiivee 4-ho stupné
4 (2* — 29y) (y* — 2px) — (4pg — 2y)* = 0.

3x2y® — 8qy® — 8pa® + 24pgxy — 16p%2 = 0.

_ Dusledek: Teénu v bodé Descartesova listu obdriime jako
spojnici teéen obou zakladnich parabol v jejich pruseéicich s pa-
prskem spojujicim dvojny bod listu s danym bodem. -

- 5. Jesté jednodussi sestrojeni davaji kruZnice

-

nebo

a + g = 2p7, @+ ¥ = 2qy.
Geometncke misto bodd pfidruZenych bikvadratice

(22 + y* — 2pa) (a* + y* —2qy) = 0=
=dpgry = (2* + 9°) 2 (pz + qy) — (&* + ¥*)°

- [8pgry —2 (2 + 9?) (px + qy)I* = |
=t [4 (& + ¥%)* (p + gy)* — 16 (2* + y?)* pgay]

je

nebo _

dpgey — (@* + 9°) (pz +9y) = £ (&* + ¥*) (pz —qy),
“tedy

dpgry = (2 + y%) [px (14 p)+ qy (1 F p).

Polozime-li

o pl+m=s 9(1—#)=-b,_f‘m=c’,_
vznikne strofoida . : o
'czxy = (?2'+ yz) (ax + by).
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Druhé vétev nebo pfidruZzena kiivka se obdrzi z hodnot:
(1 — p?) ¢ = dab,

tedy
: ac :
S 2 4ab —_ ,— = — .
# Vc P ¢ + Jer — 4ab 1 c—]/c”—ti-ab -
cot déa: K V :
" acx ¢ —Jc* — 4ab
cax — 2 2
y=( o[t
~ bey c'—l-]/c?-—‘iab]
c—Vc‘—4ab' ¢

nebo
dabc*zy = (2* + y?) [ax (¢ -—ch 4ab)? 4 by (c + Vc” — 4ab)?].
Priseky zakladnich kruzZnic s paprskem y = fz jsou .
2p ., _ _2p % . _ 27
i+a Y1+ P TPTIiw Yo 1w
V nich sestrojené ‘tetny krufnic jsou: '

x(l—12) + 2ty = 2p, 2z + y (1 —17) = 2% _
Vylouéeni parametru ¢ z obou dé jako geometrické misto priseku
49" + 2y — ) (¥* + 2pz — x’) = [=9 + (2p — @) (y + 29)1*
nebo

(y* —=* + 299) (y* —a + 2px) = by —gz + 2pg)*.
6. Odtud mo¥né odvodit ]ednoduchy vztah mezi Nellovou
parabolou a kissoidou.
’ Dioklova kissoida y* (20 — z) = x" se da psat parametricky
: ‘ 2at?
1+
_ takZe znaéime-h %y, Ty _sedky priseki kiivek zatim neznamych

8 paprském y = {z, jez jsou body daného dvojpoméru A vzhledem
“na bod kuspldélni a prusek 8 kissoidou; bude se muset rovnice

l+t3- 1. 1‘.

2at’ =x1 %y

~f;splmt 1dentlcky, cot pH A=—1 vede na. ha,rmomcky vztah
: _Dloklovy kissoidy ke kfivkim

:c~2at’y 2aFaa:-2a,y-2at

- T =

Y =1tr, = —sm



R 65

-Vidime tedy, Ze k Neilové parabole 2® = 2ay? v jejim priseku
s piimkou y = tx sestrojend tedna se protne s teénou sestrojenou
k Dioklové kissoidé nebo (pfi obecném dvojpoméru ) ke kissoidé

2at2 .

: z (22 — Ay?) = 2ay?
v priseku téZe pfimky y = fx s pi{mkou z = 2a.
Kdybychom byli vysli od kfivek y? = 2ax, x = 2b, vznikla
1—2 ¢ A
=52 %5’ tedy by*— lax? =
= 2ab(1——}.)x co% je elipsa v poloze vrcholové. Teény v odpo- -
vidajicich bodech elipsy a paraboly se protnou na rovnobd&zice
8 osou y. Kdyby bylo b = — Aa, vznikne kruh 22 + y* =2 (a 4 b) 2.
7. Uvahy, jez vedly na Descartestv list, lze velmi zobecnit
pfevedenim do homogenni soustavy.

Zékladni kuZelosetky vztahujme na soufadny trOJuhelnik
jehoZ jeden vrchol je v priseku kuZeloselek, protéj§i strana ve
Aspolecne tetné obou a dotykové body jejf daléfmi vrcholy ]eho

Jde tedy o kuZelosetky

Aga®y® — 2“13-"”13’3 =0, Aux®— 20,22, = 0

by dvojpomérem A kiivka

nebo
— 20,73 = 0, 2,2 — 2qar:1:4r:2 = 0.
. Bod oddéleny od vrcholu.1 dvojpomérem A podle pruseku
paprsku. x, = t,2; 8 kuzeloseékq.mx, tedy podle boda
2 1
xl..xz.%x:%.t.l, Tyl Wy = —@.t.l,
m3 soufadnice '
P L) BN Y Sy
xa x3 — 2p zqt) . . ’
tedy naplnuje kiivku:
. 2pg (1 — ’1) X)Xy = q3° — lp:l:’a
Prﬁseéiky teden obou kuZelosetek v bodech na paprsku g =
= tz3, t. j. piimek .

— 2pz, + 2y — P2y = _O,,ﬁ — 2qt’_‘x1 — + 2z4t = 0,
na.plnuji knvku ' -
X iy = 3 (2qt’+ an) (2P+4qt“) o (e
: Sp01mce jednoho z bodu téch s vrcholem 1je 2, = 2t:¢:3 _
 Roshledy mawmmcko-pﬂrodovédecké nowk 11 ‘ b
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Jeji teéna v bodé parametru ¢ jakoito pnmka, jdouci tfemi
body, z nichZz dva splyvajl jest:
xl s T s X3
32, 2qtt-+4pt, 2p + 498 | = 0.
6¢, 8qt° + 4p, 12¢t?
Kdyz vylouéime prvni &len druhého radku, pnctouce k nému
— 4t nésobny tieti Fadek, vznikne
%y, Ty : » X3
0, —2qt* + 2pt, 2p—2gt* | = 0. (BY
6t, 8g* + 4p , 12¢i2 .

Mugeme tedy kratiti druhy radek éislem 2 (p — qt") treti dislem 2.
Tim obdrzime

Xy, T > X3
0,t 1 | =0
, $3¢, 4qt3 + 2p, 6qt? _
Tato teéna protne paprsek Z, = lzg na strand tro;uhelnika z; = 0,
nebot priéteme-li — #-nasobny tieti sloupec k druhému, zbudou

v tomto.dvé nuly a 2p — 2¢#3, takie se determmant pievede na.
rovnici x; = 0.

Redlnému pruseku obou kuZelose¢ek riznému od vreholu 1

odpovids ¢ = Vp g. Tento bod leZi na knvce (@), i na kuZelosed~

kéich, nebot = -
HE x3_3]/p 6pl/ :6p

.'a pro bod na kuzeloseéce

a '=%Vm V 2

. coZ se snadno zpsti totoznym
Teéna &iry (z) v tomto bod¥ je déna rovmci

xl 3 xz ) xa
o - ,lpie1  |=0
3Vpra. g, 6p , 6 Vr'g |

0 x1+3le/-——x3‘l/—._0

a po rozvinuti
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Splyne tedy s paprsekm x, = tx; pii jeho prichodu druhym pri-
seéikem obou kuZeloselek. Tento ostatnd anuluje rovnici (B)
identicky, jak ukédzalo horni odstépeni faktoru p— gt

To znamens, %e muzeme k prusekim teéen zdkladnich kuze-
loseéek v bodech paprsku z, = tx, gestrojit hned teénu jimi vy-
pln&né &ary jako spojnici onoho priseku s prisekem paprsku
s tetnou z, = 0 a tim dovoluje kiivku vepsat do te¢nového poly-

onu.
& Jsou-li zakladni ktivky paraboly, jsou teény rovnobé&iné
s odpovidajicim paprskem y = fz.

Z Gplné soumérnosti vztahi obou kuZeloseéek ke druhému
priseéiku a druhé spoleéné vnéjsi teéné plyne, Ze ke dv&éma kuZe-
losetkam patif dvoji kubické kiivky s dvojnym bodem a dvé
bikvadratiky, opsané prisekem sdruZenych teden, jejichz teény
se s pridruZenym . paprskem protnou na spoleéné vné&jsi tedné.

Ve

'O skupiné bodii soukruznych na hyperbole.

Dr. Jan Schuster.

V roénfku X. str. 129 a nasl. jsem udal vztah dotykového
bodu a dal§iho priseku kruhu s elipsou a hyperbolou. Obecnéji
ta vlastnost byla vySetfena ve vyro¢ni zpravé Masarykovy &sl.

. realky v Praze II na r. 1931.

Zde se chei zabyvati touto vlastnosti obecnéjl pro hyperbolp_.
x=asecp, y=>btge.

Uvazu]eme-h 4 body, které patii Ghlim e, g, y, <p a leZi na. kruznici,
splni se determmant :

|a®tg? @ + b¥sec’ g, atg g, bsing, 1 | =0,

kde se utvoii ostatni ¥adky pro argumenty «, 8,y stejnd. Kdyz
pifeme a? tg? ¢ = a?seq® p — a?, 8 pri¢teme-li &tvrty sloupec. &is-
lem a? nésobeny k prvnimu, moznd vytknout v ném a® 4+ b2; pak lze
sloupce zkratiti postupng &fsly a? + b2, a, b. To ukazuje, se vlast-
nost tato nezavief na hodnoté poméru a/b tedy jsou uhly ste;né
pro viecky afinni hyperboly.

KdyzZ znasobime fadky resp. éisly cos? g, cos? a, cos? §, cos? 'y,
vznikne determinant o prvefch -

| 1, sin gcos g, cos @, cos 2¢ | =0

a kdyz druhy znsobfme &fslem 2, obdrzfme po prera.dém sloupcii
. . 5*

i . - s
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