Kybernetika

Ludvik Prouza

Anndherung nichtnegativer Funktionen mit Hilfe der Fejérschen Polynome als
Problem der quadratischen Programmierung

Kybernetika, Vol. 5 (1969), No. 6, (457)--473

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/124141

Terms of use:

© Institute of Information Theory and Automation AS CR, 1969

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
O digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/124141
http://project.dml.cz

KYBERNETIKA &iSLO 6, ROCNIK 5/1969
Anndherung nichtnegativer Funktionen
mit Hilfe der Fejérschen Polynome als
Problem der quadratischen Programmierung

Lupvik PrOUZA

Es wird eine Methode beschrieben, die — besonders mit Anwendung eines Digitairechners —
ermdglicht, nichtnegative integrierbare gerade Funktionen im Intervall {—r, n) mit Hilfe der
Fejérschen trigonometrischen Polynome im Sinne der kleinsten Quadrate zu approximieren,

1. EINLEITUNG
Es sei
1) Sty =po + pycost + ...+ p,cosnt 20

ein Fejérsches trigonometrisches Kosinuspolynom mit reellen Koeffizienten. Wie
bekannt [2], existiert ein Polynom g,,(:) der komplexen Verdnderlichen z, das n-ten
Grades ist, reelle Koeffizienten besitzt, und es gilt

@ £ = g -

Man kann also g,(z) (mit eventueller Verzdgerung z=*, k > 0, der physikalischen
Realisierbarkeit wegen) als Ubertragungsfunktion eines linearen diskreten Filters
betrachten (ohne Riickkopplung und mit ,,beschrinktem Gedachtnis®). /[ f,(f)}
stellt die Amplitudencharakteristik dieses Filters dar.

Es sei h(f) eine nichtnegative integrierbare gerade Funktion im Intervall ( —n, ©).
Versuchen wir h(f) mit Hilfe von f,(f) zu approximieren so, dass (bei gegebenem n)

3 J () = ()] dt = min.

Man kann sich unschwer iiberzeugen, dass man bei ,,direkter* Losung mit Hilfe
der Lagrangeschen Koeffizienten auf grosse Schwierigkeiten stosst. Die Neben-
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bedingungen, die entweder im Zusammenhang der Koeffizienten von f,(t) und g.z)
bestehen oder in Beschrinkungen der Lage der Wurzeln von g,(z), sind schwer zu
beherrschen.

In diesem Artikel wollen wir eine indirekte Losung der Aufgabe zeigen. Wir
approximieren h(f) zuerst mit einem Abschnitt der Fourierreihe und dann diesen
mit einem trigonometrischen Fejérschen Polynom von gleicher Gliederanzahl.

2. EIN ANNAHERUNGSSATZ

Bei Annéherung einer nichtnegativen integrierbaren geraden Funktion h(f) mit
Hilfe der Fourierreihe kann der Fall vorkommen (in Bezug auf die Gestalt von h(z)),
dass alle Abschnitte der Reihe im Bereiche unseren Interesses nichtnegativ sind.
Dann ist jeder Abschnitt zugleich das zugehorige Fejérsche Polynom und die Aufgabe
ist trivialerweise geldst.

Es kann jedoch auch der Fall vorkommen, dass die fiir uns interessanten Ab-
schnitte irgendwo im Interwall {—n, ©) negativ sind. Mit diesem nichttrivialen Fall
werden wir uns weiter beschéftigen.

Es sei nun {p 1)} (j =0,1,2,...) ein System von orthonormierten Funktionen
(in einem Intervall der reellen Verinderlichen r). Es sei h(f) eine integrierbare
Funktion in demselben Intervall. Konstruieren wir zu dieser den Abschnitt der
Fourierreihe (n gegeben)

@ 70 = X o)

wo 4; (j = 0,1,2,...) die Fourierkoeffizienten zu h(t) sind.

Betrachten wir jetz alle Funktionen der Gestalt
®) A0 =2 moit),
7=

welche eine gewisse Nebenbedingung erfiillen (in unserem Fall der Fejérschen tri-
gonometrischen Polynome ist es die Beschrinkung Y p;0(t) = 0).

Betrachten wir den n + 1-dimensionalen euklidischen Raum. In diesem ist {1,
Ag5 -.us A} ein durch h(f) bestimmter Punkt. Die Punkte, die die gegebene Neben-
bedingung erfiillen, bilden im Raum eine Untermenge M.

Satz 1. Es liege {Ao, A, ..., A,} ausserhalb der Menge M. Enthilt M einen Punk!
{#o> 1, .-+ ), dessen Entfernung vom Punkt {ig, Ay, ..., A} am kleinsten ist, so
approximiert die zugehdrige Funktion (5) die Funktion h(t) am besten im Sinne (3)
Existiert umgekehrt ein einziger Punkt {§io, iy, ..., ttn} in M, in dem (3) gilt, so
liegt dieser dem Punkt {Ag, Ay, ..., A,} am ndchsten.



Beweis: Laut Voraussetzung gilt im gegebenen Intervall 456
(6) J¢f(t)dz=1 (G=012.),

Jml{t) o)t =0 (i kijk=012..).

Weiter ist

M A= fh(t) o)1) dt

und es gilt

®) f [j;noﬂ.j(pj(t) — W) dt = min .

In Bezug auf (6) gilt fiir die Punkte von M

© [ mof) = X 40, 0] dt = 3 (u; ~ ) |@f dr = 3 (u; — 2,)%.
j=0 Jj=0 i=0 Jj=0

Weiter bekommt man mit (6), (7), (8), (9),

(10) ﬁz%%(f) — W] di = J{[Z(#f = ) o0] + [Xe 1) - WO]}* dt =

= Tl — 2 + (S0, - WO o

Die linke Seite in (10) ist grésser als das absolute Minimum (8) gerade um das
erste Glied der rechten Seite. Dieses ist aber minimal fiir den Punkt aus M, dessen
Entfernung von {1, Ay, ..., 4,} die kieinste ist. Ist umgekehrt die linke Seite in (10)
fiir ein {po, #y, ..., #y} minimal, so ist offenbar auch das erste Glied rechts minimal.
Damit ist der Satz 1 bewiesen.

3. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER ANNAHERUNG
MIT FEJERSCHEN TRIGONOMETRISCHEN POLYNOMEN

Betrachten wir wieder die Fejérschen Kosinuspolynome
(11) Sult) = po + pycost + ...+ p,cosnt 20,

(te0,m)).

Sind g, fy, .-, ty die Koordinaten eines Punktes im n + 1-dimensionalen Raum,
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dann stellt (l]) fiir jedes ¢ einen n + l-dimensionalen Halbraum dar, der ,,iiber*
dem n-dimensionalen linearen Unterraum (dicsen eingerechnet)

(12) Ho + By COST + ...+ p,cosnt =0

liegt. Die Menge M der Punkte {q, py, ..., i}, die (11) fiir jedes 1 €0, 7> erfiillen,
ist Durchschnitt dieser Halbriume.

Es sei h(f) eine nichtnegative gerade Funktion und {4, Ay, ..., 4,} der ihr zuge-
horige Punkt, dessen Koordinaten die Fourierkoeffizienten von h(f) sind. Nach
Voraussetzung verletzt dieser Punkt (11) fiir mindestens ein ¢ <0, ) (bei Substi-
tution gy = Ag, fy = Ays ...y fy = A,). Existiert dann ein Punkt in M, fiir den (3)
gilt, so gilt nach dem Satz 1 fiir diesen Punkt {po, [

(13) (o — A0)* + ... + (1, — 4,)* = min

mit den Nebenbedingungen (11).

Man sieht, es handelt sich hier um eine Aufgabe der quadratischen Programmierung,
,,separabil® nach den Verdnderlichen [l] die nichtnegativ nicht zu sein brauchen.
Dagegen hat die Menge der Nebenbedingungen (11) die Michtigkeit des Konti-
nuums.

Bemerken wir noch, dass der Punkt {4, 4,, ..., A,} nicht im ganzen Raum liegen
kann; seine Koordinaten erfiillen (s. [2], S. 71) die Beschrinkungen (2, > 0)

>~

(14) 2%

i

<2 (j=1,2,..).

Die Existenz und Eindeutigkeit der Ldsung unserer Aufgabe folgt aus den nach-
stehenden drei Satzen.

Satz 2. Eine positiv definite quadratische Form ist eine streng konvex> Funktion.

Beweis [1], S. 99.

Satz 3. Die Menge M ist abgeschlossen und konvex.

Beweis. Jeder der Halbrdume (11) ist abgeschlossen und konvex. Also ist be-
kanntlich ([1], S. 51) auch ihr Durchschnitt, die Menge M, abgeschlossen und kon-
vex. Somit Ist der Satz 3 bewiesen.

Satz 4. Eine streng konvexe Funktion erreicht in einer konvexen abgeschlossenen
Menge ein einziges (globales) Minimum in einem einzigen Punkt.

Beweis [1], S. 105—106.

Es ist klar, dass fiir {4, 4, ..., 4,} ausserhalo M der Punkt {uo, py, ..., u,} des
Minimums auf der Grenze von M liegt. Wiirde er im Inneren von M liegen, so
gidbe es auf der Verbindungsgeraden der Punkte {lo,..., A} {uo,..., 1.} cinen



anderen, der auch im Inneren von M liegen wiirde und fiir welchen (13) kleiner
wire. Das ist aber unméglich.

4. LOSUNG DER APPROXIMIERUNGSAUFGABE ALS EINER
DER QUADRATISCHEN PROGRAMMIERUNG

Eine Losung, die sich unmittelbar darbictet, besteht darin, dass man sich statt
einer ,,stetigen‘* Menge von Nebenbedingungen (11) auf eine endliche Anzahl davon
begrenzt, die praktisch durch dic Moglichkeiten der existierenden Digitalrechner-
programme bestimmt ist. Die Werte t konnen im Intervall {0, n> z. B. gleichmissig
verteilt werden.

Da nun mit einem Punkt {p, ..., #,}, fiir den die Bedingung (11) oder (12) er-
fiillt ist, auch jeder Punkt {ap,, ..., ap,} fiir a = 0 dieselbe erfiillt, kann man bei
einer endlichen Anzahl von Nebenbedingungen (11) von einer konvexen abgeschlos-
senen ,,Pyramide** sprechen, in der die Menge M enthalten ist.

Da auch hier der zu {4, ..., 4,} ndchste Punkt auf der Grenze der ,,Pyramide*
liegt, so bekommt man als Losung der vereinfachten Aufgabe ,.fast sicher* kein Fejér-
sches Polynom.

Die Anpassung an ein genaues Fejérsches Polynom, welches (der Stetigkeit wegen)
eine Anndherung zur Losung der urspriinglichen Aufgabe ist, wird durch eine
,.kleine** Verschiebung der Wurzeln erreicht.

Bekanntlich [2] muss jede Wurzel eines Fejérschen Polynoms, die auf dem Ein-
heitskreis C; liegt, eine gerade Vielfachheit besitzen, und zu jeder Wurzel z im
Inneren von C; muss eine Wurzel 1/Z gehoren. Die Wurzel z = 0 ist durch Definition
der Fejérschen Polynome ausgeschlossen.

Wir werden bald zeigen, es wird sich bei der Wurzelnverschiebung um die Wurzeln
auf C,; handeln.

Die Begriindung der beschriebenen anschaulichen Methode beruht auf einigen
einfachen Sétzen, die wir jezt beweisen wollen. .

Wir werden das Intervall <0, ©> durch sukzessives Halbieren teilen und zu jeder
Teilung die zugehdrige konvexe ,,Pyramide‘* konstruieren.

Satz 5. Bei dem sukzessiven Halbieren bilden diejenigen Punkte der ,,Pyramiden®,
die dem Punkt {Ag, ..., A,} am ndchsten liegen, eine beschrinkte Folge; die Folge
deren Entfernungen vom Punkt {1, ..., 2,} ist nichtabnehmend und beschrinkt.

Beweis. Der Koordinatenursprung {(),...,0} liegt in allen ,,Pyramiden*. So
liegen alle dem Punkt {4, ..., 4,} ndchsten Punkte der ,,Pyramiden* in der ,,Ku-
gel“ mit dem Mittelpunkt {A,, ..., 4,}, welche den Koordinatenursprung enthilt.
Daraus ist die Beschrinktheit sowie der Punktfolge als auch der Folge der Entfer-
nungen von {4, ..., 4,} ersichtlich.
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Sollte diese letztgenannte Folge an irgendeiner Position abnehmend sein, so wiirde
das bedeuten, dass es im Inneren einer ,,Pyramide* einen Punkt gibe, dessen En-
fernung von {4, ..., 4,} kleiner wire als die Entfernung des zu {4, ..., A,} nichsten
Punktes der ,,Pyramide*. Da dieser auf der Grenze der ,,Pyramide liegt, ist das
unmdglich.

Somit ist der Satz 5 bewiesen.

Satz 6. Die Folge der zu {4, ..., A,,} ndchsten Punkte der sukzessiven ,,Pyrami-
den® hat einen einzigen Limespunkt. Dieser ist der zu {/’LO, v l,,} ndchste Punkt
des Durchschnitts der ,,Pyramiden®.

Beweis. Aus dem Satz 5 ist es klar, dass die Folge der zu {A,, ..., 4,} nichsten
Punkte der sukzessiven ,,Pyramiden® mindestens einen Haufungspunkt besitzt und
dass die Entfernung aller Haufungspunkte von {, ..., 4,} dieselbe Limesentfernung
ist.

Wir bilden jetzt die zu ecinem Hiufungspunkt konvergierende Unterfolge von
Punkten, die die zu {/lo, ces /1,,} néchsten Punkte der zugehorigen Unterfolge von
,,Pyramiden® sind. Da aber alle ,,Pyramiden‘ der Folge ineinander geschachtelt
sind, so ist der Durchschnitt jeder Unterfolge mit dem Durchschnitt der ganzen Folge
identisch. Der Haufungspunkt liegt also in diesem Durchschnitt.

Weiter ist es klar, dass kein Punkt des Durchschnitts eine kleinere als die Limes-
entfernung von {lo, cens A,,} haben kann. Gibe es nun zwei verschiedene Hiufungs-
punkte, so hitte der Durchschnitt, der konvex und abgeschlossen ist, zwei ver-
schiedene zn {4, ..., 4,} néchste Punkte. Das ist unmdglich und der Satz 6 ist
bewiesen.

Satz 7. Der Durchschnitt M aller durch (11) definierten Mengen ist mit dem
Durchschnitt der bereits definierten ,,Pyramidenfolge’ identisch.

Beweis. Betrachten wir ein ¢ € {0, ), das in der sukzessiven Halbierung nicht ent-
balten ist, und die zu ihm zugehérige Bedingung (11). Da man in der Halbierung
eine zu t konvergente Folge finden kann, so kann man die Bedingung fiir ¢ mit
der Folge der diesbeziiglichen Bedingungen ersetzen. Somit ist der Satz 7 bewiesen.

Mit den Sitzen 6 und 7 haben wir also die Konvergenz der Verfahren des quadra-
tischen Programmierens mit dem steigenden ,,Auflésungsvermogen® des Digital-
rechners bewiesen.

Da bei jedem Rechner nur eine gewisse Anzahl der Nebenbedingungen bearbeitet
werden kann, so bleibt uns noch die Endanpassung an das Fejérsche Polynom
durchzufiihren, das die Losung der Approximationsaufgabe ist.

Wir wihlen dazu eine Modifikation der Gradientenmethode, die auch selbstindig
zur Losung der ganzen Anniherung benutzt werden konnte.



5. GRENZE DER MENGE M

Satz 8. Ein Punkt {y,, ..., ,}, der auf der Grenze von M liegt, ist genau dadurch
charakterisiert, dass das Polynom (1) mit den Koeffizienten pq, ..., t, fiir min-
destens ein t € {0, ) den Wert O erreicht.

Beweis. Solite f,,(t) im Intervall <0, &) stets positiv scin, so gibe es in <0, ©)
ein t, fiir welches f,(t) den kleinsten Wert m > 0 erreichen wiirde. Wegen

(15) [coskif 1 fir k=1,...,n
ergeben die Ungleichheiten

m

16 - et <+ = (k=0,1,...n
( ) P 2(n T 1) i Hee 2(n i 1) ( )
eine Umgebung von {uo, cee p,,}, die im Inneren von M liegt. Das ist unmdoglich.

Somit ist der Satz 8 bewiesen.
Dieser Satz bedeutet also, dass die zu (1) zugehdrige reziproke Gleichung

_ 1 1
(17 2"+ 2T 20+ = e+ — =0
z z

im Falle eines ,,Grenzpolynoms* minedstens eine Doppelwurzel auf dem Einheits-
kreis C; besitzt. .

Wir wollen jetzt die Struktur der ,,Grenzpolynome‘ in einfachsten Fillen n =
= 1,2, 3 zeigen. Fiir grossere n wichst der Rechenaufwand zur Gewinnung der
Struktur der ,,Grenzpolynome® betrdchtlich, die Berechnungen bleiben aber ganz
elementar.

6. DER FALL n =1

Die Gleichung (17) ist vom zweiten Grade. Also gibt es genau eine Doppelwurzel
auf C,, und sie ist entweder +1 oder —1.

Normieren wir wie Fejér po = 1, so ist y; = +1. Die zwei einzigen Fejérschen
,,Grenzpolynome* sind also

(18) fi(t) =1 £ cos ¢.
Dazu gehoren die Polynome
(19) gi(z) =z £ 1.

Da, wie wir schon bemerkt haben, mit jedem ,,Grenzpunkt® {ﬂo, ceey p,,} die
ganze ihn und den Koordinatenursprung enthaltende Halbgerade zur Grenze von
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M gehort, so ist hier die Menge M die durch

(20) 1] = #0

begrenzte Viertelebene.
Nimmt man die physikalische Realisierbarkeit in Betracht, so bekommt man zu (19)

(@) F(z) =14+

[SEEC

(s. [4], 8. 156). Das letztere Filter stellt die Differenz dar und wird in der Radartech-
nik zur Festzielechounterdriickung benutzt.

DER FALL n =2

Die Gleichung (17) ist vom vierten Grade. Also gibt es auf der Grenze von M fol-
gende Wurzelstruktur:

a) es gibt eine Doppelwurzel exp (if) auf C, und die zugehorige komplex kon-
jugierte Doppelwurzel exp { —it),

b) es gibt die Doppelwurzel +1
und zwei reziproke reelle Wurzeln r und 1/r,

c) es gibt die Doppelwurzel — 1
und zwei reziproke reelle Wurzeln r und 1/r.

In den Punkten =1 schliessen sich die Alternativen nicht einander aus, fiir das
Weitere ist es aber belanglos.
Aus (17) bekommt man dazu (mit der Normierung u, = 1)

(22) @) Ho=2cos’r+ 1,

uy = —dcost, (te<0,n))
pa=1,

b) u=R+1, (R=r+1fr,
fy=—-R-2, R z 2 oder
Hy =1, R§—2).

o Ho=—R+1, (R=r+1r,
= —R+2, R = 2 oder
=1, Rz -2).

Fillt in b) und ¢) e < 0 aus, so sind die Vorzeichen von Ho, K1, £ Zu wechseln,



Normiert man wieder wie Fejér i, = 1, so bekommt man 465

(23) a) Ho =1,
—4costf(2cos?t + 1), (te0,n))

My =

py = 1j(2cos* t + 1),
b) o =1,

= —1— 1R +1),

uy =1j(R + 1),

(also sy = —1 — pr, fiir t = 0),

<) Mo =1,
1—[1(R-1],
= —1(R-1),

(also p, = py — 1 fiir ¢ = m).

Hy

Bild 1.

(23) a) b) c) ergeben zusammen eine Niveaukurve (fiic y, = 1) der Grenze von M
(s. Bild 1).

Die Grenze selbst ist von Halbgeraden gebildet, die durch den Koordinatenur-
sprung und durch die Punkte der Niveaukurve gehen. Also ist die Grenze aus einem
Teil eines Kegels und einem Teil einer Pyramide gebildet. Der gemeinsame Gipfel-
punkt liegt im Koordinatenursprung.
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Im Bild 1 sind die bedeutenden Punkte der Niveaukurve numeriert und die Ab-
schnitte zwischen diesen mit Buchstaben bezeichnet. Im Bild 2 ist die Wurzelnlage
der zugehorigen Grenzpolynome skiziert.

)14

11 vi

Hololo

clololo
dlolqlo

Bild 2.

Unter diesen Grenzpolynomen findet man z. B. das Filter zur Festzielechounter-
driickung mit zweifacher Subtraktion sowie dhnliche allgemeinere Filter von Capon

(s [51. (6D
8. DER FALL n =3

Die Gleichung (17) ist vom sechsten Grade. Also gibt es auf der Grenze von M
folgende Wurzelstruktur:

a) es gibt eine Doppelwurzel exp (it) auf C; und die zugehdrige komplex konju-
gierte Doppelwurzel exp (—it) und zwei reziproke reelle Wurzeln r und 1/r,

b) es gibt die Doppelwurzel +1 und die vier Wurzeln z, Z, 1/z, 1/Z,

c) es gibt die Doppelwurzel —1 und die vier Wurzeln wie in b),

d) es gibt dic Doppelwurzel +1 und die vier reellen Wurzeln 7y, rp, 1/ry, 1/r,,

e) es gibt die Doppelwurzel —1 und die vier Wurzeln wie in d).

- Die Alternativen schliessen sich nicht iiberall aus, fiir das Weitere ist es aber
belanglos.



Aus (17) bekommt man dazu (mit der vorliufigen Normierung #s = 1)
(24) a) to = —(2cos*t + 1)R — 4cos ¢,
py = 4cos’t +4Rcost + 3,
U, = —4cost —~ R,
=1,
b) o = —R%® —2Rcost — 2 cos 2t
= R* +4Rcost + 2cos2t + 1,

u, = —2Rcost — 2,
s =1.
c) Ho = R* — 2R cos t + 2cos 2t,

uy =R?>—4Rcost + 2cos2t + 1,
1, = —2Rcost + 2,
ny=1,

d) o= —RR, — R, — R, — 2,
iy = RR, + 2R, + 2R, + 3,
u, = —R;, —~R, -2,
sy =1,

e) Ho=R{R; —R, — R, +2,
uy, = RiR, — 2Ry — 2R, + 3,
u, = —Ry — R, +2,
py=1.

Die Bedeutung von t, R, bzw. Ry, R,, ist klar. Fillt in (24) g < 0 aus, so sind
alle Vorzeichen von g, u;, fis, ity zu wechseln.

9. LOSUNG DER APPROXIMIERUNGSAUFGABE MITTELS
DER GRADIENTENMETHODE

Satz 9. Liegt der Punkt {4q, ..., A,} ausserhalb M, so liegt der Punkt {p,, ..., u,}
auf der Grenze von M, in dem (13) erreicht wird, zugleich auf einer Geraden, die
den Koordinatenursprung enthdlt, ganz in der Grenze von M liegt, und mit
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der Verbindungsgeraden der Punkte {0, - 0} und {/10, e /1,,} den kleinsten Winkel
bildet (von allen Geraden, die in der Grenze von M liegen).

Beweis. (13) bedeutet eine ,,Kugel“ mit dem Mittel {4, ..., 4,}, welche die
Grenze von M im Punkt {,uo, cens p,,} beriihrt. Auch liegt die ganze Gerade, die die
Punkte {0, ..., 0} und {g,, ..., u,} verbindet, in der Grenze von M. Solite nun eine
andere, den Koordinatenursprung enthaltende und in der Grenze von M liegende
Gerade einen kleineren Winkel mit der Verbindung von {0, ..., 0} und {1, ..., 4,}
bilden, so miisste die ,,Kugel ¢ diese (und die Grenze von M) in einem niheren Punkt
berithren. Das ist unmdoglich. Dadurch ist der Satz 9 bewiesen.

Setzen wir voraus, dass man die Approximierungsaufgabe fiir eine ,,ziemlich
feine Pyramide* durch eine der Standardmethoden der quadratischen Programmie-
rung bereits gelost hat. Die Losung

(25) wy + picost + ... + prfcosnt

ist im Allgemeinen kein Fejérsches Polynom.

Da aber die zu (25) zugehdrige Gleichung (17) eine reziproke ist und reelle Koeffi-
zienten besitzt, gehdren zu jeder Wurzel z innerhalb C, auch die Wurzeln z, 1/z
und 1/z. Der Unterschied von einem Fejérschen Polynom kann also nur darin be-
stehen, dass die Gleichung (17) mindestens eine Wurzel auf C, besitzt, die keine ge-
rade Vielfachheit hat. Man kann aber hoffen, dass es ,,benachbarte Paare von sol-
chen Wurzeln gibt, sodass man sie anndherend durch ,,Fejérsche’ Wurzeln von
doppelter Vielfachheit ersetzen kann.

So hat man zugleich die passende Alternative und die approximativen Werte der
Parameter ¢; und R; gefunden.

Man wird nun folgendermassen verfahren:

a) man wihlt in der Umgebung des ,,Parameterpunktes t;, R; ein Netz von
Punkten,
b) man berechnet nach den Formeln der Alternative das Netz von Werten

{ﬂm vee ﬂn}a
¢) man berechnet daraus das Netz von Richtungskosinen

(26) m=—t (1=01,..,1),
\/ ( ) u?) "
j=0
d) mit diesen Werten berechnet man
(27) V= Aot oo+ Ay,

-¢) nach einer numerischen Methode fiir das Maximumsuchen sucht man das
Maximum von (27) aus, das dem kleinsten Winkel des Satzes 9 entspricht,



f) man berechnet die ,.definitiven* Koeffizienten des gesuchten Fejérschen Po- 469
lynoms
(28) M= v.x

(1=0,1,...,n,diex, und v
aus dem Maximum von (27)).

Man kann die Methode dieses Absatzes auch selbstindig zur Losung der Fejér-
schen Annéherung benutzen, man muss jedoch die lokalen Maxima (27) in allen
Alternativen berechnen. Das grosste davon stellt die Losung des Problems dar.
Die Existenz der Maxima ist durch die Konvexitdt der Menge M gewihrleistet.

10. BEISPIELE

Beispiel 1. Es sei gegeben
(29) Tyft) = 1 + cost — cos 2t .

Man {iberzeugt sich leicht, dass ¢s nicht {iberall nichtnegativ ist.
Durch Anwendung der Methode des Absatzes 9 findet man (annihernd)

(30) o = 133, uy =0,67, u, = —0,67.
Das zugehorige Fejérsche trigonometrische Polynom ist
(31 fot) = 1,33 + 0,67 cos t — 0,67 cos 2t .

Im Bild 3 ist durch die voltausgezogene Kurve der Verlauf von (29) gezeigt, diec Kreise zeigen
die Fejérsche Approximation (31).
Aus der reziproken Gleichung zu (29)

2 1 1
(32) :7_~A2u;+7=o
bekommt man die Wurzeln
(33) z, =208; z,=048,

Z34 = —0,78 +1i.0,625.
Die Fejérschen Wurzeln sind
(34) z, =2,62; z, =038,
234 = —1 (Doppelwurzel) .
Das zugehdrige Polynom (mit den Wurzeln in dem Einheitskreise) ist

(35) ga(z) = 0,82(z + 1) (z — 0,38).
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Vergleicht man die reellen Wurzeln in (33) mit denen in (34), so sieht man, dass unser Bei-
spiel zugleich ein Gegenbeispiel zur folgenden Vermutung ist: bei der Anndherung kdnnten die
reellen reziproken Wurzeln der anzundhernden Funktion (die ja auch dic Wurzeln des Fejérschen
trigonometrischen Polynoms vorstellen kdnnten) unverdndert bleiben und die Anndherung
wiirde nur die Lage der Wurzeln verindern, die dem Fejérschen trigonometrischen Polynom nicht
angehdren konnen (wie in (33) die zwei weiteren Wurzeln).

2,04

0,8 1

0,4+

T T T T -0
0° 60° 120° 180°

Bild 3.

Beispiel 2. Es sei gegeben

fir 1e{-L1Ly(0<l<m),
im Rest von {—m, ).

1

36 h(t) =
(36) 0=
Die zugehorige bekannte Fourierentwicklung ist

sin nl
——— cos nt
nl

n=1

(37 0 ~2(5+5

und stellt mit der Ausnahme der Sprungstellen die Funktion A{t) dar



Wihlen wir / = n/4 und beschrinken uns in der Klammer rechts auf drei Glieder. Man be-
kommt (anndherend)

(38) Ty(f) = 0,25 + 0,45 cos ¢ -+ 0,32 cos 2¢ .

Man wird sich leicht Uberzeugen, dass (38) nicht iiberall nichtnegativ ist.

Bild 4.

Durch Anwendung der Methode des Absatzes 9 findet man, dass der der optimalen Annihe-
rung zugehorige Punkt auf dem Kegelmantel liegt mit (anniherend) ¢ = 120°. Es ist

(39) o = 0348 ; pu, = 0,386; pu, = 0,282.
Das zugchorige Fejérsche trigonometrische Polynom ist also
(40) fz(l) = 0,348 + 0,386 cos t + 0,282 cos 2t .
Im Bild 4 ist durch die Strichlinie die Funktion (36) dargestellt. Die vollausgezogene Kurve stellt
(38) dar und die Kreise zeigen die Fejérsche Approximation (40).
Aus der reziproken Gleichung zu (38)

L

-2
z

(41) 0,32z% + 0,45z + 0.5 + 0,45 1y 032= =0
z

bekommt man die Wurzeln
(42) z,, =013 4+1.0,99,

sys= —081 +i.059.
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Die Fejérschen Wurzeln sind
(43) Zy23.4= —034 +1i.094

(Doppelwurzeln.)

Das zugehorige Polynom ist

(44) g:(z) = 0,53(z + 0,34 +1.0,94)(z + 0,34 — i.0,94).
11. SCHLUSSBEMERKUNGEN
Da in jeder Alternative der Fejérschen ,,Grenzpolynome® immer

(45) =@ . tn... R

gilt, so kann man das lokale Minimum (13) in der Alternative auch so suchen, dass
man in

(13) D(os - s fhy) f—'li(,uj =)
(46) = ke,

einsetzt, wo k ein unbekannter gemeinsamer Faktor ist, und dann die Ldsungen
des Systems

oP
47 o,
47 ok
@ _y.
ot
® _y
0R;

untersucht.

An den Beispielen hat es sich aber gezeigt, dass diese Methode schwieriger anzu-
wenden ist als diejenige des Absatzes 9.

Jedenfalls erméglicht die Methode dieses Artikels eine systematische rechnerische
Losung der Aufgabe, dic bisher halbempirisch behandelt wurde (s. [4], S. 158).

(Eingegangen am 12. November 1968.)
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VYTAH

Aproximace nezapornych funkci s pomoci Fejérovych mnohoclenti
jako problém kvadratického programovani

Lupvik ProOUZA

Popisuje se metoda, kterd — obzvldst s pouZitim &islicového poéitate — umoZiiuje
aproximovat nezdporné integrovatelné sudé funkce v intervalu (—=x, ) s pomoci
Fejérovych trigonometrickych mnoho€lentt ve smyslu nejmensich &tvercil.

Dr Ludvik Prouza, CSc., Ustav pro vyzkum radiotechniky, Opocinek, p. Ldny na Dilku.
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