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K Y B E R N E T I K A Č Í S L O 3, R O Č N Í K 4/1968 

О принципе усреднения для стохастических 

дифференциальных уравнений Ито 

Р. 3. ХАСЬМИНСКИЙ 

В настоящей работе применяется принцип усреднения для исследования обобщения систе
мы стохастических дифференциальных уравнений (1.1). Предполагается, что не только мед
ленное (Хе(1)), но и быстрое (Уе(1)) движение представляет собой процесс диффузионного типа. 
Показывается, что при некоторых предположениях справедлив результат, аналогичный ре
зультату в [1], если усреднение в формулах (0.2) понимать в некотором другом смысле. 

0. ВВЕДЕНИЕ 

Хорошо известно, что важным приемом исследования систем автоматичес
кого регулирования является принцип успреднения. В последние годы этот 
принцип широко применяется и для исследования работы систем, подвержен
ных воздействию случайных помех. В работе [1] доказаны, в частности, теоре
мы о поведении решений параболических и эллиптических дифференциальных 
уравнений, позволяющие получить принцип усреднения для систем стохасти
ческих дифференциальных уравнений Ито. Соответствующий результат можно 
сформулировать следующим образом. 

Пусть коэффициенты системы уравнений 

(0.1) 4 В Д = А(Хе, У.) <Ц + _: сгг(Хе, Уе) йЦ1) , 
г = 1 

йУе _ 1 

й1 е 

(X, А, о-, — векторы из /-мерного евклидова пространства Ег) удовлетворяют 
условию Липшица по х равномерно относительно у и равномерно относитель-



но х, I существуют пределы средних 

1 Г,+г 

(0.2) 1ип - А(х, у) йу = А(х) ; 

т - о о ^ , г = 1 

Тогда конечномерные распределения процесса Х,(0 слабо сходятся к конечно
мерным распределениям процесса Хо(0> удовлетворяющего системе уравнений 

с а д ) = А(Х0) &1 + X дг(Х0) &Щ , 
г = 1 

где матрица (ди ..., а,) представляет собой квадратный корень из симметрич
ной матрицы А = || а у ||. 

В работах И. И. Гихмана [2] и И. Вркоча [3] принцип усреднения был обо
снован непосредственно для стохастических уравнений, причем рассматрива
лись стохастические уравнения более общей природы, чем (0.1) и изучались 
в основном, условия, когда решение сходится к пределу в среднем квадрати-
ческом. (Поэтому в [2] и [3] вместо второго условия (0.2) авторам пришлось 
наложить гораздо более ограничительное условие.) 

В настоящей работе будет предполагаться, что не только медленное (Хс(*)), 
но и быстрое (УЕ(0) движение представляет собой процесс диффузионного 
типа. Будет показано, что при некоторых предположениях справедлив резуль
тат, аналогичный вышеприведенному, если усреднение в формулах (0.2) пони
мать в некотором другом смысле. 

Отметим, что это расширение существенно при исследовании работы не
линейных систем автоматического регулирования, близких к гамильтоновым 
(см. § 5). 

1. 

Пусть (Хг'\1), УГ

Е)(0) — семейство марковских случайных процессов в Е{, 
описываемое системой стохастических уравнений Ито 

(1.1) 6Х\е)(1) = А,(Х^\ У(Е>) дл + V а^(Х(е\ Ум), сВД , 
г = 1 

сн7*>(0 = -я/х (6>, г^)д1 + 4 - 1<Р11\ХМ, У{е))йШ 
Е у/Бг=1 

0 = 1,...,/1;;- = 1,...,/2; /1 + !2 = /) 



262 и начальным условием 

(1.2) Х^(0) = хо; У(е)(0) = у о, 

где < 1̂((),..., ,̂(г) — независимые между собой винеровские процессы, удовле
творяющие условиям 

(1.3) М«0 = 0; М # ( 0 - 1 . 

Будем обозначать Ж( «т-алгебру событий, порожденных событиями вида 
{&(-) < хг;г = 1,...,/;5 < г). 

Процесс Х'г\1) естественно назвать „медленной", а процесс У(е)(г) — „быс
трой" компонентой рассматриваемого движения. 

Предположим, что выполнены следующие условия: 

(А1) Векторы А, <7(г) из Ен и В, <р(г) из Е1г удовлетворяют условию Липшица 
по х, у и кроме того, выполнено неравенство 

(1.4) \А(х,у)\ + ^Хх,у)\2йс(1 + \х\2). 
г = 1 

(А2) Для процесса У<-Х,у\1), описываемого стохастическим уравнением Ито 

(1.5) ау^хо = в(х, у^-Щ) а + % <Р(Г)(Х, г^у\г)) лш 

г = 1 

и начальным условием 

(1.6) У(^>(0) - у , 

существуют функции А(х) и аи(х) такие, что для некоторой функции а(т), 
стремящейся к нулю при т -* оо, вьшолнены неравенства 

(1.7) IМ - Г*А(х, У(Х"Х*)) ^ - Л(х) < а(т)(1 + |х | 2), 

I о* 
(1.8) IМ - Г ' 2 срс<;Хх, У(х'у)(5)) с!5 - Оу(х) < а(т)(1 + |х|2) . 

| "0< »"--

Для некоторых приложений (см. § 5) условия (1.4), (1.7), (1.8) слишком огра
ничительны. Поэтому вместо условий (А1), (А2), мы будем рассматривать 
часто условия: 



(81) Векторы А, а(г\ в, ср{г) удовлетворяют условию Липшица по х, у и, кроме 263 
того, существует такая ./^.-измеримая случайная величина 2(0, что М2(0 < 
< с < оо для г е [О, Г], и при всех е > 0, / ^ х > 0 почти наверное выполнены 
соотношения 

(1.9) М{|У«(0|2 /ЖЛ _ 2(5); М{|У«(0|* №.} _ 2(в) . 

(82) Вьтолнены условия (А2) с заменой функции а(т)(1 + |х|2) на функцию 
а(г)(1 + |х|2 + \у\2) в правой части неравенств (1.7) и (1.8). 

Основной целью этой статьи является доказательство следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть для процесса (Х(€)(г), У(е)(0) определяемого системой (1.1) 
и условиями (1.2), выполнены условия (А1) и (А2) или условия (В1) и (В2). Тогда 
процесс ЛГ(с)(0 слабо сходится на отрезке 0 < г < Г ири Е - » 0 К марковскому 
случайному процессу Х(0)((), являющемуся решением задачи 

(1.Ю) а_(0)(о = л(х ( 0 )) (К + х; * ( г ) (х ( 0 ) ) йЦ*), Х(0)(0) = х0 , 
г = 1 

где а(х) = ((а(г)(х))) — квадратный корень из симметричной матрицы ((а^(х))). 

Доказательство этой теоремы будет выведено из ряда лемм, которые 
мы докажем в следующем параграфе. 

2. 

В этом параграфе мы постоянно будем пользоваться тем широко известным 
фактом (см., например, [4]), что из неравенств 0 < у(1) «& А + В Ц у(и) йи 
(I ^ я) вытекает неравенство 

(2.1) у(1) ^ А ехр {В(1 - 5)} . 

В дальнейшем без специального упоминания будет считаться, что все неравен
ства, в которые входят условные математические ожидания справедливы п. 
н. (почти наверное). 

Лемма 2.1. Если вьтолнены условия (А1) (или (В1)), то для всех 0 < к й К 
0 < я < / ^ Г , г > 0 справедливы оценки 

(2.2) М { | ^ ( 0 | 2 ЦГВ) й сА\х(%*)\2 + Ч*)} , 

(2.3) М{|_(«)(/ + И) - „«(01 2 /жл _ с.й(|^)(012 + 2.(0), 

(2.4) М{|*<«>(. + /г) - „»(0 |* /Ж,} й С1Й2(|ЛГ(«)(0|4 + 2.(0) . 



264 (Здесь и далее в §§2 — 4, 2;(г) обозначаются любые ^-измеримые случай
ные величины с ограниченным на отрезке [О, Т] математическим ожиданием, 
а с, с, — постоянные.) 

Доказательство проведем лишь для случая выполнения условий (В1), 
так как изменения, которые нужно внести в это доказательство, если выпол
нены условия (А1), очевидны. Из соотношения 

(2.5) Хм({) - Х(Е)(5) = Г А(ХЩи), У(Е)(н)) 4и + X Г<т(г)(Х(Е), У(Е)) йЦи), 

применяя условие Липшица, свойства стохастического интеграла и (1.9), по
лучим неравенство 

Щ\Х<°Щ2 /Ж,} ^ \Х^(з)\2 + с2 Г[М{|Х(Е)(м)|2 /Ж3} + 1 + 2(5)] йи . 

Отсюда и из (2.1) вытекает неравенство 

М{|Х(Е)(0|2 \Ж8} ^ с,\\Х^Щ2 + с2(г - 5)(2(5) + 1)] 

эквивалентное (2.2). Возводя теперь (2.5) в квадрат и в четвертую степень, 
и производя аналогичные выкладки, получим (2.3) и (2.4). Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь разбиение интервала [О, Г) на интервалы Ак (к = 0,..., 
п — 1) длины А, так что Ак = [кА, (к + 1)А) (А -> 0 при е -> 0). Построим 
вспомогательные процессы %({), Хе(1), Хе(1) с помощью формул 

Щ ш Г>\кА) + - Г В(Х^(кА), Уе(5))йз + —!,[' ср(г\Хи)(кА), %(з)) йШ 
8 }кЛ ^/е^-^^кЛ 

(2.6) ((еАк), 

(2.7) Хе(г) = Хе(кА) для 1еАк, 

(2.8) хе(() = Хо + {'А(Ш Ш й8 + ^ ['^\хе(з), %(з)) аад • 

Ясно, что построенные таким способом процессы Хе(1) и %(() кусочно-непре-
рытвны, а процесс Хе(1) — непрерывен с вероятностью 1. 

В следующих двух леммах предполагается, что выполнены условия (А1) 
или(В1). 
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