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KYBERNETIKA CiSLO 2, ROCNIK 4/1968

Poznamka o programovani v procesech
markovského typu

KAREL SLADKY

V této praci je ukdzdno, Ze algoritmy navrZené Jewellem a Schweitzerem pro nalezeni optimal-
niho fizeni semimarkovského procesu miiZeme obdrZet aplikaci specidlng upravené revidované
simplexové metody na jistym zptsobem transformovanou tlohu linedrniho lomeného programo-
vani, jeZ popisuje vySetfovany semimarkovsky proces.

UvoD

Pro fizeni semimarkovskych procesii s kone€nym poétem stavil pro piipad kritéria
optimdlniho primérného zisku jsou v literatufe popsdny dva zdkladni typy algoritmi:

(1) Algoritmy zaloZené na metodé dynamického programovdni, vzniklé zobec-
nénim Howardova iteraéniho postupu. Howardav algoritmus je odvozen v prdci [1],
zobecnéni tohoto algoritmu pro pfipad semimarkovského procesu provedend
Jewellem a Schweitzerem jsou uvedena v [2].

(2) Algoritmy odvozené rliznymi tipravami klasické simplexové metody linedrniho
programovéni. Algoritmy tohoto typu byly vypracovdny pro pfipad obecné ulohy
linedrniho programovani s linedrni lomenou udelovou funkei (pro strugnost budeme
mluvit o linedrnim lomeném programovéni). Tyto postupy jsou popsény v [3], [4],
[5], [6], [7]. [8]- Na specidlni typ tlohy linedrniho lomeného programovéni je téz
mozZno pfevést Bilohu o optimalizaci semimarkovského procesu.

V prdci [9] Klein navrhl jistou transformaci prom&nnych, pomoci které Glohu
linedrntho lomeného programovdni vyjadfujici optimalizaci semimarkovského pro-
cesu je moZno prevést na tlohu linedrniho programovani. (Na obdobné transformaci
je rovngZ zaloZena obecnd metoda pro feSeni tlohy linedrniho lomeného programo-
véni vypracovand Charnesem a Cooperem — viz [3].)

V préci [10] bylo ukdzdno, Ze klasicky Howarddv algoritmus pro nalezeni opti-
mdlniho Fizeni diskretniho markovského procesu je specidlnim roziifenim simplexové
metody, u které zména piipustného Fe¥eni se provddi soucasné u vice prom&nnych.



Cilem tohoto p¥isp&vku je objasnit souvislost mezi ob&ma typy algoritmil pro fizeni
semimarkovskych procesii. V prdci je ukdzdno, Ze oba algoritmy pro nalezeni opti-
mdlniho ¥izeni semimarkovského procesu uvedené v praci [2] miZeme obdrZet
aplikaci specidIné upravené revidované simplexové metody na vhodné transformo-
vanou ulohu linedrniho lomeného programovdni, kterd popisuje vy3etfovany semi-
markovsky proces. Tento zplisob odvozeni se zdd byt jednodussi neZ postup pouZity
v préci [2].

FORMULACE PROBLEMU

Hleddni optimdlni strategie fizeného semimarkovského procesu miiZzeme formulo-
vat piesné takto:

Méjme semimarkovsky proces s n stavy. V i-tém stavu lze pouZit jedné z s; strategii.
Pfi pouZiti strategie k v i-tém stavu piejdeme s pravdépodobnosti p’i‘i z i-tého do
j-tého stavu. PouZiti strategic k v i-tém stavu pfinese primérny zisk c; a uvaZovany
proces setrvavd v i-tém stavu po ndhodnou dobu, jejiZ stfedni hodnota &ini d;, > 0.

V kaZdém stavu hleddme takovou strategii, aby primérny zisk za jednotku &asu g
uvaZovaného semimarkovského procesu byl co nejvy$i v Sase T— oo. (Pro jedno-
duchost se omezime na ergodické procesy.)

Abychom mohli formulovat vySetfovanou tlohu jako dlohu linedrniho lomeného
programovdni, piipustime zndhodnény zpisob volby strategii v jednotlivych sta-
vech. Posloupnost jednotlivych stavil vySetfovaného semimarkovského procesu ziej-
m& tvofi markovsky fetézec. Budeme se zajimat o findIni pravdépodobnosti tohoto
markovského Tetézce v souvislosti s pouZitymi strategiemi v jednotlivych stavech.

BudiZ =, limita pravd&podobnosti, Ze uvaZovany markovsky Fetézec bude ve stavu i
a Ze v tomto stavu bude v ndsledujicim kroku pouZito strategie k, roste-li pocet

St
krokit do nekonetna. Lehce se pak piesv&deime o platnosti vztahu n; = Y n,, kde @,
K=
jsou obvyklé findlni pravdépodobnosti.

Jestlize budeme pfedpoklddat pouze staciondrnost pouzitych strategii, vySetfo-
vanou ulohu lze s pouZitim zndmych vlastnosti findlnich pravdépodobnosti piepsat
jeho tlohu linedrniho lomeného programovéni ndsledovné:

ULOHA 1. Za podminek

(l) Z i(p’;j_éij)nik:o pro j=12..,n,
=1 k=1

“
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=1, 120,
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nalezn&te maximum 4&elové funkce:

n st
Z Zﬂik”fk

iS1k=1

Z Z dymy

i=1 k=1

g =

Symbol §;; znaci v celém textu Kroneckerovo delta.

Jak je zndmo (viz napf. [1]), soustava linedrnich omezeni ULOHY 1 je linedrn&
zdvisld. Proto napf. n-td rovnice je linedrni kombinaci zbyvajicich rovnic a proto ji
nebudeme déle v soustavé linedrnich omezeni uvaZovat.

V préci [9] Klein zaved] ndsledujici transformaci, pomoci které je mozno ULOHU 1
pievést na ekvivalentni ulohu linedrniho programovani.

Jestlize zavedeme

X
2 _ 2 X
Xy = dyly => Ty = 1" —,

dik
kde plati
Zzlxlk=l, 2y T g,
i=1 k=1 i=1 k=1 dy
potom ULOHU 1 Ize prepsat na ULOHU 2.
ULOHA 2. Za podminek
noosiopko 5
) > Py = % X =0 pro j=1,2,...,n—-1,
i=1 k=1 ik
2 ink= 1, x3220,
i=1k=1
naleznéte maximum uéelové funkce:
"o,
g = Z Z - Xik -
i=1 k=1 dy
Zavedeme-li je§t8 X, = x/dy, ULOHA 2 ptejde na ULOHU 3.
ULOHA 3. Za podminek
G) Y (75— 0,)%u=0 pro j=1,2.,n—1,
i=1 k=1

Si
Ydafa =1, 5,20,
1 k=1

M=

[l



naleznéte maximum ucelové funkce:
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i

Je tfeba si vEimnout, Ze pii volb& urgité strategie v kaZdém stavu hodnota udelové
funkce bude v ULOHACH 1, 2, 3 stejnd; rozdilné (se zachovénim znaménka) budou
pouze hodnoty t&ch nezndmych x4, Xy, 7y, které jsou rizné od nuly.

Z literatury [2], [9] je zndmo, Ze optimdlni strategii sta&i hledat ve tfid® ,,Sistych
strategii (tj. pfi optimdlnim Fizeni je v ka’dém stavu pouZivdna pouze jedind stra-
tegie). O této skuteEnosti se lehce miiZeme piesvddCit napt. z vlastnosti optimdlniho
feSeni ulohy linedrniho programovéni.

Na ULOHU 2 a na ULOHU 3 budeme aplikovat revidovanou simplexovou
metodu.

Jestlize ve stavu i zvolime strategii k;, potom simplexovi ndsobitelé pro ULOHU 2,
které oznadime vy, v,, ..., v, jsou definovdny vztahem (4) (vyuZivime pfitom vztahu
(D.1) z dodatku):

n—1 _k; F)

I Cits ;
ZL'-’vj+v,,=i pro i=12..,n.
i=1 dig, ik,

Upravou vztahu (4) dostaneme stejny tvar rovnosti, jako kdyZ vypoditdvime sim-
plexové nésobitele pro ULOHU 3. Tento tvar po malé tpravé je ndsledujici:

-1

Y v, + dype=v;+ ¢y, pro i=12,..,n~1,

n
i=1

©)

o -
Y P+ dy by = Cup,,
=1

Existujici eSeni je moZno zlepsit pouZitim té proménné (vyuZivime vztahu (D.2)
z dodatku), pro kterou jsou ndsledujici vyrazy kladné:

pro ULOHU 2 vyraz

n=1 _k
(6) Cik _ Pi; — 5ij

— -,

dy i=1 die

s
pro ULOHU 3 vyraz
n—1 .
U] i — 2 (Pl = 84) v — dywy -
i=1
V simplexové metodé se v kazdém iteranim kroku zavddi pouze jedind nova pro-

ménnd, kterd maximalizuje vySe uvedené vyrazy, nebof je tieba jesté vySetfit, kterou
z proménnych bdze vyloudime.
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Hodnotu fielové funkce g miiZeme vyéislit pomoci simplexovych nédsobitel (viz
vztah (D.3) v dodatku). V naSem p¥ipad® dostaneme g = v,.

Zavedeme-li je§té w; = —v; pro i = 1,2,...,n — 1; w, = 0 rovnice (5) pfejde
na tvar:
n
(8) Wi+ dy,g = cy, + _le';}‘vj
=

pro i=1,2,...,n, kdyZklademe w,=0.

Tvaru (8) je pouZito pro urdeni ,,vahovych koeficientii w; a priim&rného zisku g
v Jewellov& i Schweitzerové algoritmu v préci [2].

Zavedeme-li jest& hodnoty w,, g misto hodnot v; do kritérii (6) a (7), kritérium (6)
nabude potom tvaru

nok
Cik Pij Wi

6% -~ + w; — — —

( ) d JZ‘I dy ! dy I

a kritérium (7) bude:
(7*) cy + Y p’zfjwj —w; — gdy,
j=1

jestlize v obou pripadech klademe w, = 0.

Optimdlni strategii stadi hledat ve t¥id& ,,Cistych strategii*, jak jiZ bylo pfipomenuto.
Tim odpadne nutnost vySetfit, kterou bdzickou proménnou mdme vyloudit pfi
zavedeni nové proménné do bdze. Je proto mozZné pii zndmych hodnotdch simplexo-
vych ndsobitelil (neboli ,,vdhovych koeﬁcientﬁ“) v kazdém stavu pouZit tu strategii,
kterd maximalizuje pro dany stavu (tedy pro jisté i) kritéria (6*) a (7*). Sougasné
zavedeni vice novych proménnych do bdze md za ndsledek, Ze nemiZeme obdrZet
nové simplexové ndsobitele jednoduchym zptsobem, kterého se vyuZivd v revidované
simplexové metodZ. Proto je obvykle vyhodn&jii vypoditdvat ,,nové“ simplexové
ndsobitele feSenim soustavy linedrnich rovnic podle jejich definiéniho vztahu (4).
Lehce se presvéd¢ime, Ze pii pevném i, jestliZe hleddme maximum pfes k, misto
kritéria (6*) Ize pouZit pongkud jednodussiho kritéria ve tvaru

L

A

(6**)

n
[cik + _le’lfjwj - Wi] B
i=

coZ je kritérium pouZité v algoritmu navrZeném Jewellem; misto kritéria (7*) stad
uvaZovat pouze maximalizaci vyrazu

n
(7*%) cut Y p?j“’j ~duyg .
=1

Tohoto kritéria je pouZito ve Schweitzerové algoritmu.



DODATEK i4

V dodatku pfipomeneme nékteré zndmé vztahy pro revidovanou simplexovou
metodu, kterych vyuZivdme v této préci. Tyto vztahy Ize nalézt na pi. v [11].

Uvazujme ULOHU linedrniho programovani: Za podminek

a;gx; =b

X i ;20 pro i=1,2,...,m; kde m<n,
j=1

J

naleznéte maximum tG&elové funkce:

Piedpoklddejme, Ze uvaZované bdzické fefeni ULOHY je tvofeno proménnymi
X15 X2 -+, X POtom pro simplexové ndsobitele, které oznagime vy, v,, ..., v,, plati

m
(D.1) Yaw =c; pro j=1,2..,m.
i1

Na zdklad€ zndmych simplexovych ndsobitelil je moZno provést:

zlepSeni existujictho feSeni ULOHY zavedenim k-té proménné do bdze (k > m),
pro kterou vyraz

(D.2) Go=c — 3 agd;
i=1
bude kladny;

vypolet hodnoty Gcelové funkce na zdkladé vztahu

(DAB) z ='§ b;.

(Doslo dne 22, z4¥ 1967.)
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SUMMARY

A Note on the Programming in Markov-Type Processes

KAREL SLADKY

In the following paper two types of algorithms dealing with the optimization of
semi-Markov processes are discussed:

(1) The algorithms based on dynamic programming approach (the extensions of
Howard’s algorithm developed by Jewell and Schweitzer).

(2) The algorithms based on linear fractional programming.

(It can be easily shown that the optimization of a semi-Markov process can be
also formulated as a linear fractional programming problem).

It is shown in this paper that Jewell’s and Schweitzer’s algorithms are special ex-
tensions of the revised simplex method applied to the transformed linear fractional
programming problem.

Ing. Karel Sladky, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, VySehradskad 49, Praha 2.



		webmaster@dml.cz
	2012-06-04T16:37:26+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




