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K Y B E R N E T I K A ČÍSLO 2, R O Č N Í K 4/1968 

Статистическая оценка функции сохранности 
при экспоненциальном и неизвестном законе 
надежности кибернетических систем 

Ж. Б. Линковский 

Вначале рассматривается построение оценки функции сохранности систем при экспонен­
циальном законе надежности на основании параметрических методов статистики и исполь­
зовании одной теоремы Крамера, в случае большего объема наблюдений за отказами систем. 
Затем строится статистическая оценка функции сохранности при неизвестном законе надеж­
ности. Используется предельный статистический непараметрический критерий Смирнова 
и теорема Гливенко. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Функция 1х(1) сохранности однотипных кибернетических систем (элементов, 
блоков, машин и т. д.) была введена в теории надежности Ф. Московицем [1]. 
Она определяет количество отказывающих элементов в единичном интервале 
времени в долях от уже отказавших элементов. 

Если /(() — плотность вероятности отказов (частота отказов), 2(0 — веро­
ятность отказа [2], то 

(1) *«-&: 40. 

Если через ^ обозначить случайное время первого отказа, то Д.) — плотность 
вероятности случайной величины <Ц, а 

6(0 = Щ < <} 

— функция 1р*(0 распределения вероятностей той же случайной величины, и по­
этому: 

(2) 
f(í)dí V J o J 



При статистическом исследовании функций надежности систем известны вы­

борочные значения случайной величины <*: 1и 12,..., 1„, т. е. дана выборка объ­

емом и. На основании этого при большой выборке (п > 100) необходимо, 

в частности, произвести статистическую оценку функции сохранности ц(() с ука­

занием доверительных интервалов. Вначале рассмотрим случай экспоненциаль­

ного закона надежности системы, который обыкновенно наступает после перио­

да начальной эксплуатации, а затем, случай неизвестного закона надежности. 

2. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ ЗАКОН НАДЕЖНОСТИ 

В этом случае имеем: 

6 ( 0 = 1 - е~Яг 

(3) ^ , « 1 * 0 , 

№ = ъ~и 

где 0 <' X = СОП81 (постоянная интенсивность отказов). Тогда получим: 

(4) № = ~^ги = - 4 - , .*о . 
1 - е я ' е я ' - 1 

Если Тср - среднее время безотказной работы (математическое ожидание слу­

чайной величины %), то как известно: 

(5) Г . - 1 . 

т. е. 

(6) X « ± . 
-<ср 

Статистическую оценку параметра А распределения (3) легко получить по 

оптимальному методу максимума правдоподобия [3]: 

(7) А* = - 1 ™ , 

П 1 = 1 

где А* — выборочное значение параметра А, причем выборочное (эмпирическое) 

значение Тср среднего времени безотказной работы Тср соответственно равно: 

(8) г - : - - ! * , . 
П 1 = 1 

Таким образом имеем: 

(9) ^* - ^ 



Оценка (8), являющаяся случайной величиной, имеет дисперсию: 

гр2 >р*2 

(10) ОГс* = ^ Е ~ Ьг- , 
и п 

где знак приближенного равенства соответствует учету больших п. Случайная 

величина Тс* распределена асимптотически нормально (с ростом п) со средним: 

(И) МТс*р = Гср « Гс* , 

и с дисперсией (10). В свою очередь, случайная величина X* согласно (9) является 

функцией от асимптотически нормально распределенной случайной величины 

Гс*, и по теореме Крамера [4] также распределена асимптотически нормально 

со средним и дисперсией, равными соответственно: 

(12) МЯ* = X + 0(п~х) х X* + 0(п~1) » X* ; 

ОХ* = \ ОТ + 0(п~Ъ12) = — + 0(п-3'2) и 
Т 4 иГ 2 

-<ср "-"ср 

03) ^ + о ( - - ) ^ , 

где знаки приближенных равенств соответствуют учету больших п. 

Заметим, что вследствие асимптотической нормальности случайной величины 

1*, формула доверительного интервала для истинного значения X строится 

обычно (при больших п): 

(14) Р = ?{Х* - и ^1(ОХ*) < X < X* + и ^(ОХ*)} = 

V-*.! -• 

где и > 0 — произвольное действительное число (обычно выбирают и = 3, что 

соответствует доверительной вероятности Р = 0,9973), а в правой части содер­

жится табулированная функция [5]. 

Далее, выборочное значение д*(г) функции сохранности будет: 

(15) р.*(1) = 
- 1 

и является функцией случайной величины X*. По той же теореме Крамера случай­

ная величина ц*(1) также распределена асимптотически нормально со средним 

и дисперсией, равными (при больших п): 

(16) мм*(о я КО * м*(0; 



130 (?*•*' — 1 — ; * / е л , Г | 2 

(17) Оц*(1) * ^ - 1.*--! ОА* . 
^ ' М и (ел*< - I ) 4 

Доверительный интервал для истинного значения функции сохранности ц(() 
строится вполне аналогично (при больших п): 

(18) Р = Р{М*(0 - и 7[РМ*(0] < КО < М*(0 + - у/Оц*(1)} = 

1 
. : ~ ^ 2 < 1 2 . 

72*.1- ц 

3. НЕИЗВЕСТНЫЙ ЗАКОН НАДЕЖНОСТИ 

В этом случае при неизвестности плотности вероятности /(() отказов прием­
лемая статистическая оценка функции сохранности ц(1) может быть произведена 
на основании привлечения предельного непараметрического критерия Н. В. 
Смирнова [6], разработанного для непараметрических задач математической 
статистики с целью оценивания неизвестной плотности вероятности Де) одно­
мерной случайной величины & В самом деле, предположим, что /(*) нигде не 
обращается в нуль и имеет ограниченную вторую производную }"(1). В задачах 
надежности обычно выполняется это условие для плотности вероятности /(/) 
отказов. 

Тогда при больших п доверительная область для /(I) строится по формуле: 

(19) Р = Р{у.(0 <Д1)< У'2(0} „ ^ С(в?)' 

где 

(20) Л ( 0 = «?„*(.) + -4 _ и, 1и*лг) + $\, 

(21) ЫО - ФМ + ^ + «/. /(ф*(0 + ^ ) . 

О < /? < 1 коэффициент доверия (доверительная вероятность), С(0р) — функ­
ция Смирнова, равная: 

(22) С(&11) = р = ехр[-2с-в^. 

Функции (р*(() определяются следующим путем. Данные выборки заключены 
на интервале [а, Ь]. Разобьем [а, Ь] на ряд частичных отрезков 

Л = {к, к+Л, к = 1,2,...,з 
равной длины 



Обозначим через тк число наблюдений, попавших на отрезок Ак и через ак — 131 

правый конец отрезка Ак. В каждом Ак имеем: 

< 2 3 ) Ф„*(,) = ? - + " - + 1 + (1 _ ̂  л * * - - ™Л. 
2ий \ пк2 } 

Величина ир в (20) и (21) при заданной доверительной вероятности р (обычно 

р = 0,9 и 0,95) будет равна: 

(24) »'-Н^Г' 
^{пп) 

18 находится как корень следующего уравнения: 

(25) - - - 1 - Г'е- г 2 / 2 йгш-, 
2 V 2 т с ^о » 

где х = п" ( | < а < | ) ; интеграл в (25) табулирован [5]. Из (19) получаем: 

(26) р = ?Ш<т<уЩмр. 

Согласно теореме В. И. Гливенко [7] имеет место 

егсо -> е ю 
в смысле сходимости по вероятности, где 0,*{1) — эмпирическая (выборочная) 
функция распределения вероятностей случайной величины <*: 

(27) е„*(о = - > 
п 

п, — число выборочных значений, расположенных левее I на оси I. Поэтому 

в практических расчетах (при больших п:п = 200 — 300) формула доверитель­

ной области для функции сохранности р.{1) будет иметь вид: 

(28) Р-РШ<#)<Щ*11. 
К 1е.*(0 е.*(01 

Таким путем производится статистическая оценка функции сохранности при 

неизвестном законе надежности кибернетической системы. 

(Поступило 2. мая 1967 г.) 
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Statistické odhady funkce bezpečnosti pro exponenciální 
a neznámý zákon výskytu poruch kybernetických systémů 

Ž. B. LINKOVSKIJ 

Nechť £ je náhodná proměnná označující dobu provozu sledovaného zařízení do 

první poruchy. Potom distribuční funkce T*(í) náhodné proměnné č, je pravděpodob­

ností výskytu poruchy za dobu t 

e(0 = fíW = ?K < *}; 
hustota pravděpodobnosti je 

V článku se odvozují odhady funkce bezpečnosti ^(í) ((bynKHHH coxpaHHOCTH, safety 

function [1]) udávající podíl počtu porouchaných prvků za jednotkový časový 

interval k celkovému počtu již porouchaných prvků, 

(•) m~fy <Ž0 

z n známých realizací náhodné proměnné £,: tx, t2, •••, t„ (pro velká n). 

Pro exponenciální zákon výskytu poruch (3) byl za použití Cramerovy věty odvo­

zen konfidenční interval (18) a to prostřednictvím odhadu intenzity poruch Á* 

respektive střední doby života Tcp. 



Pro neznámý zákon výskytu poruch se odhaduje podle limitního neparametrického 
Smirnovova kritéria hustota pravděpodobnosti f(t) (19) a pomocí Glivenkovy věty 
se dochází k odhadu funkce fi(t) (28). 

)K. E. JIuuKoecKuU, Hoeo-IlecMauan y.i. d. 23J7, KB. 356, Kopnyc 35, MocKea A-252. CCCP. 
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