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Cast I. Strategické hry a konfliktni situace

Cilem prvni ¢asti této stati je pfedevsim seznamit Ctendfe s procesem abstrakcee, jimZ se dospiva
od konkrétnich konfliktnich situaci k jejich matematickym modeliim rtizného stupné obecnosti —
kterémukoli takovému matematickemu modelu se fika strategickd hra — a ddle popsat obsahové
i formadlné v8echny zakladni pojmy, které se potiebuji jak pfi konstrukei téchto modeld, tak pfi
pouziti téchto modell k vysetfovani racionadiniho jednani ugastnikd konfliktni situace.

Diiraz budeme klast na motivaci pojmi a jejich precisaci. Matematické prostiedky potfebné
k precisovani pojmu patfi do zakladd teoric mnozin a jsou bézné znamé. Piesto je v poznamkach
zatazenych v textu strucéné vyloZime, abychom neodradili ¢tendfe nematematika od studia této
stati odkazy na matematickd pojednani, nebof ta je v prvni fadé uréena pravé pro ného. Z toho
divodu formalné matematické dlikazy v této stati nikde neprovadime a zajemce je najde v odborné
literatufe. Odkazy na tuto literaturu budou uvedeny samostatné aZz na konci stati.

O zpusobech pouziti matematickych modeli konfliktnich situaci k rozboru raciondinibo jednani
pojedname v druhé ¢asti této stati.

1. ZAKLADN{ DATA O KONFLIKTNI SITUACI
Schéma konfliktni situace

Strategickd hra jako matematicky model konfliktni situace pfedstavuje abstraktni
popis té &dsti reality, kterd v sobé zahrnuje jevy, pfi nichZ se stfetdvaji rliznorodé
zajmy jednotlivcd nebo celych skupin. V§imdme-li si nejzdkladnéjsich rysi spoleénych
viem jeviim v socidlni sféfe a v jinych oblastech, jeZ obsahuji konflikt zdjm1, dospi-

vame k popisu konfliktni situace, ktery je vyjddfen v tomto schématu:

Skupina jedinct stoji v situaci, kterd vyasti v jeden z fady moZnych vysledki.
Kazdy z téchto jedincli md zdjem na vysledcich, které mohou nastat; tento zdjem
prameni z osobnich preferenci, které charakterisuji jeho postoj k moZnym vysledktm,
a obecné se rizni od zdjmu ostatnich jedincl ve skupiné. Dédle kazdy md moZnost
alespori Cdste¢n€ ovlivnit koneény vysledek viastnim jedndnim, pfifemZ skuteény
vysledek je uréen jednanim vSech jedinct, ktef{ se ucastni na této situaci, obsahujici
konflikt mezi jejich zdjmy; tento vysledek nemusi byt deterministického charakteru,
nebof nelze vyloudit ani pfipadny vliv ndhody.



V uvedeném schematickém popisu konfliktni situace vystupuji tyto zdkladni
udaje, sefazené zde podle stupné jejich sloZitosti:

(1) vycet viech Gcastnikd konfliktni situace;

(2) souhrn viech pfedstavitelnych vysledkd, v néz muZe konflikini situace
vyustit;

(3) subjektivni hodnoceni t&chto vysledkf jednotlivymi ucastniky konflikini
situace;

(4) moZnosti, které castnici maji, aby ovlivnili vysledek konfliktni situace, a zpa-
sob, jimZ je urlen skuteény vysledek.

Pristoupime nyni k charakterisovani matematickych ekvivalentd uvedenych
zakladnich dat o konfliktaf situaci.

Mnozina hraéh

V kazdé konfliktni situaci je tfeba nejprve specifikovat jeji jednotlivé castniky.
V konkrétnich pfipadech to mohou byt jednotlivci nebo instituce resp. organisace
nebo skupiny jednotlive se spoleénymi zdjmy; napt. politické, socidlni nebo hospo-
ddiské skupiny, vyrobni podniky, stdtni orgdny apod. Jednotlivé (i¢astniky konfliktn{
situace budeme p¥i jejim matematickém popisu nazyvat hrdci. V souhlase se shora
uvedenym schematickym popisem povaZujeme v konfliktni situaci za podstatné
jenom to, aby kazdy hra¢ mohl svym jedndnim zasahovat do prabéhu konfliktu
a aby bylo moZno charakterisovat jeho zdjem na vysledku konfliktu. Proto abstrahu-
jeme od konkrétniho obsahu pojmu ticastnika konfliktni situace a matematicky
vymezime pojem hrdce jako prvek dané koneéné neprdzdné mnoZiny, kterou viude
v daldim oznadime symbolem 1.

Pozndmka. Pod pojmem mnoziny chdpeme souhrn néjakych véci, jez nazyvame prvky mnoziny.
Abychom vyznadili, Ze véc x je prvkem mnozZiny X, piSeme x € X. Pfi na8i umluvé bude tedy
znamenat vyraz i € I, Ze i je hra¢. MnoZina je neprdzdnd, kdyZ obsahuje alespoil jeden prvek,
a je koneénd, kdvz obsahuje jenom koneény pocet prvkit. Symbol {A Vooeees z} oznaduje mnoZinu,
ktera se skldda z prvkd x, », ..., z.

Dostali jsme tak prvni zdkladni daj o konfliktni situaci, totiZ mnoZinu hrdci 1.
Koneénost této mnoZiny odpovidd skuteénosti, Ze se na kazdé konfliktni situaci
podili jenom konecny pocet uéastnik. Nicméné v urlitych souvislostech byly teo-
reticky studovdny pfipady, v nichZ se vyskytuje hra¢l nekone¢né mnoho. Takové
pfipady v&ak ze svych fivah vylouéime, nebot v nich béZi jen o formalné matematické
aspekty teorie.

Oznaclime-li podet viech hradlt pismenem n, miiZeme v matematickém modelu
representovat mnoZinu I jako mnoZinu prvnich n pfirozenych (tj. celych kladnych)
Cisel, coZ symbolicky zapiSeme ve tvaru rovnosti

(1.1) I={1,2,...,n}.
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Pocet hrdci n pfi této amluvé o representaci staci tedy k vymezeni prvniho zdklad-
nitho udaje o konfliktni situaci, totiZz mnozZiny /. Podle toho modely konfliktnich
situaci, na nichZ se podili n Gcastnikil, nazyvame strategické hry o n hrddich.

Jak vidime, nevyludujeme v matematické teorii pfipad, kdy n = 1. Takovy pfipad
je oviem z obsahového stanoviska degenerovany, ponévadZ pfi ném nevznikd
konflikt zdjmil. Jsou tedy strategické hry o jednom hrdaci matematickym modelem
situaci, kde jediny ucastnik md uplny vliv na koneény vysledek a fidi se ve svém
jedndni vyhradné svymi vlastnimi zdjmy. Rozbor takovych situaci tvofi oviem nutny
predbéZny krok k pochopeni raciondiniho jedndni pii konfliktu zdjmu.

Prostor vysledkii

Konfliktni situace nakonec vyusti v néktery z moznych vysledk. Co lze povaZovat
v dané konkrétni konfliktni situaci za a priori moZny vysledek, byvd nékdy teprve
stanoveno v pribé&hu abstrakce vychdzejici z potieb, pro néZz se takova situace
vySetiuje, coZz ovSem leZi za hranicemi matematické teorie. Jednou z mnoha potizi
vyskytujicich se v aplikacich je prdvé vymezeni mnoZiny vSech a priori moZnych
vysledki, totiZ toho, o co v konfliktu jde. Je zfejmé, Ze jenom takové situace s kon-
fliktem zdjm, které jsou néjakymi pravidly dostatedné schematisovdny, mohou byt
pfedmétem matematického bdddni. Zejména proto, Ze obvyklé hry, které slouZi
spoleCenské zdbavé, jako napf. Sachy, dama, halma, riizné karetni hry apod., pfed-
stavuji jednoduché konfliktni situace schematisované vice ¢i méné pifesnymi pravidly,
byl obsah pojmu hra rozsifen tak, aby zahrnoval viechny dostate¢né schematisované
konfliktni situace. V takovych konfliktnich situacich, které jsou dostate¢né schemati-
sovany, jako jsou prdvé spolecenské hry, jsou vechny moZné vysledky jasné vyme-
zeny. Napf. v S$achu mohou byt témito koneénymi vysledky jenom vyhra bilého nebo
remisa nebo vyhra ¢erného.

Matematickym ekvivalentem odpovidajicim souhrnu viech a priori mozZnych
vysledkt je tedy prosté néjakd dand neprdzdnd mnozina, kterou budeme nadile
vzdy oznaCovat symbolem Q. Mnozinu £ budeme nazyvat prostor vysledkii a vztah
w € Q bude ekvivalentni vyroku, Ze w je vysledek. Dal§i podminky, které budeme
kldst na prostor vysledki, si uvedeme ve Etvrté kapitole této stati.

Systémy preferenci

Zajem ucastnika konfliktni situace na koneéném vysledku plyne z jeho postoje
k moZnym vysledk@im. Pfi charakterisovédni tohoto postoje vychdzime z pozorované
skuteénosti, Ze at predloZime u€astnikovi konfliktni situace jakékoli dva rtizné mozné
vysledky, je schopen ndm fici, zda bud ddvd prednost jednomu z nich nebo zda se
stavi k obéma vysledkiim indiferentng, tedy je mu Jhostejné, ktery z nich nastane.
Celkovy postoj hrdde k jednotlivym vysledkiim je tak charakterisovdn systémem
jeho osobnich preferenci, to znamend udajem pro kaZdou dvojici vysledkii (0w, w,),
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zda preferuje w, proti w,, nebo zda preferuje w, proti w,, nebo zda je mezi w, a w,
indiferentni.

Z provedené uvahy vyplyvd, Ze systém preferenci Gastnika konfliktni situace lze
matematicky popsat dvéma relacemi v prostoru vysledk, relaci preference a relaci
indiference. Matematicky pohodIngjsi je nahradit ob€ tyto relace relaci jedinou,
a to relaci slabé preference, kterou interpretujeme takto: hrd¢ slab& preferuje vysle-
dek w, proti vysledku w,, kdyZz bud preferuje w, proti w, nebo je mezi w, a w,
indiferentni.

Pozndmka. Relaci v dané mnozin€ X rozumime vztah, ktery plati pro nékteré uspotddané
dvojice (xy, x5) prvkit mnoZiny X. Je-li R relace v mnoZin€ X a jsou-li x; a x, prvky mnoZiny X,
pak symbol x; Rx, znamen4, e relace R plati mezi prvky x; a x,. Relaci R v mno%in€ X nazyvdme
totdlni, kdyZ pro kazdou (uspofadanou) dvojici (x,, x,) prvk(i mnoziny X je bud x, Rx, nebo
xRy,

Predchdzejici rozbor nds vede k formdlni definici systému preferenci. Libovolnou
totdlni relaci v prostoru vysledki Q nazveme systémem preferenci. Tedy systém
preferenct U je relace v Q, kterd m4d viastnost, Ze bud wUw’ nebo w'Uw pro libovolné
we Q0 € Q;vztah wUw' Eteme, Ze w je slabé preferovano proti @’ (vzhledem k systé-
mu preferenci U).

V konflikini situaci je kaZdému jejimu Géastniku, hrdci i, pfifazen jeho systém
preferenci, ktery ozna¢ime symbolem U,. Toto pfifazeni zapisujeme formding zna-
kem {U},,. Jsou-li hréci representovéni pfirozenymi &isly podle (1.1), miiZeme pki-
fazeni {U,},.; napsat v méné kompaktnim, ale zfeteln&sim tvaru (U, U,, ..., U,).
Tedy

(1.2) U ey tesp. (U, U, .., U),

kde pro kazdé i e I je U, systém preferenci (ij. totdlni relace v £2), tzv. systém prefe-
renci hrddce i, tvofi treti zdkladni udaj o konfliktni situaci. Toto pfifazeni (1.2) budeme
nazyvat preferencnim schématem hry. Vidime, Ze preferenéni schéma zachycuje
subjektivni hodnoceni vysledkii u vSech hrd¢.

Zavedeme si ndsledujici symboliku a terminologii, kterd bude ve shod& s naSimi
uvahami. KdyZ pro nékteré w, o' € Q je soufasné wlU ;" a @'U,w, fekneme, 7e hrdg i
je indiferentni mezi w a w’, a tuto skutenost zapisujeme jako w ~ ,w’. Je-li wU 0’
a neni-li U, (tedy neplati & ~ '), pravime, ze hrdé i preferuje w proti w’,
a pifeme o >0 (resp. o' <;w). Misto wU,w" budeme také psdt > " (resp.
o' < ) a fikat, Ze hrd¢ i slabé preferuje w proti w’. Piedstavuje tedy znak ~;
relaci indiference, znak >>; (resp. <;) relaci preference, kdezto U; samo nebo >,
(resp. <;) relaci slabé preference hrdce i.

.Strategie

Ugastnik konfliktni situace ovliviiuje jeji kone&ny vysledek vlastnim jedndnim.
Podle toho, co timto jedndnim rozumime a v jakém stupni obecnosti charakterisu-
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jéme mozZnosti jednotlivého hrdce pfi pisobeni na vysledek, dostdvdme rizné mate-
matické modely konfliktnich situaci. KdyZ tyto moZnosti chapeme jako riizné mozné
zdsahy GCastnika konfliktni situace do jejiho pribéhu v riznych okamzZicich, nabude
formalni popis téchto moZnosti znadné sloZitosti: matematické modely konfliktnich
situaci, které vSechnu tuto slozitost jedndni hrdcdt v konfliktnich situacich rozvijeji-
cich se v ¢ase podrobné odrdzZeji, nazyvaji se strategické hry v rozvinutém tvaru.
Kdyz jedndni jednotlivého Gdastnika chdpeme jako jeden z parametri, na némz zavisi
koneény vysledek, a abstrahujeme pfitom od ¢asového prabéhu konfliktu, dospéjeme
k matematickym modelim nazyvanym strategické hry v normdlnim tearu. Kdyz
navic moznosti jedndni charakterisujeme jenom nepfimo ve formé moZnych dohod
mezi jednotlivymi hra¢i o zabezpeceni dosaZitelného vysledku, vede matematicky
popis k modeliim, které budeme nazyvat strategické hry v koalicnim tvaru.

Formadlné a v jistém smyslu 1 obsahové je normdlni tvar hry nejjednodussi, a proto
jim zaCneme. Jedndanim hrdde v konfliktni situaci budeme rozumét volbu nékteré
z a priori danych alternativ jedndni, o nichZ pfedpokldddme, Ze je md v této kon-
fliktni situaci k disposici. Libovolné dané alternativé jedndni hrddée i se v této sou-
vislosti fikd strategie hrdde i, nebot ji interpretujeme jako vylerpdvajici popis jeho
jedndni v celém pribéhu konfliktu. Napt. v Sachu strategie bilého je popsdna tim,
Ze bily pfed zahdjenim partie uréi pro kazdou viibec moZnou posici, v niz mé tdhnout,
pfedem tah, ktery v ni provede; strategii bilého je tak ddn podrobny navod pro bilého
k provedeni hry jesté¢ pfed zahdjenim partie, bez ohledu na to, jak vlastni partie
potom skuteéné probéhne. V tomto a jenom v tomto smyslu budeme interpretovat
pojem strategie.

MnoZiné viech a priori mozZnych strategii tj. vyCerpdvajicich ndvodd k jedndni
v dané konfliktni situaci pro hrdée i fikdme prostor strategii hrdce i a znalime ji
symbolem A;. KaZdému hrdéi i el je tim pfifazen prostor jeho strategii A;. Toto
piifazeni, které zapisujeme podobné jako (1.2) ve tvaru

(1.3) {A}ier resp. (Ay. A4;, .. A,

kde pro i €1 je A; neprdzdnd mnoZina (prostor strategii hrdce /), je dal§im zdkladnim
udajem o konfliktni situaci. Strategie hrdée i budeme znacit generickym symbolem
a; (s pfipadnymi rozliSovacimi indexy psanymi nahofe); tj. a; € A..

Vysledkova funkce

V matematickém popisu konfliktni situace musime je$t€ zachytit zplsob, jimz je
uréen vysledek. Ze shora uvedeného schematického popisu vime, 7e koneény vysle-
dek konfliktni situace je urden jedndnim v3ech jejich Géastnikii. V naSem pfipadé,
kdy vychdzime z pojmu strategie, je vysledek konfliktu uréen jednotlivymi strategiemi
vsech udlastnikil, ktefi se na konfliktni situaci podileji. Napf. v Sachu je strategii
bilého a strategii Cerného zfejmé pfedurden cely priib&h partie (pti pouZiti né€kterého
pravidla o ukonceni hry, tfeba pravidla o tfikrdt opakované posici), a tim i jeji

7



vysledek. Je-li n podet hrdéh a je-li mnoZina hrd¢d I representovdna prvnimi » piiro-
zenymi &isly podle (1.1), pak podle naseho predpokladu libovolnd n-tice (a,, a,, ..., a,)
takovd, 7e pro kazdé iel je a; strategie hrdace i, tj. a;€ A;, urCuje jednoznalné
vysledek, ktery oznalime symbolem g¢(ay, a,, ..., a,); n-tice (aq, a,, ..., a,), kde
a;€ A; pro kazdé i el, pfifazuje hradi i nékterou jeho strategii a; a toto pfitazeni
maZeme oznadit podobné& jako v pfipadech (1.2) a (1.3) symbolem {a,},.;.

Libovolné pfifazeni {a,},., resp. (a,, a,, ..., a,), kde a; € 4; (i € [), nazveme vekto-
rem strategif. MnoZinu v3ech vektorl strategii oznatime pismenem A; mnoZinu A
budeme nazyvat prostor vektori strategii. Zobrazeni prostoru vektorl strategii A
do prostoru vysledkii Q nazyvame vysledkovd funkce. Z predchdzejict uvahy vyplyva,
7e zplsob urleni vysledku je matematicky popsan jako nékterd dand vysledkova
funkce, kterou oznacujeme vSude v dal§im znakem p. Hodnota

rQ(a) = Q({ai}fel) 2 Q((I) eQ °
vysledkové funkce ¢ v bodé a = {a,},; € A se nazyva vysledek pro vektor strategii a.

Pozndmka. Zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y je pfedpis, jimz je pfifazen kazdému prvku
mnoZiny X pravé jeden prvek mnoZiny Y. Misto zobrazeni X do Y se také Fikd funkce na mnoZi-
né¢ X (s hodnotami v mnoziné Y). Oznaluje-li pismeno f funkci na mnoziné X, pak se prvek
jednoznaéné pfifazeny funkci £ danému prvku x mnoziny X nazyva hodnota funkce /v prvku x
a oznaduje se znakem f(x) nebo bez zadvorek fx, nemiize-li dojit k zaméné s vbvykivm oznaenim
soudinu. MnoZzinam v8ech prvki urité kategorie, které jsou vyznamné 2 hlediska nékterého
teoretického vyietfovani, byva v matematice zvykem Fikat prostory a jejich prvkam body.

Ze schematického popisu, ktery jsme uvedli na zaddtku této kapitoly, plyne, Ze
vysledkovd funkce ¢ je poslednim zakladnim ddajem, ktery potiebujeme o konfliktni
situact zndt, opirdme-li se o globdlni pojem strategie.

Naposledy vySetFovand dvojice zakladnich Gdaji, totiZ prostory strategii jednotli-
vych hract spolu s vysledkovou funkei, symbolicky
(14) ({Ai}iel’ Q) >

se nazyva pravidla hry, nebo urditdji pravidla hry v normdlnim tvaru.
Interpretace zakladnich dat

V dosud studovaném piipad€ je matematicky popis konfliktni situace upln€ vycer-
pan témito udaji: (1) mnoZinou hrd&d I; (2) prostorem vysledkt Q; (3) preferentnim
schematem hry {U },.;; (4) pravidly hry ({4,}i}, 0). Symbolicky zapi§eme tyto udaje
jako ctvefici:

(15) (]v Qa {Ui}ieh ({Ai}ieb Q))
Tuto &tvefici interpretujeme podle nasledujicich zdsad:

1. Princip realisace hry: Kaidy hrac i € I provede volbu nékteré své strategie a;
v prostoru svych strategii A;, aniZ znd volby ostatnich hrdéi (poZadavek uplné
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neinformovanosti). Tim je urden néktery vektor strategii {a;} . kierému je pfifazen
vysledkovou funkei o vysledek o({a;}ics) € Q.

2. Princip motivace jedndni: KaZdy hrdg i eI se fidi ve svém jedndni vyhradné
podle svého systému preferenci U;, coZ znamend, Ze kdyZ z né€jakého divodu oce-
kdvd, Ze volba strategie a; € A; povede k vysledku w a volba strategie a} € A; povede
k vysledku ', pfitemZ preferuje vysledek w proti w’, tj. w >, w’, nikdy nezvoli
strategii a.

Princip motivace jedndni md negativni charakter, jezto se v ném mluvi o tom, kterou
strategii hra¢ za uréitych okolnosti nikdy nezvoli, ale nic se nefikd o jeho skuteéné
volbé strategie. Tento princip nema jesté nic spole¢ného s racionalitou jedndni ucast-
nik@t konfliktni situace, nebof divody k odéekdvani urgitych vysledktt mohou mit
zcela iraciondini charakter. Hovo¥i se zde jenom o tom, v jakém smyslu je tfeba chd-
pat systémy preferenci jednotlivych hrdch z hlediska provedeni hry.

Abychom osvétlili smysl matematického modelu konfliktni situace daného Ctveficl
(1.5) jesté z jiné stranky, chceme zdfiraznit, Ze trojice

(1.6) (I, 2, ({A}er ) -

tedy specifikace 0¢astnikd 1 vysledkt a pravidla hry tvofi to, co bychom mohli nazvat
objektivni basi konfliktni situace resp. hry, kdeZto preferenéni schéma hry {U;}i,
charakterisuje jeji subjektivni strdnku, totiZz konflikt zdjmd samotny. Zméni-li se
systém preferenci nékterého hrdde, dostaneme novou konfliktni situaci, i kdyZ se
stejnou objektivni basi. Napt. kdyZ zkuSeny $achovy hrd¢ chce povzbudit novdcka
tim, Ze ho nechd v ur€ité partii vyhrdt, znamend to, Ze zménil svlj systém preferenci,
a tedy Ze se jednd z naSeho hlediska o jinou hru, neZ jsou Sachy s obvyklymi preferen-
cemi vyhry proti remise i prohie.

Ctvefici (1.5), kterd predstavuje viechny zdkladni ddaje o konfliktni situaci, budeme
krdtce fikat hra, podrobnéji strategickd hra v normdinim tvaru. O dalSich podmin-
kéch, které budeme kldst na &tvefici (1.5), pojedndme pozdéji v kapitole 4.

Na zaveér této kapitoly je tfeba fici, Ze v kazdém modelu konfliktni situace, jimz
se viibec zabyvala matematickd teorie, je vZdy explicitng, ale vét§inou jen implicitné
zastoupena prvni trojice zdkladnich 0daji, mnoZina hrd€d, prostor vysledkd a pre-
ferenéni schéma hry. Co se model od modelu mé&ni, je matematické vyjddieni pravidel
hry — o tom se pfesvédcime v ndsledujicich kapitoldch.

2. UPLNA INFORMACE
Posice

V piedchdzejici kapitole jsme vybudovali model konfliktni situace, v némz nikde
nefiguroval ¢asovy faktor, nebotf jsme s pomoci pojmu strategie, daného a priori,
obesli skuteCnost, Ze ucastnici mohou zasahovat do prib&hu konfliktni situace
v urditém Casovém sledu, pfi¢emz maji riizné informace o p¥edchozich zdsazich jak
vlastnich, tak i ostatnich hraci.



Abychom pronikli hloubgji do pojmu strategie, musime provést rozbor konflikt-
nich situaci na detailngj8im matematickém modelu, v némZ jsou mozZnosti, které
Ocastnici majl k ovlivnéni vysledku, popsdny z hiediska vyvoje konfliktu v dase.
Jinymi slovy to znamend, Ze pravidla hry, popsand v piedchdzejicim modelu dvojici
{1.4), bude tfeba nahradit komplikovan&j¥im matematickym popisem, plynoucim
z nadich pfedstav o ¢asovém pribéhu konfliktu. V matematickém modelu, ktery tak
dostaneme, prestane byt strategie pojmem apriornim, tj. primitivaim pojmem teorie,
a stane se pojmem aposteriornim, ktery Ize definovat s pomoci jednodu§sich pojmi.

Zaéneme nejjednodussim pripadem konfliktni situace, v niz kazdy hra¢ v okamziku.
kdy md provést zdsah do hry, je uplné¢ informovdn o jejim stavu, do néhoZz do toho
okamzZiku dosla, a to v tom smyslu, Ze znd viechny zdsahy své a ostatnich hrd¢d,
které byly v dosavadnim prab&hu do rozvijejici se konfliktni situace provedeny.
Matematické modely takovych konflikinich situaci predstavuji specidini pfipad her
v rozvinutém tvaru, jimZ se fikd strategické hry s aplnou informaci.

Pfi matematickém popisu konfliktnich situaci, v némzZ chceme zachytit i éasovou
stranku konfliktu, vychdzime z piedstavy, Ze konfliktni situace prochdzi ve svém
vyvoji jednotlivymi stavy, které vznikaji postupnymi zdsahy Gastniklt do jejiho
priabéhu. KaZdy takovy a priori moZny stav konfliktni situace se nazyvd posice. Ve
formdlnim modelu je posice definovdna jako prvek néjaké dané neprdzdné koneéné
mnoZiny, kterou v nasich uvahdch budeme znadit pismenem Z a kterou nazveme
prostor posic. Prostor posic Z predstavuje tedy prvni zdkladni Gdaj o pravidlech
hry v naem novém matematickém modelu konfliktni situace.

Graf posic

Kazdym zdsahem n&kterého ucastnika do prib&hu konfliktu se zméni stav kon-
fliktni situace; je-li z posice zachycujici stav bezprostfedné pied zdsahem a z’ posice,
kterd vznikne bezprostfedn& po zdsahu, charakterisuje dvojice (z, z’) provedeény
zdsah do konfliktni situace (zvany tah). Rbznymi moZnymi zdsahy do konfliktni
situace, kterd je v jedné a téZe posici z, dostdvame rlizné posice z’' bezprostfedné
nasledujici po posici z. MnoZinu té€ch posic, které mohou vzniknout zdsahem nékte-
rého hriace do konfliktu v posici z, oznaéime vSude v dalSich tvahdch symbolem I'z.
MnozZina viech dvojic (z, z), kde z" € I'z pro dané z € Z, representuje viechny mozZné
zasahy do pribéhu konfliktu v posici z.

Po formilné matematické strance predstavuje I’ zobrazeni prostoru posic Z do
systému viech podmnoZin prostoru Z, takZe dvojice (Z, I') je ve smyslu obvyklé
matematické terminologie graf; zobrazeni I je tak druhym zdkladnim Gdajem o pra-
vidlech hry pro rozvinuty tvar konfliktni situace.

Poznamka 1. Jsou-li X a Y mnoZiny, pravime, Ze X je podmnoZina mnoZiny Y, a pifeme X < Y,
kdyZ kazdy prvek mnoZiny X patfi do mnoZiny Y. PonévadZ predpoklddame, Z¢ mnoZina je
urlena svymi prvky, je rovnost X = ¥ mnoZin X a Y charakterisovina podminkou, 7e soutasné
plati X < Ya Y < X; neni-li tato podminka splnéna, mnoziny si nejsou rovny, tj. X == Y. Prdzd-
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nou mnoZinu, tj, mnoZinu, kterd neobsahuje zddné prvky, oznacujeme jako obvykle znakem 0;
prazdna mnozina je podmnoZzinou kazdé mnoZiny.

Pozndmka 2. Mno#Zina, jejimiz prvky jsou mnoZiny, tj. mnozina mnozin, se obyfejné nazyva
systém mnozin, Je-li X mnoZina a ¢ zobrazeni mnoziny X do systému viech pcdmnozin mnoZiny
X, nazyvéa se dvcjice (X. @) graf. Je-li (X. @) gral, definvjeme &~ !x jako mnoZinu t&ch prvka
¥ € X, pro néz x € @y. Gral (X, @) se nazyvd koneény, je-li X konednd mnoZina.

O zobrazeni I" uéinime tyto pfedpoklady:

(1) existuje prdvé jeden prvek v Z — oznacime jej z(%), tedy z®) e Z —, pro ktery
=129 = ¢;

(2) pro kazdy prvek z € Z riizny od z®) obsahuje mnoZzina I'~ !z pravé jeden prvek;

(3) pro kazdy prvek z € Z riizny od 2 existuje celé kladné &jslo k a prvky z(",
2@, ., 247D, 2® takové, Ze 2™ =z a 20 eTzV"V pro j = 1,2,.... k.

Jsou-li vSechny tfi pfedpoklady splnény, nazveme dvojici (Z, I') grafem posic.
Posici z(* jednoznaéng uréené poZadavkem (1) Fikdme vychozi posice (na daném
grafu posic). Je-li zeZ, z + 2!, nazveme prvek z' jednoznatné uréeny podle
poZadavku (2) vztahem I'"'z = {z'} posice bezprostiedné predchdzejici posici z
(na daném grafu posic).

Pfedpoklad (3) odrédzi pfirozeny pozadavek na pribéh konfliktni situace, ktery
1ze vyslovit tak, Ze z vychozi posice lze dospét postupnymi zdsahy do kazdé jiné posice.
Smysl prvnich dvou pozadavki, které klademe na graf posic, je intuitivné ziejmy;
tedy napf. poZadavek (2) fikd, Ze kazdé posici, kterd neni vychozi, pfedchdzi pravé
jedna posice, z niZ dand posice nékterym zdsahem do pritbéhu konfliktu vznikne.

K tomu je nutno si uvédomit, Zze obvykly pojem posice znamy napf. ze Sachu splfiuje sice
pozadavek (3) — kaZdou $achovou posici lze odvodit postupnymi tahy z posice podateéni, pokud
se tato posice miZe v nékteré partii vyskytnout —, ale nevyhovuje prvnim dvéma pozadavkim,
takZe neodpovida abstraktnimu pojmu posice, které jsme zavedli axiomaticky pozadavky (1) aZ (3).
Smluvena Sachova posice polateni miZe totiz vzniknout ze ¢ty raznych Sachovych posic tahy
Cernymi jezdci, takZe neni splnén poZadavek (1). Samoziejmé, Ze jedna a taz Sachova posice mizZe
vzniknout z riiznych $achovych posic (rozumi se jednim tahem), takZe neni splnén pozadavek (2).
Navic ovSem z Sachové posice chapané v obvyklém smyslu neni zfejmé, je-li moZné provést
nékterou ro$adu nebo brani mimochodem, pokud jsou pro tuto posici tyto idaje relevantni.

I.ze se v8ak snadno presvédcit, Ze jednoduchou modifikaci pojmu S8achovd posice miizeme doci-
lit, aby graf nové pojatych Sachovych posic splfioval vedle poZadavku (3) také prvni dva pFedpo-
klady. Sta¢i, kdyz za 8achovou posici v novém smyslu prohldsime tuto skupinu udaji: (a) Sacho-
vou posici v piivodnim smyslu, tj. postaveni jednotlivych kamenli na $achovnici spolu s uréenim
hrace, ktery je na tahu; (b) udaj, zda néktery hrd¢ tdhl kralem nebo nékterou z vézi; (c) udaj,
zda je mozné brat né€kterého pé¥ce mimochodem; (d) seznam viech $achovych posic (v pavodnim
smyslu) pfedchdzejicich 8achové posici dané sub (a) od posledniho brani nebo od posledniho
tahu p&scem, spolu s 1dajem, kolikrdt se v dosavadnim pribshu partie opakovaly — pfitom
posici, kterd se tiikrdt opakovala, poklddame partii za ukonéenou (s nerozhodnym vysledkem).
Jak snadno nahlédneme, tidaje (b) a (c¢) zabezpeluji pro kaZdou posici z jednoznaéné uréeni
mnoziny I'z viech bezprostiedné ndsledujicich posic; udaj (d) zabezpeéuje spinéni obou poZadavka
(1) a (2), pfiemZ poZadavek (3) je automaticky splnén, jestlize jej spliiuji S§achové posice brané
v ptivodnim smyslu. Koneénost mnoZiny viech.posic v novém smyslu je zaji§téna podminkou
0 nemoZnosti vice neZ tfikrat opakované posice.
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Lze dokdzat zcela obecné, Ze libovolny koneény graf, ktery spliiuje pozadavek (3)
pro néktery prvek z(®) je moino nahradit koneénym grafem, ktery vyhovuje viem
tfem pfedpokladiim (1), (2) a (3) s vychozi posici z(%, aniZ se p¥itom, zhruba Fedeno,
zobrazeni definujici ptvodni graf podstatné zméni. Odtud vyplyvd, Ze shora uvede-
nym pozZadavkiim na stavy konfliktni situace Ize vZdy vyhovét, zvolime-li pro vySetfo-
vanou konfliktni situaci vhodnou obsahovou definici pojmu posice.

Z pravé provedeného rozboru vidime, Ze graf posic (Z, I') charakterisuje pro libo-
volnou konfliktni situaci prvni komplexni udaj o pravidlech hry pro rozvinuty
tvar.

Vysledkova funkce pro rozvinuty tvar

Zaéneme nékolika formadlnimi definicemi. Prvek ze Z na daném grafu posic
(Z, I') se nazyvd vyslednd posice, kdyZ I'z = (. Z pfedpokladli kladenych na graf
provést Zddny dalsi zdsah do pribéhu konfliktni situace. V nafem modelu budeme
ptedpoklddat, Ze konflikt je ukonéen, jakmile dosp&je do n&které vysledné posice,
kdy uz hrééi vyCerpali viechny své moZnosti zdsaht do prib&hu konfliktni situace.

Trajektorie délky k, kde k je celé nezdporné &islo, na grafu posic je (k + 1)-Elennd

posloupnost (zo, zy, ..., z;) posic, kterd spliiuje pozadavek, Ze z;€ I'z;_ pro j =
=1,2,..., k. V definici je zahrnut i pfipad k = 0, coZ znamend, Ze posice povaZu-
jeme za trajektorie délky 0. Trajektorie (zq, z4, ..., z;) délky k takovd, Ze z, = z(®

a I'z, = 0, se nazyvd partie o k tazich. Rekneme, Ze 7 je partie na grafu posic, kdyz
existuje nezdporné celé Cislo k, Ze n je partie o k tazich. Jinymi slovy, partie je trajek-
torie zadinajici ve vychozi posici a konéici v n€které vysledné posici. MnoZinu vech
partii na grafu posic oznac¢ime pismenem 2.

Trajektorie délky 1 na grafu posic, tj. dvojice (z,, z,), kde z; € I'zy, nazyvdme tahy.
Predstavuji tedy tahy moZné zdsahy do konfliktni situace. Je-li = = (g5 215 -+ vs 2Zg)
partie, pak dvojici (z;_,, z;), kde 1 £ j < k, nazveme j-tym tahem v partii n. Z pted-
pokladl o grafu posic plyne dileZity fakt, Ze v kaZdé partii (a obecngji na kazdé
trajektorii) se vyskytne kaZdd posice nejvyse jednou (jde o tzv. orientovatelnost grafu
posic).

Rekneme, %e na grafu posic trajektorie (zo, z,, ..., z,) spojuje posici z s posici
z', kdyZ z4 = z a z; = z'. PoZzadavek (3) na graf posic fikd, Ze vychozi posici lze
spojit nékterou trajektorii s libovolnou jinou posici, tedy i s libovolnou vyslednou
posici. Odtud plyne, Ze na grafu posic existuje alespori jedna partie, tedy 2 = 0.
Poznamenejme, Ze nafimi pozadavky neni vyloucen degenerovany pfipad, Ze vychozi
posice je souasné i vyslednd, takZe je moznd jenom jedind partie délky O, neobsahu-
jict Zddné tahy.

PFi obsahové interpretaci pfedchdzejicich pojmu vidime, Ze kaZzd4d partie represen-
tuje néktery mozny pritb&h konfliktni situace (coZ plati i obrdceng), takZze mnoZina 2
predstavuje viibec vSechny moZné pribéehy konfliktni situace. Tahy v partii pfedsta-
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vuji uskutednéné zdsahy do pribéhu konfliktu. PonévadZ cely prabéh konfliktni
situace od vychozi posice az do nékteré vysledné posice jednoznaéné odpovida jedndni
vSech hrdch béhem konfliktu, musi byt ve shod€ se schématem konfliktni situace,
uvedenym v minulé kapitole, timto pribé&hem vysledek jiz jednoznaéné uréen. To
znamend, Ze kazdé partii je piifazen jeji vysledek nékterym zobrazenim mnoZiny #
viech partii do prostoru vysledk{l Q; toto zobrazeni, které budeme znadit symbolem
0» & nazyvat vysledkovd funkce pro rozvinuty tvar, tvoti dalsi zdkladni Gdaj o pra-
vidlech hry v rozvinutém tvaru.

Index tahu

Stav konflikini situace, tj. posici, lze interpretovat jako dobu mezi dvéma zdsahy
do vyvoje konfliktu mezi jeho ticastniky. Kazdy zdsah provédi jenom jeden z Gcast-
nikd, takZe pro kaZdou posici je pfedem zndmo, ktery hra¢ zdsah provede. Je tedy
kaZdé posici pfifazen néktery z hrd¢d, ktery md zasdhnout do hry. Toto pfifazeni
¢ili zobrazeni prostoru posic Z do mnoZiny hrdc¢t I budeme znalit pismenem 0,
takZze 0(z) el pro z e Z oznaduje hrdde, ktery, jak fikdme, je na tahu v posici z.
Zobrazeni 0, které tvofi dalii zdkladni udaj o pravidlech hry v rozvinutém tvaru,
nazyvame index tahu, coZ je zkrdacené vyjadfeni pro jméno neboli index hrdce,
ktery je na tahu.

Jeden z podstatnych znakl hrdée, ktery nesmi chybét v Zddném matematickém
popisu konfliktni situace, zalezi v tom, Ze vysledek je ovlivnén jeho vlastnim jedna-
nim. MoZnosti jedndni, které md hraé k disposici, tvofi v matematickém modelu souddst
pravidel hry. V pfipadé, jimZ jsme se zabyvali v minulé kapitole, bylo jedndni hrdde
popsdno jako volba nékteré jeho strategie, a to dfive, neZ se konfliktni situace za-
pocne, coz ndm umoZnilo abstrahovat od fasového faktoru. Kdyz matematicky
model zachycuje konflikt rozvinuty v dase, je jedndni hrace charakterisovéano jeho
zdsahy do rozvijené konfliktni situace.

Rekli jsme, Ze nejprve vySetiime nejjednodussi ptipad, kdy hrd¢ v kazdém okamziku
kdy zasahuje do hry, md tuplnou informaci o viech predchdzejicich zdsazich, které
byly do toho okamZiku uéingny kterymkoli z hrdéd, a tedy i jim samym. To znamend,
7e v tom okamzZiku znd uplné stav konfliktni situace, tj. posici. Na druhé strané, aby
se hrd¢ viibec mohl za&astnit hry, musi zndt jeji pravidla, tedy pro danou posici z,
v niZ je na tahu, musi zndt i mnoZinu I'z vSech posic bezprostiedné ndsledujicich po
posici z. Pfedstavujeme si tedy, Ze hrd¢ 6(z), ktery je na tahu v posici z, zvoli jako
jednu ze svych moZnych alternativ nékterou posici z’ € I'z, neboli Ze uéini tah (z, z’).
MnoZina [’z tudiZ representuje zdroveli souhrn vSech moZnych alternativ, které ma
hrég jsouci na tahu v posici z k disposici a z nichZ m4 jednu zvolit.

Z provedené Gvahy vyplyvd, 7e v pfipadé uplné informace jsou trojici

(2'1) ((Zr F)n Qs H) H

kde (Z, I') je graf posic, ¢» vysledkovd funkce pro rozvinuty tvar a 6 index tahu,
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tj. nékteré zobrazeni prostoru Z do mnoZiny I, pravidla hry jiZ Gplné€ popsdna; tuto
trojici Udaji o konfliktni situaci ndmi vySetfovaného typu budeme nazyvat na rozdil
od dvojice (1.4) pravidla hry s iiplnou informaci.

Hra s dplnou informaci
Ctvefici
(22) (17 Q’ {Ui}iel’ ((Z’ Iw)’ Q.p> 0)) ’

kde prvni ¢len étvefice je mnoZina hradu, druhy ¢len prostor vysledki, tieti ¢len pre-
ferenéni schéma hry a Ctvrty ¢len &tvefice jsou pravidla hry s uplnou informaci,
budeme nazyvat strategickd hra s uplnou informaci. Tuto Ctvefici interpretujeme
podle zdsad, které jsou obdobou principiit uvedenych v pfedchdzejici kapitole:

1. Princip realisace hry: Je-li pro vychozi posici z'*) mnozina I'z(® prdzdn4,
tedy z{? je také vyslednd posice, je (2{”) partic a vysledek hry je 0,(z(®?). Neni-li 2(®
vyslednd posice, provede hrdg 6(z'”’) volbu n&které své alternativy, tj. posice z(V) e
e 'z, z t&h, které md k disposici v posici z(®. Tim stav hry ptejde v posici z*
a hrdg 0(z') zvoli n&kterou svou alternativu 22 e I'z"), pokud z") neni vyslednd
posice. KdyZ jiz hrag 6(z") zvolil alternativu zU¥D e 'z pro j = 0,1, ...,k — 1,
aniz hra dospéla do nékteré vysledné posice, takze také I'z%) % @, zvoli hra¢ 6(z®)
nékterou svou alternativu z¢*1 e 'z, Hra pokraduje tak dlouho, dokud pro n&které
m neni posice 2™ zvolend hrddem 6(z"~ V) vyslednou posici; pak (2, z(V, ..., z™) =
= 7 je partie a vysledek hry je (7).

2. Princip motivace jedndni: V kazdé posici z€ Z se hrd€ 6(z) ¥idi ve svém
jedndni vyhradn€ podle svého systému preferenci Uy, coZ znamend, Ze kdyz
z n&jakého dliivodu olekavd, Ze volba alternativy z' € I'z povede k vysledku o'
a volba alternativy z” € I'z povede k vysledku «’, pfi€em? preferuje vysledek o’
proti @”, tj. @' > 4, @", nikdy nezvoli alternativu z".

Rozvinuté strategie

Jak jsme jiZz fekli na zaCdtku této kapitoly, je ve hrdch v rozvinutém tvaru strategic
pojem definovany v rdmeci teorie. Strategie hrdce i (i € I) ve hie s tiplnou informaci
dané &tvefici (2.2) je definovdna jako funkce a; na mnoZing

(2.3) {z:2€Z;0(z) =i, Tz % 0}

s hodnotami v prostoru Z, kterd spliiuje podminku, Ze a(z) € I'z pro kaZdé z, které
je prvkem mnoZiny (2.3). MnoZinu viech strategii hrdge i ve hie (2.2) budeme znacit
stejné jako v prvni kapitole symbolem A;; je-li mnoZina (2.3) prdzdnd, pak A4, obsa-
huje jedinou strategii — prdzdné zobrazeni. Bude-li tfeba zdiiraznit aposteriorni

14



charakter strategie ve hfe v rozvinutém tvaru, budeme mluvit o rozvinuté strategii
a podle toho budeme nazyvat A; prostor rozvinutych strategii hrace i.

Pozndmka. Je-li V{x) vyrok tykajici se x, ktery ma smysl pro kazdy prvek x dané mnoziny X
(tj. V(x) bud plati, nebo neplati), pak symbol {x: YE X, V(,\')} oznafuje mnozinu téch v ¢ X,
pro néz vyrok V(x) plati. Tedy vyraz (2.3) representuje mnozinu viech téch posic, v nichz je na
tahu hrac 7 a které zérovef nejsou vyslednymi posicemi na grafu posic.

O obsahové interpretaci pojmu strategie jsme mluvili jiZ v prvni kapitole, kde jsme
jako priklad vzali hru v $achy. Sachy jsou typickym piikladem her s Giplnou informaci,
a proto mnoho z terminologie Sachové pfeslo v nomenklaturu teorie her, zvld§té her
v rozvinutém tvaru. Jako pfiklad hry s uplnou informaci o vice neZ dvou hrégich
miZeme uvést halmu. Zopakujme tedy, Ze rozvinutd strategie pfifazuje kazdé posici,
v niZ je hrd¢ na tahu (a neni konec partie), nékterou uréitou jeho alternativu vzatou
z moZnych bezprostiedné ndsledujicich posic — tedy provddi volbu pokralovani
ve hie misto samotného hrdce.

Definujeme-li nyni prostor vektori strategii 4 stejné jako v prvni kapitole, snadno
nahlédneme, 7e vektor strategii a = {a,},.; € A miZeme chédpat jako funkci defino-
vanou na mnoZzing€ {z: z e Z; I'z + 0}, tj. na mnoZin& téch posic, které nejsou vy-
sledné, vztahem

a(z)=a9(z)(z); zeZ, Tz +90.

Rekneme, Ze partie 7 je vytvofena vektorem strategii a, kdy?
= (20,205 -0 2), zj=alz;_4) pro j=1,2,..,k;

jinymi slovy, kdyZ partii 7 dostaneme postupnym aplikovdnim funkce a na vychozi
posici, tj. zo = 29, z; = a(z'?), z, = a(a(z'?)), atd., tak dlouho, a7 se dostaneme
do né&které vysledné posice. Intuitivné je jasné a dd se formding dokdzat, Ze pro kazdy
vektor strategii a existuje prdvé jedna partie vytvofend vektorem a; tuto partii jedno-
znaéné pfifazenou timto pfedpisem vektoru strategii a oznadime symbolem n(a).
Lze dokdzat, Ze také obrdcené pro kaZdou partii # existuje alespoii jeden vektor
strategii a (maZe jich byt i vice) takovy, Ze jim je partie n vytvofena, tj. Ze = = n(a).
Polozime-li pro kazdy vektor strategii a € 4

o(a) = a(n(a)) ,

pfedstavuje ¢ vysledkovou funkci ve smyslu pfedchdzejici kapitoly, tj. zobrazeni
prostoru vektort strategii do prostoru vysledkt, kterou nazveme normalisovanou
vysledkovou funkci hry (2.2).

Definicemi prostorit (rozvinutych) strategii 4, (i € I) a normalisované vysledkové
funkce ¢ jsme dostali z pravidel hry s Gplnou informaci novd pravidla, totiz pravidla
hry v normdinim tvaru (1.4). Témto odvozenym pravidlium hry, které maji tvar (1.4),
tikdme normalisovand pravidla hry s dplnou informaci a interpretujeme je stejné

jako v prvni kapitole podle tam uvedeného principu o realisaci hry.
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Tento pfechod od pravidel hry s uplnou informaci k normalisovanym pravidlim
se nazyvd normalisaci hry s Uplnou informaci. Takto odvozenou strategickou hru
v normalnim tvaru nazyvdme pak normalisovanym tvarem hry s Uplnou informaci.
Ukaédzali jsme tak, Ze kaZdou hru s dplnou informaci lze pFevést na hru v normdinim
tvaru, nebo jak strucné fikdme, lze ji normalisovat. V prevdzné vé(§iné pfipadi,
kdy provadime rozbor raciondlniho jedndni hrddi, stadi se omezit na normalisovany
tvar hry, kdy hrdci misto volby tahli béhem hry zvoli n€kterou ze svych strategii
jesté pied jejim zahdjenim.

Na zdvér této kapitoly chceme zdiiraznit, e kaZzdou strategickou hru v rozvinutém
tvaru Ize normalisovat, coZ si ukdZeme v nasledujici kapitole.

3. NEUPLNA INFORMACE
Informaéni mnoZiny

PFfi matematickém popisu konfliktni situace z hlediska jejiho pribehu v Case se v na-
Sem vykladu omezujeme na pfipad, Ze se stav konfliktni situace méni s Casem
diskrétné. V teorii strategickych her se studuji rovnéz pripady, v nichZ zmény
stavu konfliktni situace probihaji v zdvislosti na Case spojité; studium takovych
pfipadit vyZaduje ndaroného matematického apardtu, aviak z hlediska pojmové
analysy nepfindsi nic podstatné nového. Proto podrzime pfedpoklad o diskrétni
zmeéné stavu konfliktu i pfi vySetfovdni obecnéj§iho typu konfliktnich situaci, ve kte-
rych udastnici nemaji iplnou informaci o pfedchdzejicim pribéhu konfliktu v okamzi-
cich, kdy do né&ho zasahuji.

To znamend, Ze predevsim setrvame u predpokladu, Ze prostor posic tj. stavii, jimiz
konflikt ve svém vyvoji miiZze prochdzet, je koneény. Stejné tak jako v pfipadé Gplné
informace ddle predpokldddme, Ze hradi zasahuji do pribéhu konfliktu postupné,
pti¢emZ kazdy zdsah zplsobi zménu stavu konfliktni situace, takZe graf posic (Z, I'),
definovany v pfedchdzejici kapitole poZadavky (1), (2), (3) na zobrazeni I', pfedstavuje
prvni zdkladni udaj o pravidlech hry v rozvinutém tvaru i pro pfipad netplné in-
formace.

V matematickém modelu konfliktni situace s netplnou informaci se tedy nezméni
ani definice pojmu partie, charakterisujici skuteény celkovy prib&h konfliktu, jako
trajektorie na grafu posic zadinajici ve vychozi posici a konéici v nékteré vysledné
posici, takZe symbol 2 bude znatit jako v minulé kapitole mnoZinu vSech moZnych
partii. Dostaneme tedy podobn& jako pro pifipad Gplné informace, Ze dalsim zaklad-
nim udajem o pravidlech hry v rozvinutém tvaru zdstdvd i v pfipad€ neipiné infor-
mace vysledkovd funkce pro rozvinuty tvar, tj. n€které zobrazeni ¢, mnoZiny £ do
prostoru vysledkii Q, pfifazujici kaZdé partii = € & vysledek g4(n) € Q.

V kaZdé posici, do niZ konflikini situace dospé&je, musi byt na tahu pravé jeden
z hrd&d, at md nebo nem4d v této posici tiplnou informaci o minulém pribéhu kon-
fliktw; tudiz index tahu, tj. n€které zobrazeni 8 prostoru posic Z do mnoZiny hracu 7,
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tvofi rovnéz zdkladni idaj o konfliktni situaci s neuplnou informaci. Tedy
(3.1 (Z,T), 00, 0

jsou tfi zdkladni udaje o pravidlech hry v rozvinutém tvaru, bez ohledu na to, jde-li
o matematicky popis konfliktni situace s iplnou nebo s netplnou informaci.

Z ptedchdzejici kapitoly vime, Ze udaje (3.1) zcela postadily k matematickému
popisu pravidel hry s uplnou informaci (srovn. (2.1)), kdeZto pfi netiplnosti informace
tomu tak neni. Neuplnost informace znamena, Ze uCastnik konfliktni situace neznd
v okamZiku svého zdsahu do pribéhu konfliktu posici, do niz konfliktni situace do-
spéla, jinymi slovy, neznd skute¢nou okamZitou posici hry. Predstavujeme si, Ze hrdac
v okamZiku, kdy m4d provést zdsah do konfliktni situace, je pouze informovdn o tom,
Ze skuteénd okamzitd posice hry leZi v nékteré mnoZin€ posic. Tuto mnoZinu posic,
kterd pfedstavuje hrdcovu informaci o skuteéné posici v okamZiku zdsahu, nazyvime
informadni mnoZinou hrade, ktery je na tahu.

Napf. v bridzZi je skutecnd posice pfi sehrdvce v okamziku, kdy mad do hry zasdh-

o

nout néktery z hraéd, charakterisovana pfedchdzejicim prilbéhem sehrdvky a idajem
o listech jednotlivych hrdc¢h véetné stolu. Hrd¢, ktery md zasdhnout do hry odhozem
nékteré karty ze svého listu, znd sice pfedchdzejici pritbéh sehrdvky, ale neznd listy
spoluhraci, tj. karty, které spoluhrdcitm v tom okamziku zbyvaji v ruce. Jeho infor-
maci v okamzZiku zdsahu lze tedy vyjddfit jako mnoZinu téch posic, z nichZ kazda
odpovidd n€kterému rozloZeni zbyvajicich karet mezi spoluhrdce, a to téch, které
jesté do toho okamziku nebyly b8hem sehravky odhozeny na néktery zdvih nebo
které nemd ve svém list€ ani neleZi na stole. Priibéh licitace vCetné znalosti uZitého
licitaéniho systému a obvyklé konvence mezi hra¢i na lince obrdncl o provedeni
sehrdvky umozZiuji hrdci blizsi orientaci o skuteéné okamZité posici v jeho informacni
mnoZiné, ale tato dodate¢nd informace nemtiZe byt souddsti pravidel hry.

Opakujeme, Ze skuteCnd okamZitd posice je prvkem informaéni mnoZiny hréde,
ktery je v daném okamZiku na tahu. V prib&hu konfliktu, tj. v jedné a téZe partii,
se kazd4 posice vyskytne nejvyse jednou, jak plyne z vlastnosti grafu posic. Ponévadz
informaéni mnoZina pfedstavuje z hlediska jedné partie ¢asovy okamZzik, v némz
zasahuje néktery hrac¢ do jejiho priib&hu, nemohou dvé riizné posice, které se vyskyt-
nou v téZe partii, byt prvky jedné a téZe informacni mnoZiny; ndzorné feeno, kazda
partie projde danou informacni mnoZinou nejvy$e jednou. Tento poZadavek na infor-
macéni mnoZiny nazyvaji néktefi autofi podminkou isovalence mezi prvky jedné
a téZe informadni mnoZiny.

Doposud studujeme konfliktni situace, do jejichZ pribéhu zasahuji jenom jejich
ucastnici a nikoli ndhoda. Matematickym modelium takovych konfliktnich situaci
fikdme strategické hry bez ndhodovych tahii (rozumi se, Ze jde o hry v rozvinutém
tvaru). V t&chto hréch tedy kaZd4 posice, kterd neni vyslednd, musi byt prvkem ng-
které informad¢ni mnoZiny, a to informaéni mnoZiny toho hrdde, ktery je v této posici
na tahu. V naSem matematickém formalismu budeme pozZadovat, aby také kazdd
vyslednd posice byla prvkem nékteré informacni mnoZiny. Smysl informaéni mnoZiny
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obsahujici vysledné posice je v tom, Ze hra¢ jsouci na tahu nemd uz moZnost zdsahu,
coZ znamend, Ze se konflikt skonéil. Z tohoto pojeti vyplyvd, Ze informaéni mnoZina
obsahujici aspon jednu vyslednou posici se musi sklddat jiZ jenom ze samych vysled-
nych posic.

Ponévadz v jedné a téZe posici, do niz konflikt dospéje, nemiiZze mit hrdc jsouci v ni
na tahu dvoji riznou informaci, plyne ze smyslu informaéni mnoziny pfirozeny
poZadavek, Ze jedna a tdZ posice neni prvkem dvou riiznych informaénich mnoZin.

Shrneme-li viechny pravé provedené ivahy o vlastnostech informaénich mnoZin,
dojdeme k zdvEru, Ze systém viech informacnich mnoZin, ktery budeme v dal¥im
textu znalit pismenem #, je matematicky popsdn jako rozklad prostoru posic Z,
jenZ spliiuje ndsledujici podminku isovalence:

Kdy: Je ¢, zelJ, 2’ eJ, z # z', pak neexistuje trajektorie na grafu posic
(Z, ), kterd spojuje posici z s posici z'. Jinymi slovy, dvé riizné posice z a z’ v téZe
informaéni mnoZiné J se nemohou vyskytnout v jedné a téZe partii.

Poznamka. Jsou-li X a Y mnoZiny, znamend symbol X N ¥ mnoZinu téch prvka, které soucasné
lezi v X a v Y; tato mnoZina se nazyva prinik mnoZin X a Y. MnoZiny X a Y jsou disjunktni,
kdyz X N Y = (, tj. jestlize X a Y nemaji spoleénych prvki. Systém mnoZin se nazyva disjunktni,
jsou-li kazdé dvé mnoziny v ném lezici disjunktni. Systém Z podmnoZin nékteré dané mnoziny M
budeme nazyvat rozklad mnoZiny M, je-li & disjunkini systém mnoZin takovy, Ze pro kazdé
x € M existuje X € Z, pro néz x € X.

Podminka, Ze systém vSech informacénich mnoZin je rozklad prostoru posic, od-
povidd shora uvedenym pozadavkim, aby dvé rlizné informacni mnoZiny nemély
spoleéné prvky a aby soucasné kazda posice byla prvkem nékteré informaéni mno-
Ziny. Vztah mezi pojmy informaéni mnoZina a index tahu odpovidd v matematickém
vyjadfeni podmince mezi 6 a £

(3.2) kdyz Je ¢, zelJ, z'ed, pak 0(z)=0(z), ;

kterd fikd, Ze na dané informadni mnoZiné je na tahu stdle jeden a tentyZ hrdé. Klade-
me-li definitoricky

(33) 0*(J) = 6(z) pron&které zelJ (Jed),

plyne z podminky (3.2), Ze 6% je jednoznadné definovdno jako funkce na systému
informaénich mnoZin ¢ s hodnotami v mnoZiné hrd&i I. Pfitom hodnota 6*(J) byvd
nazyvana urceni hrdce na informacni mnoZziné J.

Oznacime-li jako Z; mnoZinu v$ech posic, v nichz je na tahu hrac i, tj.

Z,={z:2€Z;0(z) = i},
tvofi mnoZinovy systém
(3.4) {J:Jeg;0%J) =i}

18



rozklad mnoZiny Z,, ktery se nazyvd informacéni schéma hrdce i (i €I). Informaéni
schéma hrdce i se sklddd ze v8ech informacénich mnoZin, na nichZ je hrd¢ i na tahu.
Oznaduje-li #; informadni schéma hrde i, tj. mnoZinovy systém (3.4), lze dvojici
zdakladnich udaji 0 a # nahradit jedinym udajem, a to piifazenim {#,},, které pfi-
fazuje kazdému hrdci jeho informacni schéma a tedy spliiuje podminky, Ze (1) pro
i el je ¢, disjunktni systém podmnozZin prostoru Z a (2) systém {Z, : i € I}, kde

Z,={z:zeZ;existuje Je £, tak,Ze ze J}, iel,

je rozklad prostoru Z.

Zavérem konstatujeme, Ze systém informacnich mnoZin ¢ representuje novy zd-
kladni udaj o pravidlech hry v rozvinutém tvaru pro pfipad neuplné informace.
Uplnost informace hrdce 0(z), ktery je na tahu v posici z, je matematicky vyjddiena
vztahem {z} € #, coZ znamend, Ze jednoelementovd mnoZina obsahujici pravé prvek z
je informaéni mnoZinou hrade 0(z). Ve hie s iplnou informaci Ize tedy definovat sys-
tém informadénich mnoZin # vztahem

(3.5) F={z}:zeZ};

jinak fedeno, hru s uplnou informaci miZeme chédpat jako specidini pfipad hry s ne-
uplnou informaci, o Cemz se presvéd¢ime také v dal§im vykiadu.

Alternativy

Zisahem hrdde 6(z,) provedeném v posici z, se zm&ni stav hry v nékterou
bezprostfedné ndsledujici posici zg € ['zy. V piipadé netplné informace hrd¢ 6(z,)
znd jenom informacéni mnoZinu J, v niZ leZi posice z,, takZe nemilizeme charakte-
risovat jeho zdsah jako volbu nékteré posice z, z mnoZiny I'z,. KaZzdy mozny zdsah
hrd&e s informaéni mnozinou J, tj. hrdge 0*(J) = 6(zy) — srovn. (3.3), musi pfifazo-
vat kazdé posici z € J nékterou posici z’ € I'z, ¢imzZ teprve je skutecné okamZité posici
z, hra¢i nezndmé pfifazena nékterd posice v I'z,. MuZeme tedy zdsah hrdée s infor-
madni mnoZinou J charakterisovat jako nékteré zobrazeni d jeho informaéni mnozi-

r

ziny J do mnoZiny vSech posic, které bezprostfedné ndsleduji po posicich z informaén{
mnoZiny J, pfiemZ toto zobrazeni d musi mit vlastnost, Ze d(z)e I'z pro kazdé
zelJ.

Alternativou odpovidajici zdsahu d budeme rozumét mnozinu vSech posic, které
vzniknou z informaéni mnoZiny J zdsahem d; tuto mnoZinu muZeme symbolicky

zapsat ve tvaru' {d(z) : z € J}. PoloZme pro kazdé J € ¢
I'J ={z':z €Z;existuje ze J tak, 7e z e I'z} ;

znak I'J pfedstavuje tedy mnoZinu vSech posic, které bezprostfedné nasleduji po
informaéni mnoZiné€ J. KaZdd z moZnych alternativ hrdCe s informadéni mnoZinou J
musi byt podmnoZinou mnozZiny I'J, kterd ma pravé jeden spoleény prvek s mnoZi-
nou [z pro kteroukoli posici z z informacni mnoZiny J.
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JeZto dvé rdzné alternativy, které md hrdé s informacéni mnoZinou J v daném
okamzZiku k disposici, odpovidaji dvéma riznym zdsahtim do hry a tudiZ musi vést
pro kazdou posici z z informacni mnoZiny J k dvéma rliznym posicim bezprostfedné
nésledujicim po posici z, nebot kazdy prvek z € J se mlze vyskytnout jako skuteCnd
okamZitd posice v nékteré partii, vyvodime odtud, Ze dvé rizné alternativy nemohou
mit spoleéné prvky. Na druhé strang musi byt mozno nalézt ke kazdé posici z’ bez-
prostiedné ndsledujici po informaéni mnoZiné J alternativu, kterd k ni vede; jinymi
slovy, pro libovolné z' € I'J existuje alternativa of takovd, Ze z’' € o/.

Ozna¢me symbolem AJ mnoZinu viech alternativ, které md hrd¢ s informaéni mno-
zinou J k disposici v okamzZiku, v némZ md zasdhnout do konfliktu. Z provedené
tvahy vyplyvaji tyto poZadavky na mnoZinu alternativ 4J :

(1) mnoZinovy systém 4J je rozklad mnoZiny I'J;
(2) jestlize of € AJ, z € J, pak prunik o n I'z obsahuje prdvé jeden prvek.

Matematicky vyjadfuje 4 funkci na systému informacénich mnozin ¢, kterd pfifazuje
kaZdé informacni mnoziné J € ¢ jako hodnotu néktery systém mnoZin 4J spliiujic
podminky (1) a (2). Funkce 4 pfedstavuje posledni zdkladni tidaj o pravidlech hry
v rozvinutém tvaru pfi netplné informaci pro pfipad, kdy se nevyskytnou ndhodové
tahy.

Moznosti jedndni hrade 0*(J) v okamzZiku, ktery odpovidd v priib&hu partie infor-
macéni mnozing J, jsou matematicky vyjadfeny mnoZinou alternativ 4J; z téchto
mozZnosti md hrd¢ jednu zvolit, takZe zdsah do hry lze charakterisovat jako volbu
nékteré alternativy &/ € 4J. Oznaéime-li d_(z) prvek definovany proze Ja o e 4J
podle podminky (2) rovnici

(3.6) o NIz = {d,2)},

representuje zobrazeni d, informaéni mnoziny J do mnoziny I'J zdsah odpovidajici
alternativé & ; plati totiz:

o ={dz):zeJ}.
Polozime-li
Dy =1{dy o €A},

pak mnoZina alternativ 4J a mnoZina zobrazeni 2; si jednojednoznacéné odpovidaji;
kterékoli zobrazeni d v mnoZiné 2, budeme nazyvat rozhodnuti hrdée s informaéni
mnoZinou J, tj. hrdge 0*(J ). Kazdé¢ alternativé o resp. rozhodnuti d = d a skuteéné
okamZzité posici zy, vyskytnuvsi se v pribéhu partie a leZici v informacni mnoZiné J,
odpovidd tah (z,, d ,(z,)), ktery vznikne jako disledek volby alternativy & v posici z,
nebo, coz je totéz, jako dusledek rozhodnuti d v posici z,.

Smluvime se, Ze symbol IX | bude znacit pocet prvki dané kone¢né mnoziny X.
Je-li pfi této umluve ]J‘ =, !AJI = k, ddle jsou-li ddny informaéni mnoZina J
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a mnoZina alternativ 4J vy&tem svych prvk( ve tvaru
J=A{zy, 250z, 4 = (A Ay, A
a klademe-li pro jednoduchost
dy=dy , a=12 ...k,

pak jsou v matici

Hdl(zl) dy(z;) ... di(z)]
(3.7) 1!dz(z1> d3(2) .. do(z)|

) a4z )

typu k x | vSechny prvky navzdjem riizné, o-ty fddek matice predstavuje vycet
prvki alternativy &, (« = 1,2, ..., k), ff-ty sloupec matice pfedstavuje vy&et prvkit
mnoziny I'z, (f = 1,2, ..., 1), kdeZto souhrn viech prvkii této matice je identicky
s mnozinou I'J. Volba alternativy «,, odpovidajici volbé fadku matice, pii skuteéné
okamZité posici z,;, odpovidajici sloupci matice, vede k bezprostfedné ndsledujici
posici d(z,), kde o = 1,2, ...k, f =1,2,..., 1, tj. k posici, v niZ se protind a-ty
fddek matice s f-tym sloupcem. Jinak feceno, uvedend matice representuje problém
rozhodovdni za neuréitosti, pred kterym stoji hrd¢ s informaéni mnoZinou J majici
alternativy 4J: stupeii neurcitosti je vyjddfen podtem sloupcit matice, tj. poétem prvka
v informaéni mnoZziné J.

Pozndmka. Matici typu k X [ lze formainé definovat jako zobrazeni mnoZiny vSech dvojic
(x, p) pFirozenych &isel, kde 1 £ « < k, 1 £ f < [, do nékteré dané mnozZiny a lze ji zapsat ve
formé tabulky, v niz prvek pfifazeny dvojici (x, /) stoji v pruseliku ~-té fadky a fS-tého sloupce
tabulky. )

Z pravé provedeného rozboru vidime, Ze z pfedpokladi (1) a (2) mimo jiné vyplyvd,
Ze pro dvé rizné posice z; a z, v téZe informaéni mnoziné€ musi platit, Ze mnoZiny
I'z, a I'z, obsahuji tentyZ pocet prvki; v symbolech: lell = |F22| pro z, € J,
z,eJ,kde Je ¢.

Z vlastnosti (1) a (2) funkce 4 a z podminky isovalence mezi prvky téZe informacni
mnoZiny dostaneme, Ze

kdy: Jeg, zedJ, z,ed, Tz, =0,
pak Iz, =0, A4J =0,
coZ znamend, Ze informaéni mnoZina obsahujici jednu vyslednou posici se jiz sklddd
jen z vyslednych posic a Ze hrd€ na tahu s touto informaéni mnoZinou nemd moZnost

dalsiho zdsahu, nebot jeho mnozZina alternativ je prdzdnd. Doplime také, Ze ji7 ze
samotné podminky iscvalence nutn& plyne, Ze {z(*'} € #, takZe hrdg 0(z{%), ktery je
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na tahu ve vychozi posici z'%, m4 aplnou informaci a tedy vi, Ze zahajuje partii.
Viimnéme si, Ze mnoZina alternativ hrd&e 0(z), ktery m4 v posici z aplnou informaci
o pfedchdzejicim pribéhu partie, tj. {z} € £, je vyjddFena vztahem

(3.8) Alz} = {{z'}: " e Iz},

jak ihned plyne z podminek (1) a (2) na funkci 4. TudiZ lze ve hie s Gplnou informaci,
v niZ je, jak vime, systém informacnich mnoZin # definovédn vztahem (3.5), definovat
funkci 4 vztahem (3.8) pro libovolné z € Z &ili {z} e #.

Dvojice (£, 4), piitazujici kazdé informacni mnoZing J € # problém rozhodovani
za neurditosti (J, 4J) representovatelny matici tvaru (3.7), pfedstavuje dalsi komplex-
ni iidaj o pravidlech hry v rozvinutém tvaru; tuto dvojici budeme v ndsledujicim textu
nazyvat pravidlo pro volbu alternativ.

Hra bez nidhodovych tahi

V obecném piipadé neuplné informace jsou pravidla hry bez ndhodovych tahii, jak
jsme se pfesvédcili, matematicky popsdna Ctvefict

(39) ((Z, F)’ Q.ﬁﬁ’: 09 (fs A)) 3

kde prvni ¢len je graf posic, druhy ¢len vysledkovd funkce pro rozvinuty tvar, tieti
¢len index tahu a &tvrty Clen je pravidlo pro volbu alternativ. Strategickd hra bez
ndhodovych tahit bude tedy definovdna jako Gtvefice, jejiz prvni Elen je mnoZina
hrd&t I, druhy &len prostor vysledkii Q, tieti ¢len preferendni schéma hry {U};,
a kone¢ng &tvrty ¢len jsou pravidla hry bez ndhodovych taht dané &tvefici (3.9).
Ptipomeiime, Ze se pfitom v pravidlech hry (3.9) pfedpoklddd, Ze index tahu 6 a sy-
stém informa&nich mnoZin # jsou spolu vdzdny podminkou (3.2). Strategickou hru
bez ndhodovych tahl interpretujeme podle obdobnych zdsad jako v dfivéjsich kapi-
toldch: '

1. Princip realisace hry: Informa&ni mnoZina hrige 0(z'°’) jsouciho na tahu ve
vychozi posici je {z(¥}. Pro 4{z'*} = 0 je (V) partie s vysledkem @u(z'”). Je-li
mnoZina alternativ 4{z'®} neprdzdnd, zvoli hrd¢ 6(z(%)) n&kterou alternativu &/, =
= {zM e 4 {z\9}, Kdy? jiz hra probghla posicemi z(®, 21, . | z®, aniZ dospéla do
vysledné posice, je I'z® # @ a tedy také pro informadni mnoZinu J, hrde 8(z))
jednoznadn& uréenou poZadavkem, aby z% e J,, J, e ¢, musi byt 4J, neprdzdné.
Hrd¢ 0(z®) zvoli n&kterou alternativu «, ., € 4J, a hra prejde do posice z**1
jednoznagng urdené podminkou, e /., N I'z® = {z¢+D} Hra pokraluje tak
dlouho, dokud pro nékteré m neni posice z™, kterd je diisledkem volby alternativy
& v posici 2"V, vyslednd posice hry. Pak také 4J,, = 0, kde J,, je informaéni mno-
Zina, pro niZ 2 & J, _ a hra se skonéi s vysledkem gq(z(?, ¥, ..., z™).

2. Princip motivace jedndni: Na kazdé informaéni mnoZing J se hrd¢ 6*(J) fidi
ve svém jedndni vyhradng podle svého systému preferenci Uge ;). KdyZ tedy ocekdvd,

.
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7e volba alternativy o7 ; € 4J povede k vysledku @, kde j = 1, 2a o™ > PTRCIS
pak nikdy nezvoli alternativu .«7,.

Vidéli jsme, Ze pro hru s Gplnou informaci se pravidlo pro volbu alternativ v pod-
staté redukuje na graf posic (srovn. (3.5) a (3.8)), &ehoZ jsme vyuzili v predeslé kapi-
tole pfi definici pravidel hry s aplnou informaci, ovSem s interpretaci, kterd je ve shodé
s pravé uvedenou. Pfi interpretaci pravidel hry s netiplnou informaci si nékdy pred-
stavujeme, Ze znalost o skutecné okamzité posici hry béhem partie md néjaky vnéjsi
pozorovatel, kterého budeme jmenovat rozhod¢im. Tento rozhodci, kdyZ partie
dospéje do posice z, stanovi informaéni mnoZinu J, pro niZ z € J, a sdéli hrdéi 0(z),
Ze nastal okamzik jeho zdsahu do hry s informaéni mnoZinou J; hra¢ pak provede
volbu nékteré alternativy o/ € A4J.

Normalizace

Definujeme strategii hrdce i (i el) ve hie bez ndhodovych tahit s pravidly hry
(3.9) jako nékterou funkci a; na mnozinovém systému #7, daném rovnosti

(3.10) S ={J:Teg;0%J) =i, 4] #0},

s hodnotami a(J) leZicimi pro kazdé J € #7 v mnoZing alternativ 4J, tj. a(J) € AJ.
Mnozinu v8ech strategii hrdce i v dané hie budeme znadit jako v kapitole 1 symbolem
A;. Prostor strategii hrd&e i je vZzdy neprdzdny a koneény; v degenerovaném piipadé,
kdy mnoZinovy systém #%¥ je prdzdny, existuje pravé jedna strategie, totiz prazdné
zobrazeni, kterd charakterisuje skuteénost, Ze hrd¢ i v pritb&hu hry neprovddi viibec
Zadné volby alternativ, ponévadz neni v Zddné posici, kterd neni vyslednd, na tahu.
Bude-li toho tifeba, pouZijeme jako v predchdzejici kapitole pro prostor A; ndzvu
prostor rozvinutych strategii hréce i.

Strategii hrage i miZzeme interpretovat jako ndvod pro hrade i, jakou volbu alter-
nativy md provést, je-li na tahu v posici s informacni mnoZinou neobsahujici vysledné
posice, at je tato mnoZina jinak kterdkoli z jeho informaéniho schématu. Smysl pojmu
strategie stru¢né vystihneme, kdyZ fekneme, Ze strategie provddi volbu pokracovdni
ve hie misto hrace.

~ Je-li opét A prostor vektorii strategii, pak jakykoli vektor strategii a = {a;},;
v prostoru A4 lze brdt jako funkci definovanou vztahem

a(J) = ag(J) pro Je g, AJ #0.
Budeme fikat, Ze partie 7 je vytvorena vektorem strategii a, kdyZ

=20y Zys - Z)s Zj-1€Jjo1€ 8, zj=day,_p(z;-y) pro L Sj £k

(srovn. definici (3,6)); slovy, 2; je posice, kterd vznikne z posice z j—1 volbou alterra-
tivy a(Jj_l), kde J;_; je informacni mnozina uréend podminkou z;_, € J;_,. Lze
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snadno ukdzat, Ze ke kaZdému vektoru strategii a existuje pravé jedna partie jim
vytvofend, kterou oznalime symbolem w(a); obrdcené lze najit pro kaZdou partii
aspon jeden vektor strategii, kterym je vytvofena. Normalisovanou vysledkovou
Sfunkci dané hry definujeme jako v minulé kapitole vztahem

o(a) = 04(n(a)) pro ae4.

Prostory rozvinutych strategii hry bez nahodovych tahit spolu s normalisovanou
vysledkovou funkei pfedstavuji normalisovand pravidla této hry, a to pravidla hry
ve smyslu kapitoly 1. Tim dostavdme z dané hry odvozenou hru v normalnim tvaru,
kterou obdobné jako v pfedeilé kapitole nazyvdme normalisovanym tvarem hry bez
ndhodovych tahit. Zdroveni jsme pfedvedli, jakym zplisobem lze prevést jakoukoli
hru s neGplnou informaci na hru v normdinim tvaru, ¢imzZ jsme dokdzali, Ze kaZzdou
hru v rozvinutém tvaru, kterd neobsahuje nahodové tahy, lze normalisovat.

Na zdvér opakujeme, Ze smyslem normalisace hry v rozvinutém tvaru je nahradit
jednotlivé volby dilCich alternativ v priib&hu partie volbou jediné globdlni alter-
nativy — strategie - je$té pred zahdjenim partie; tim docilujeme zjednoduseni z hle-
disk analysy pojmu racionality jedndni, kterou chceme provadét, i kdyz faktickd
komplikovanost konkrétnich pfipadit se tim nezméni.

V pristi kapitole uvidime, Ze Ize normalisovat také hry v rozvinutém tvaru, v nichz
se vyskytuji ndhodové tahy. Normalisace hry obsahujici ndhodové tahy souvisi uzce
s charakterem prostoru vysledkil, proto bude tfeba pfedtim provést podrobnéjsi
rozbor pojmu vysledku; tento rozbor rovnéZ odloZime az do pfisti kapitoly.

Dokonala pamét

Uvodem si doplnime nomenklaturu tykajici se grafii, spec. grafu posic. KdyZ
zeZ,z' € Z, pak pravime, Ze posice z pFedchdzi posici z', kdyZ existuje trajektorie
spojujici posici z (jako po&dtetni vrchol trajektorie) s posici z’ (pFedstavujici kon-
covy vrchol trajektorie); nevyluSujeme ani pfipad, Ze z = z’ (trajektorie délky 0).
Jsou-li M| a M, néjaké mnozZiny posic, tj. M, ¢ Z, M, < Z, fekneme, Ze mnoZina
M, pFedchdzi mno%iné M, (na daném grafu posic), jestlize pro kazdou posici z" € M,
Ize najit posici z € M, takovou, Ze z pfedchdzi posici z'.

Oznaduje-li #; (i eI) informa&ni schéma hrdde i, tj. mnoZinovy systém (3.4), a jsou-li
JWU a J@ informadni mnoZiny hraée i, tj. JP e £, JP e 7, takové, Ze informadni
mnozina J ) pfedchdzi informaéni mnoZing J @), pak pro libovolnou posici z' € J ¥
je moZno nalézt prdvé jednu posici z e JU) tak, Ze jednoznalné urdend trajektorie
spojujici posici z s posici z' pfedstavuje isek nékteré partie. V kazdé takové partii
representuje informaéni mnoZina J® &asovy okamZik zdsahu hrd&e i do pribghu
partie predchdzejici Casovému okamziku charakterisovanému informacni mnoZi-
nou J®, v ném¥ md zasdhnout do hry tyz hrd¢ i. KdyZ o/ byla alternativa hrdde i,
kterou tento hrd& zvolil na informacni mnoZing JW, tj. of € 47D, pak piedpoklad
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o tom, Ze pravidla hry zaruCuji hradi i, aby si zapamatoval alternativu o, kterou zvolil,
alespofi do okamZiku odpovidajicimu informacni mnoZing€ J® Ize vyjadtit pod-
minkou, Ze alternativa &/ pfedchdzi informaéni mnoZin& J®. Hru bez ndhodovych
taht s pravidly hry (3.9) budeme nazyvat strategickd hra s dokonalou paméti (rozu-
mi se bez ndhodovych tahit), kdyZ pravidla hry splituji poZadavek:

jestlize pro iel, JW e g, JP e ¢, (kde ¢, je definovdnp vztahem (3.4)) infor-
macni mnoZina JV predchdzi informacni mno%iné J®), pak existuje alterna-
tiva o/ v mnoZiné alternativ AJV, kterd predchdzi informacni mnoZiné J®,
tedy of pFedchdzi J®;

zhruba feleno, tato podminka znamend, Ze kazdy hrd¢ si dokonale pamatuje v oka-
mZiku svého zdsahu do pribéhu partie, jaké alternativy zvolil v pfedchdzejicim vy-
voji konfliktu. .

PoZadavek dokonalé paméti se tykd pravidel hry a nikoli subjektivnich vlastnosti
jednotlivych hrdél. Proto musime podminku o dokonalé paméti interpretovat tak,
Ze pravidla hry davaji kazdému Gdastniku konfliktni situace moZnost pfesné si zapa-
matovat vSechny alternativy, které v pribéhu konfliktu zvolil; zda v konkrétni
konfliktn{ situaci s dokonalou paméti jeji uCastnici téchto moZnosti vyuzivaji nebo
ne, to nemiiZe byt souédsti pravidel hry ani soucdsti teorie raciondlniho jedndni v kon-
fliktnich situacich. O raciondlnim hréd&i pfedpokldddme, Ze bud md dostatek schop-
nosti, aby si dokonale zapamatoval, co 1ze, nebo Ze je vybaven dostateéné dokonalymi
zdaznamovymi prostfedky, které zachyti hodnoty vSech parametrii dileZitych pro vy-
voj konfliktu.

V tomto duchu je nutno spravné interpretovat obecny pfipad, kdy hra nemd doko-
nalou pamé&f. V tom pfipadé néktery hrdé v uréitém okamziku, v némz m4d zasdhnout
do hry, nem0Ze zndt alternativu, kterou zvolil v nékterém z pfedchdzejicich okamZikii
svého zdsahu, pon&vadZ mu to pravidla hry neumoziuji. Aby interpretace tohoto p¥i-
padu byla skuteéné nezdvisld na subjektivnich vlastnostech prislusného hrdce, pred-
stavujeme si, Ze tento hrd¢ je ve hfe zastoupen skupinou agentii, a neznalost alterna-
tivy zvolené v nékterém z minulych okamzikl v dobé uréitého zdsahu si vysvétlujeme
rliznosti agentl, ktefi ho zastupuji. Jinymi slovy, vychdzime z pFedstavy, Ze hrad
muZe byt na kazdé ze dvou informadnich mnoZin, z nichZ jedna p¥edchdzi druhé,
zastoupen jinym agentem, na kterého se obraci rozhod¢i se Zddosti o provedent volby
alternativy ve shodé& s pravidly hry. Pro piipad nedokonalosti paméti nesmi byt mezi
témito agenty moZnost komunikace, coz by odporovalo pravidiim hry. Predstava
hrade zastoupeného skupinou agenttl, a to v nejobecnéj§im ptipadé dvéma riznymi
agenty na kaZdych dvou riiznych informaénich mnoZindch, je v plném souladu s po-
jmem hrdce, jak jsme jej zavedli v kapitole 1.

Snadno nahlédneme, Ze hra s Uplnou informaci je specidlnim pfipadem hry s doko-
nalou paméti, definujeme-li pravidlo pro volbu alternativ (¢, 4) vztahy (3.5) a (3.8).

Avsak také na hru v normdlnim tvaru, jak jsme ji definovali v prvni kapitole s pra-
vidly hry (1.4), Ize se divat jako na hru s dokonalou paméti, tedy jako na hru v rozvi-
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nutém tvaru, v niz hrddi zasahuji do hry postupné, jak jsou ofislovdni podle (1.1).
Abychom to nahlédli, poloZzme nejprve

i-1
(3.11) Jo=T1l4;, i=12..mn+1 (n=]1),

j=1

kde A, jako dfive oznaduje prostor strategii hrdce i (a kde n je poCet hrdci).

Pozndmka. Je-li X mnoZina, jejimuz kazdému prvku x € X je pfifazena néjakd mnoZina Y,
(jde tedy o pftifazeni { Yx}xex), pak symbol | Jrex Y, zvany sjednoceni mnozin Y, (pro x € X)
oznauje mnoZinu viech prvkd y, k nimz lze najit x € Xtak,Ze vy € ¥,. Symbol{ Jyex ¥, nazgvany
kartézsky sou€in mnoZin Y, (pro x € X) oznaCuje mnoZinu viech zobrazeni y mnoZiny X do sjed-
noceni Uxex Y, takovych, Ze y(x) € Y,; v tomto pfipadé hodnotu funkce y v prvku x oznatujeme
radéji y, misto y(x). KdyZ napf. X = {I, 2, ... k} (nebo obecnéji, X se skladad z kone¢né€ mnoha
po sobé jdoucich celych &iscl), piSeme ptislusné sjednoceni resp. kartézsky soudin ve tvaru

k k

UY, nebo YJUY,u..uY, resp. [T Y, nebo ¥, x ¥, x...x¥..

x=1 x=1

Je-li X prdzdna mnoZina, plyne z definice, Ze také pfisluiné sjednoceni je prazdnd mnozina, kdeZto
pfislusny kartézsky soulin obsahuje pravé jeden prvek, totiz prazdné zobrazeni. Definujeme-li
precisnéji zobrazeni f mnoZiny X do mnoZiny Y jako nékterou podmnoZzinu kartézského souinu
X x Y takovou, Ze ke kaZdému x € X existuje pravé jeden prvek y € Y s vlastnosti, ze (x, y) € f,
totiz prvek y = f(x), pak prosté prazdné zobrazeni je identické s prazdnou mnoZinou.

Pravidla hry v rozvinutém tvaru (3.9) budou v naSem pfipadé specifikovdna takto:
nejprve graf posic
n+1

(3'12) . ) Z= U Ji H

i=1
Iz ={(ay,a;, ...,a;-y,a;):a;€ A},
pro zeld;, z;=a; (j=1,2,..,i—-1), i=12,..,n;
I'z=0 pro zelJ,..
Viimn&me si, Ze mnoZina J, obsahuje prdvé jeden prvek, totiZz prdzdné zobrazeni,
které predstavuje na pravé definovaném grafu vychozi posici — proto si toto zobra-
zeni oznadime 29 J; = {z{9}. Na druhé stran& mnoZina J,, | je identickd s prosto-
rem vektort strategii 4 a pfedstavuje na naSem grafu mnoZzinu viech vyslednych posic.
Odtud plyne, Ze mnoZinu viech partii miZeme vyjddrit jako kartézsky soudin

(3.13) P=J, xJ, x. .. .xJ, xJTq.
Znadi-li 7,4 vyslednou posici partie = (tedy 7., € 4), definujeme
(3'14) Q@(T{) = Q(nn+1) pto me 4 H

kde g je vysledkovd funkce dané hry v normdlnim tvaru. OkamzZik zdsahu v pofadi
i-tého hrdce pfedstavuje jeho informadni mnoZina J, (i = 1, 2, ..., n), kterd vyjadfuje
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jeho totdlni neinformovanost o zdsazich pfedchdzejicich hrd¢d do pritb&hu partie.
Pfitom mnoZina alternativ, které md hrd¢ v pofadi i-ty k disposici, jednojednoznacné
odpovidd jeho prostoru strategii, coZ je vyjaddieno definici

(3.15) AJ;={J; x{a}:a;e A}, i=12,..,n.
To znamena, 7e klademe definitoricky
(3.16) Hz)=1i pro zed,, i=12..,n.

Zbyva doplnit definici indexu tahu 8 pro vysledné posice, tj. prvky leZici v mnoZiné
J.+1 = A. To mlzeme ucinit v nafem pfipadé zcela libovolné, nebof hrd¢ na tahu
ve vysledné posici nema jiz Zddnou moZnost zdsahu do pribéhu hry. Uéinime umluvu,
7e

0(z)=n pro zeJ,.,,

takZe posledni hra¢ zGstdvd na tahu i na konci kazdé partie. Abychom formalné
splnili podminku dokonalé informace 1 pro n-tého hrdde, ktery je na konci partie
na tahu dvakrdt za sebou, musime viechny jeho alternativy v 4J, chdpat také jako
jeho informadni mnoZiny na konci hry, kdy jiZ nemd moZnost zdsahu; definujeme tedy

F=g%04J,, kde g*=1{J;,Js..,J}

je systém informadénich mnozin, na nichz hraéi maji moznost zdsahu do hry, a doplni-
me definici 4 vztahem '

A&%=0 pro L edd,.

Tim jsme pfevedli obrdcené hru v normdlnim tvaru na rozvinuty tvar, a to na hru
s dokonalou paméti a bez ndhodovych tahil. Soucasné ihned nahlédneme, 7e inter-
pretace odvozené hry jako hry bez ndhodovych tahl je pfesné ve shodé s interpretaci
pavodni hry v normdlnim tvaru, odhlédneme-li od potadi zasahujicich hrd&a, odpovi-
dajici totdlni neinformovanosti hraci pfi volbé jejich strategie, jak se o ni hovofi
v principu realisace hry uvedeném v prvni kapitole.

Strategické hry s dokonalou paméti jsou ndm intuitivn€ nejblizsi, nebot vétSina
obvyklych spoledenskych her spadd do této kategorie; Ze tomu tak neni u vsech
takovych her, vidime z toho, Ze napf. bridZ nebo canastu Ize povazovat za hru o 2 hrd-
¢ich, z nichZ kaZdy je zastoupen dvé ,,agenty” sedicimi na jedné a tézZe lince — dva
po sob& jdouci zdsahy téhoZ hrdge do hry provddéji dvé riizné osoby, které podle
pravidel hry neznaji navzdjem své listy, takZe hra nemd dokonalou pamét.
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4. NAHODNE VLIVY
Elementarni vysledky

KdyZ jsme popisovali v prvni kapitole zdkladni schéma konfliktni situace, upo-
zornili jsme, Ze sice vysledek konfliktni situace je uren jedndnim viech wcastniki,
ale Ze tento vysledek nemusi mit deterministicky charakter. Nedeterminovany
vysledek si pfedstavujeme jako ndhodny pokus, jehoZ provedenim teprve do-
staneme vysledek determinovany; pfitom predpokldddme, Ze kaZdy z moZnych
determinovanych vysledkii nastane pfi realisaci ndhodného pokusu s pfedepsanou
a tedy ndm zndmou pravdépodobnosti, takZe ndhodny pokus tj. nedeterminovany
vysledek je t2mito pravdépodobnostmi matematicky popsdn.

Abychom si uéinili konkrétni pfedstavu o obsahu pojmu nedeterminovaného vy-
sledku, uvedeme si tento trochu bizarni pfiklad: jeden z moZnych vysledkii kon-
fliktu mezi dvéma jedinci zdleZi v tom, Ze prvni z nich hodi minct a druhy vénuje
prvnimu svou sbirku motyld, padne-li lic; jestlize padne rub, opravi druhy prvnimu
ledni¢ku. Vidime, Ze jde o vysledek v kazdém ptipadé pfiznivy pro prvniho: je sloZen
ze dvou determinovanych vysledkl, z nichZ nastane pravé jeden, a to v zdvislosti na
vysledku hdzeni mince. Pfitom se pfedpoklddd, Ze pravdépodobnost kterékoli strany
mince je pravé 1/2, takZe kazdy z obou determinovanych vysledkil nastane s toutéz
pravdépodobnosti rovnajici se jedné poloving.

V prvni kapitole jsme prostor vysledkii obsahové charakterisovali jako mnoZinu
viech a priori moZnych vysledkil. Z hlediska pfedchdzejici uvahy je zde tfeba doplnit,
Ze kdyZ a priori moZnym vysledkem rozumime jen takovy, ktery je uréen jedndnim
vSech hrdct a ni¢im vice, pak neni vyloulen pfipad, kdy kazdy z a priori moZnych
vysledk®l je jiz nedeterminovany, tudiz je to ndahodny pokus vyusfujici v néktery
z moznych determinovanych vysledkl. Pfi takové interpretaci naSeho modelu kon-
fliktni situace uvedeného v prvni kapitole nezahrne prostor vysledki faktické deter-
minované vysledky konfliktu, které vzniknou provedenim ndhodnych pokust pred-
stavujicich prvky prostoru Q.

Z provedeného rozboru vidime, Ze k detailnéjSimu popisu pojmu vysledku potie-
bujeme navic zavést pojem determinovaného vysledku, ktery jiz ddle nelze rozloZit
ve shora uvedeném smyslu. Abychom v nas$i terminologii vyzdvihli tuto nerozloZitel-
nost determinovaného vysledku, budeme fikat misto determinovany vysledek radéji
elementdrni vysledek, coZ bude ve shodé také s ndzvoslovim teorie pravdépodobnosti.
MnoZinu vSech myslitelnych determinovanych vysledkii, které mohou vzniknout
realisaci jakéhokoli a priori mozZného nedeterminovaného vysledku konfliktni situace
(tj. ndhodného pokusu, ktery tento nedeterminovany vysledek pfedstavuje), nebo
které jsou samy a priori moZnymi vysledky konfliktni situace, oznaéime v dal$im textu
pismenem E a nazveme ji prostor elementdrnich vysledkii; budeme pfedpoklddat, Ze E
je neprdzdnd koneénd mnoZina.
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Poznamenejme, Ze pfedpoklad o kone€nosti prostoru elementdrnich vysledkd &ini-
me jenom z toho divodu, abychom vystadili pfi popisu nedeterminovanych vysledki
s elementy teorie pravdépodobnosti. Stejné tak viechny piedpoklady o koneénosti
riiznych mnoZin vyskytujicich se v modelech konfliktnich situaci pfedchdzejicich
kapitol, které vesmés znamenaji, Ze se ve svém vySetfovdni omezujeme na tfidu tzv.
konecnych strategickych her, zavddime z téhoZ divodu, abychom se totiZ vyhnuli
pouZiti ndro¢ného apardtu obecné teorie pravdépodobnosti. Piesvédcime se, Ze teorie
strategickych her je s teorii pravdépodobnosti v nejuZii souvislosti; napf. pojmy nd-
hoda a netplnost informace predstavuji v jistém smyslu dvoji pohled na tentyZ

Vv

objektivni rys vnéjsiho svéta,
SmiSené vysledky

Shrneme-li pfedchdzejici uvahy, mliZeme konstatovat, Ze nedeterminovany vysle-
dek chdpeme jako ndhodny pokus, jehoZ realisaci dostaneme néktery z elementdrnich
vysledk, kazdy z nich s ur€itou pravdépodobnosti. To znamend, Ze nedeterminovany
vysledek je matematicky popsdn jako rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru
elementdrnich vysledkil. '

Pozndmka. Je-li X neprazdna konelna mnoZina, pak rozloZeni pravdépodobnosti p na mnoZi-
né X je funkce na mnoZiné X s hodnotami v prostoru redlnych &isel (tj. funkce, kterd nabyvé ¢i-
selnych hodnot) takova, Ze

0 p(x)= 1 prokazdé xeX, Zpx)=1.
xeX
KdyZ | X| = m, tj. m oznaduje po&et prvkii v mnoZiné X, pfi¢emZ mnoZzina X je ddna vy&tem svych
prvka, X = {xl, Xoy ey xm}, pak jestliZe poloZzime pro rozloZeni pravdépodobnosti p na mno-
zin€ X
. pi=pxp, j=1,2,..,m,

znamenaji pfedchazejici podminky, Ze

m
Zpi=1, 0§pj§1 pro j=1,2,..,m.
j=1

Cislu p(x) pro x € X se ¥ika pravdépodobnost prvku x (pfi rozloZeni p) nebo také pravdépodob-
nost elementdrniho jevu x, nebof v této souvislosti jmenujeme mnoZinu X prostor elementarnich
jevh. RozloZeni pravdépodobnosti p na mnoZiné X interpretujeme jako niahodny pokus, jehoz
provedenim dostaneme jako vysledek pokusu elementarni jev x € X' s pravdépodobnosti p(x).

Libovolné rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru elementdrnich vysledkid E na-
zveme smiSeny vysledek. MnoZinu vSech smiSenych vysledki, tj. mnoZinu vSech roz-
loZeni pravdépodobnosti na prostoru E, oznadime symbolem Qp a tuto mnoZinu
budeme nazyvat prostor smiSenych vysledkii (pfifazeny prostoru elementdrnich vy-
sledki E).
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Pfifadme kaZdému elementdrnimu vysledku ¢ € E smideny vysledek w, pfedpisem:
wfe)=1, wfe)=0 pro & e, €€kE.

To znamend, Ze pfi rozloZeni pravdépodobnosti @, nastane elementdrni vysledek e
s pravdépodobnosti 1 a kazdy jiny elementdrni vystedek ¢’ & e s pravdépodobnosti 0.
Pfi interpretaci pojmu pravdépodobnosti v pfipadé konecného prostoru elementdr-
nich jevli povaZujeme elementdrni jev, ktery nastane s pravdépodobnosti rovnou
jedné, za jisty, takZe v nafem pfipadé rozloZeni w, pfedstavuje ndhodny pokus, pfi
jehoZ provedeni dostaneme jisté prdavé vysledek e; nemusime tedy mezi smiSenym
vysledkem w, a elementdrnim vysledkem e rozliSovat.

Provedeme-li tuto identifikaci smifeného vysledku w, s elementdrnim vysledkem e
pro kazdé e € E, stane se prostor elementdarnich vysledkti E podmnoZinou prostoru
smifenych vysledkd Q;: '

(4.1) E={w,:ecE} = Q.

Ve smyslu prdvé uvedené mnoZinové inkluse prostor smiSenych vysledkl v sobé
zahrnuje viechny apriorné mozné vysledky konfliktni situace, at jiz determinované
nebo nedeterminované, coZ lze vyjadfit vztahem:

(4.2) Qc Q.

Po formdlni strdnce vyjadfuje posledni mnoZinovd inkluse podminku, kterou kla-
deme na na¥e modely konfliktnich situaci probirané v piedchdzejicich kapitolach.
Matematicky vyjddfeno, strategickd hra v normdlnim tvaru resp. s uplnou informaci
resp. bez ndhodovych tahl je Ctvefice

(4.3) (I, 2, {U}iy, ),

kde Q je n&kterd neprdzdnd (obvykle nekonetnd) mnoZina rozloZeni pravdépodob-
nosti na dané konetné neprdzdné mnoZin& E, kde IT jsou pravidla hry v normdlnim
tvaru (1.4) resp. pravidla hry s uplnou informaci (2.1) resp. pravidla hry bez ndhodo-
vych tahti (3.9) a kde zbyvajici symboly maji dfive popsany vyznam. Ve smyslu
zavedené terminologie lze krdtce Fici, Ze prostor vysledki tvofi podmnoZinu prostoru
smiSenych vysledki.

JestliZe tvetice (4.3) predstavuje strategickou hru v normdlnim tvaru, pak plyne
z definice vysledkové funkce mnoZinovd inkluse

(4.4) Q9 <0,
kde mnoZina (obecn smiSenych) vysledkd Q© je formdIng definovdna vztahem
(4.5) Q9 = {o(a):ae A}

zde A je ovSem prostor vektorl strategii. MnoZina Q® representuje souhrn viech
(smienych) vysledki, které v dané hte s pravidly (1.4) skuteéng mohou nastat, neboli
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jsou, jak se nékdy fikd, aposteriorné mozné; jinak fefeno, aposteriornd moZnym
vysledkem minime ten vysledek w € Q, k némuz lze najit vektor strategii a takovy,
7e w = g(a). MnoZina Q9 se &asto nazyvd prostor ryzich vysledki hry v normdlnim
tvaru. Ryzi vpsledek je tudiz kazdy takovy smiSeny vysledek, ktery je fakticky do-
sazitelny s pomoci vysledkové funkce. Definice prostoru ryzich vysledkl zdvisi tak
jenom na pravidlech hry, takZe se v ni nevyZaduje znalost prostoru vysledkit Q,
na némz je ddno preferenéni schéma hry; to plyne z toho, Ze vysledkovou funkei ¢
1ze chdpat jako zobrazeni prostoru 4 do prostoru smienych vysledk Q.. Shrnujeme,
Ze prostor ryzich vysledkt je idaj o konfliktni situaci odvozeny z pravidel hry.

JestliZe &tvefice (4.3) predstavuje strategickou hru bez ndhodovych taht (spec. hru
s uplnou informaci; srovn. (3.5) a (3.8)), vyplyvd z definice vysledkové funkce pro
rozvinuty tvar vztah

(4.6) Q) <,
kde mnoZina Q% je symbolicky vyjddiena vyrazem
4.7) QP = {os(n) :meP} ;

piipomefime, e 2 oznaluje mnoZinu viech partii dané hry. MnoZinu Q% budeme
nazyvat prostor ryzich vysledki v dané hfe v rozvinutém tvaru (tj. ve hie bez ndho-
dovych taht resp. s uplnou informaci). Tato mnoZina se sklddd ze viech aposteriornd
moznych vysledk, tj. téch vysledkl w, k nimZ existuji partie n €2 s vlastnosti, Ze
o = ggu(n). Prostor ryzich vysledkii hry v rozvinutém tvaru je tedy rovn&’ Gdaj
odvozeny z pravidel hry a nezdvisi na prostoru vysledkil, na némz je ddno preferenéni
schéma hry; srovn. Gvahu pfedchdzejiciho odstavce.

Provedeme-li normalisaci hry bez ndhodovych tahl, snadno odvodime z definice
normalisované vysledkové funkce rovnost

(4.8) P = o

kde Q' je definovdno vztahem (4.5), v némZ ¢ je normalisovand vysledkovd funkce
dané hry bez ndhodovych taht. Uvidime, Ze ve hie s ndhodovymi tahy posledni rov-
nost tykajici se ryzich vysledkit pfed normalisaci a po ni obecné& neplati.

SmeéSovani vysledki

V prostoru smiSenych vysledkl Qg pfifazujeme kazdému redlnému &islu A leZicimu
meziOal,t.0 =< A< 1, akazdé dvojici o' € Qp, »" € Qf smiSenych vysledkd smi-
Seny vysledek w e Qp, ktery oznadime symbolicky Ao’ + (1 — 1) w”, definici

(49) ofe) = (o' + (1 - 1) 0")(e) = lw'(e) + (1 — ) w"(e) pro eeckE;

spec. = @" proA = 0,w = ' pro A = 1. Slovy, smileny vysledek lo’ + (1 — 1) "
je rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru E, pfipisujici elementdrnimu vysledku
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e € E pravdépodobnost A '(e) + (1 — 1) »"(e). Rikdme, Ze vysledek 10’ + (1 — 1) 0"
vznikne smifenim vysledku w’ s vysledkem ", a nazyvdme jej smés vysledki o' a ©”
(v poméru 4 : (1 — 2)).

SmiSeny vysledek Aw’ + (1 — 1) " pFedstavuje sloZeny ndhodny pokus, v némZ
pii provedeni prvniho kroku pokusu nastane vysledek w’ s pravdépodobnosti 4 nebo
vysledek w” s pravdépodobnosti (1 — 1) a v druhém kroku nastane elementdrni
vysledek ee E s pravdépodobnosti w'(e) za podminky, Ze v prvnim kroku nastal
vysledek w’, a s pravdépodobnosti »”(e) za podminky, Ze v prvnim kroku nastal
vysledek w”.

Obecnéji, jsou-li 4; redind Cisla v poctu k takovd, Ze

k
zl,tj=1, 0421 (i=12.,k),
f=

a jsou-li w; (j=1,2,..., k) smi%ené vysledky, pak definujeme smiSeny vysledek
k

Y A;w; (znadeny rovnéZ A, + 4,0, + ... + A4w,) rovnici
I
J

(4.10) (

M=

k
;) (e) = leja)j(e) pro ecE.
=

1

Rikdme, Ye tento vysledek vznikne smiSenim resp. je smési vysledki w,, w,, ..., cok'.
Predpoklddejme, Ze prostor E md prdvé k prvkd, j. |E| = k, pti¢emz E je ddn vy-
&tem svych prvkil, coZ symbolicky vyznadime jako

(4.11) E={e;es...,e}.

Potom snadno nahlédneme, Ze se kaZdy smiSeny vysledek w d4 vyjddfit podle (4.10)
ve tvaru .

k k
(412) . @ =3 ale) o, =) ole) e ;
Jj=1 Jj=1
srovn. (4.1).

JeSt& obecndji, kdyZ A je rozloZeni pravd€podobnosti na dané neprdzdné kone&né
mnoZing B a kdyZ ke kaZdému B e B je pfifazen n&ktery smiSeny vysledek w, (takZe
symbol {w,}sep Vyznaduje toto pfifazeni, jemuZ budeme ¥kat jednoparametrovd
soustava smienych vysledki), klademe

(4.13) (pZB/l(ﬁ) wg) (e) = ﬁz;gl(ﬁ) wy(e) pro eekE;
Y MB) @, je smiseny vysledek, ktery vznikne smisenim soustavy {wp}sep podle roz-
BeB

loZeni 4. PouZitim symboliky (4.13) Ize zapsat vyjdd¥eni smi¥eného vysledku w daného
vztahem (4.12) v obecn&jsim tvaru

(4.14) , o=y o)e.

eck
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Operace smé&ovani vysledkii hraje fundamentdlini roli pfi vySetfovdni racionality v hodnoceni
vysledki konfliktni situace jednotlivymi jejimi Géastniky. Raciondlni G€astnici musi byt schopni
zahrnout do svého systému preferenci s kazdymi dvéma vysledky kaZdou jejich smés, a to alespoii
pro pfipad, jde-li o ryzi vysledky.

Abychom to nahlédli, vyjdéme z pfirozeného pozadavku, Ze raciondlni ucastnik musi byt
schopen provést analysu konflikini situace pro kterékoli jednani, jeZ oekdva u svych protivniki.
Uvidime pozdé&ji, Z¢ olekdvané jedndani spoluhrdcit lze charakterisovat jako odhad volby jejich
strategif, ktery hral provadi, vychdzeje pfitom ze znalosti svych partneril. Tento odhad ma nutné
nedeterministicky charakter, aZ na nékteré velmi specidini vyjimky. Pfesvéd¢ime se v dalgich kapi-

e

tolach, Ze kazdy vysledek odpovidajici takovému odhadu volby strategii spoluhrdéit vznikne
smiSenim ryzich vysledkil. Vyjdeme-li z normélniho tvaru hry, znamend to, Ze takovy vysledek

1o

sdruZeny s oéekdavanym jedndnim spoluhrdca je vyjaddien jako smés nékterych vysledkh leZicich
v prostoru 2%, tj. v prostoru ryzich vysledkt dané hry. Kazda takova sm&s ryzich vysledkd je

ry o

a priori mozna v disledku nékterého ofekdvaného jednani spoluhraci, a tedy musi byt zahrnuta
do systému preferenci raciondlniho hrade.

Predpokldddme-li, Ze se viichni hrd&i chovaji raciondné co do hodnoceni vysledk,
lze vyjadfit na zdklad€ predchdzejici tivahy tento poZadavek na racionalitu hrddd
formdiné jako podminku:

(R) Kdy? 2 je rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru ryzich vysledki Q©, pak

Y Ne)eeQ.

ecf(®)

Podminka (R) tedy fikd, Ze kaZdd smé&s ryzich vysledki je zahrnuta do systému
preferenci kazdého hrdde, nebot preferenéni schéma hry je podle piedpokladu defi-
novano na prostoru vysledki Q.

Uditime tuto umluvu: je-li M libovolnd koneénd neprdzdnd mnoZina, oznaéme
symbolem [M], tzv. konvexni obal mnoZiny M, mnoZinu viech rozloZeni pravdg-
podobnosti na mnoZing M; spec. Qg = [E]. OznaCime-li symbolem R* mnoZinu
viech k-tic redlnych &isel (tj. k-rozm&rnych &iselnych vektori) a poloZime-li

k
4.15 S® = f(x,..,x)eR: Y x; = 1,x;
. J

J
j=1

=0(1=j<h),

lze konvexni obal mnoZiny M, kterd je ddna vyltem svych prvkia jako M =
= {m;:j =1,2,..., k}, kde |M| = k, vyjad¥it ve tvaru

(4.16)' [M] = {é:lxjmj T(xg, . x) € SWY

kde Y x;m; pfedstavuje smés podle vztahu (4.10), kdyZ v hofejiim formalismu na-
hradime mnozinu E mnoZinou M a pfitom nerozliujeme mezi prvkem m mnoZiny M
a degenerovanym rozloZenim pravdépodobnosti pfifazujicim prvku m pravdépodob-
nost 1; specidlng podle (4.11) mdme

k
(4.17) Qe =[E] ={Y xje, : (x4,..., x) € S®} ;
i<
srovn. (4.12).
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Pozndmka. MnoZina R* se nazyva v jistych souvislostech, jak znamo, k-rozmérny eukleidov-
sky prostor; pfitom mnoZina S je tav. (k — 1)-rozmérny simplex v prostoru R*. Prvkiim mno-
ziny S® budeme fikat k-rozmérné pravdépodobnostni vektory; S je tedy simplex k-rozmérnych
pravdépodobnostnich vekrori (pro k = 1,2, 3, ...). Konvexni obal kone¢né neprazdné mnoziny M
je podie (4.16) jednoznaéné uréen mnoZinou M a simplexem |M|-rozmérnych pravdépodobnost-
nich vektori SUMD,

Na zdakladé zavedené symboliky Ize podminku racionality (R) pro hrdce partici-
pujici na strategické hie v normadlnim tvaru vyslovit ve formé mnozinové inkluse

(4.18) [Q9] < 0

(srovn. (4.5) a (4.4)). Podobné& jedna ze strdnek racionality v hodnoceni vysledk hrdgi
participujicimi na strategické hfe v rozvinutém tvaru se projevi v platnosti podminky:

(4.19) [Q9] < @

(srovn. (4.7) a (4.6)). V obou t&hto inklusich jsme ml&ky pouZili toho, Ze podle
(4.13) miiZeme rozloZeni pravdépodobnosti na podmnoZing dané mnoZiny pojimat
jako rozloZeni pravdépodobnosti na celé mnoZiné.

Stavy piirody

Pfi matematickém popisu konfliktni situace, na kterou ptisobi nahodné vlivy, jsme
zatim vychdzeli z pfedstavy, Ze ndhodovy faktor je souddsti vysledku konfliktni situa-
ce, jinak fedeno, Ze vysledek konfliktu je obecng nedeterminovany. Ale plisobeni na-
hody lze zachytit pfimo v matematickém modelu konfliktni situace. V této kapitole
se budeme zabyvat budovanim takovych matematickych modelll, a to nejprve pro
pfipad, kdy eliminujeme &asovy faktor a tedy abstrahujeme od &asového vyvoje
konfliktu.

Vylou¢ime-li ¢asovy faktor, znamend to, Ze u€astnici konfliktni situace voli jesig
pfed zahdjenim hry strategie jako sviij zpiisob zasahovdni do konfliktu. Pisobi-li
navic ndhodné vlivy, je jimi uréen néjaky stav vn&jsich podminek, za nichZ se konflikt
odehrdvd. Viechny mozZné stavy vnéjsich podminek, za nichZ mze konfliktni situace
probihat, tvo¥i daldi ¢dst zdkladnich idaji o konfliktni situaci.

Stav vnéjfich podminek, ktery je vysledkem ndhody, byvd zvykem nazyvat stav
pfirody. MnoZinu v§ech mozZnych stavii pfirody budeme znadit pismenem X a nazyvat
prostor stavii (pFirody). ProtoZe se v tomto pojedndni omezujeme na konecné hry,
budeme piedpoklddat, Ze prostor Z je koneénd neprdzdnd mnoZzina.

Jezto stav vn&jsich podminek vznikd plsobenim ndhodnych vliv, musi nastat kazdy
stav 0 €X s urfitou pravdépodobnosti, kterou v dalsim budeme oznalovat p(o).
RozloZeni pravdépodobnosti p na prostoru stavi 2 je tak dal$im udajem o konfliktni
situaci, v niZ plisobi ndhodové faktory.

Pozndmka. Je-1 p rozloZeni pravdépodobnosti na koneéné neprizdné mnoziné X, pak se dvo-
jice (X, p) nazyva pravdépodobnostni prostor, uréitéji koneény pravdépodobnostni prostor.
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Pfedchdzejici rozbor miZeme shrnout tak, Ze pravdépodobnostni prostor stavi
(2, p) representuje novy zdkladni Gdaj o konfliktni situaci obsahujici ndhodu.

Vysledek konfliktni situace musi byt nyni jednoznaéné urlen nejenom jedndnim
viech hracd, které je vyjddieno nékterym vektorem strategii a € A, nybrZ i stavem
vnéjSich podminek, za nichZ se jedndni hrac¢i béhem konfliktu déje, tj. vysledek zdvisi
jest& navic na stavu piirody o € Z. Vysledek uréeny dvojici (0, a), kde 6 €2, ae 4,
je ov8em jiZ determinovany, nebot jsme plsobeni ndhodnych vlivi zahrnuli do mate-
matického modelu explicitng. Tento vysledek oznatime symbolem g0, a), tedy
oi(0, a) e E.

TudiZ funkce ¢ je funkce na kartézském soudinu X x A, kde X je prostor stavil
a A prostor vektorl strategii, s hodnotami v prostoru elementdrnich vysledk E,
tzv. elementdarni vysledkovd funkce. Jinymi slovy, nékterd elementdrni vysledkovi
funkce, kterou jsme oznadili gg, je zdkladnim udajem v naSem novém matematickém
modelu konfliktni situace. Tato funkce pfifazuje kazdému stavu pfirody ¢ a kazdému
vektoru strategii a elementdrni vysledek gg(o, a).

S pomoci elementdrni vysledkové funkce g definujeme ryzi elementdrni vysledek
jako takovy vysledek e € E, k némuZ existuje stav pfirody o € X a vektor strategii
a € Atak, Ze e = gg{o, a). Jinymi slovy, elementdrni vysledek je ryzi, kdyZ a jen kdyz
leZi v mnoZing

(4.20) E© = {gfo,a):0€ X, acA}.

MnozZinu E° budeme nazyvat prostor ryzich elementdrnich vysledkii; srovn. defi-
nice (4.5) a (4.7).

Hra s nahodovymi faktory

Uvahy predchdzejictho paragrafu nyni shrneme do striktn& provedeného form4lng
matematického popisu. Je-li (2, p) kone&ny pravdépodobnostni prostor, jsou-li 4; pro
i eI koneéné neprdazdné mnoZiny, kde I je koneénd neprdzdnd mnoZina, a je-li pro
koneénou neprdzdnou mnoZinu E funkce g, zobrazeni kartézského souinu 2 x A4
do mnoziny E, kde 4 je kartézsky soudin mnoZin Afiel), tj. A = [[A,, pak trojici

(4.21) ((Z, ), {Ai}ieb QE) )

nazyvame pravidla hry s ndhodovymi faktory. Strategickd hra s ndhodovymi faktory
je definovdna jako &tvefice (4.3), v niZ symbol IT oznaduje pravidla hry s ndhodovymi
faktory (4.21), Q je dand mnoZina rozloZeni pravdépodobnosti na mnoZing E, pro
niZ je splnéna podminka, Ze

(4.22) I CA a) €Q prokazdé ceX, acAd,

a U; pro i €1 je totdlni relace v mnoZin€ Q. Zachovdme-li jiZz dfive zavedené ndzvo-
slovi, lze Fici, Ze interpretace pravidel hry s ndhodovymi faktory se fidi v podstaté
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stejnym principem realisace hry, ktery zndme z prvni kapitoly pro hru v normdinim
tvaru, pokud se tyée volby strategii jednotlivymi hrééi:

Princip realisace hry: Kazdy hrd€ i el provede volbu nékteré své strategie a;
z prostoru A;, pfi¢emZ neni informovén o faktickém stavu p¥irody (tj. stavu vngjsich
podminek) a ani nezng volby ostatnich hrd¢d. KdyZ nastane stav ¢ € X, je timto
stavem a vektorem strategii a = {a,},,, kde a, je strategie zvolend hrddem i (i el),
uréen s pomoci elementdrni vysledkové funkce gj elementdrni vysledek gg(o, a);

pfitom stav ¢ nastane s pravdépodobnosti p(c), o € X.
Princip motivace jedndni, kterym se ¥{d{ interpretace systému preferenci kaZdého
hrdde, je oviem stejny jako pro hru v normélnim tvaru, jak jsme jej uvedli v kapitole 1.
Dopliime si interpretaci pravidel hry s ndhodovymi faktory o tuto tivahu. O¢islu-
jeme-li hrage podle (1.1), kde |I| = n, a klademe-li

—s

(4.23) At = [[4,, kde A, =2,

0

I

miZeme elementdrni vysledkovou funkci g, chdpat jako zobrazeni mnoZiny A* do
prostoru E, pfifazujici vektoru

(ags @y, .eny a,) € AT vysledek ogag, ay, ..., a,),

kde a;e 4, pro i = 0,1,..., n (tedy a, je podle (4.23) stav pfirody). Stavy vn&jsich
podminek lze tedy pojmout jako strategie n&akého dal§iho hrdde, kterému budeme
fikat pfiroda a ktery je olislovdn indexem 0. P¥iroda jako pseudohrdd nemd pfi této
personifikaci systém preferenci, ktery by motivoval volbu jejich strategii; misto toho
md rozloZeni pravdépodobnosti p, které maZeme interpretovat nap¥. jako ndhodovy
mechanismus, ktery voli strategii pFirody a, € A, s pravdépodobnosti p(a,).

Vratme se k podmince (4.22), kterou miZeme nazorné vyjadfit slovy, Ze kaZdy aposteriorné
mozny (tj. ryzi) vysledek je apriorné moZny. Pfedev8im si v§imnéme, Ze podminka (4.22) zaji§-
tuje, Ze prostor vysledkli 2 je neprazdny; proto jsme v hofejsi formdlni definici hry tento poza-
davek nemusili explicitné vyslovit na rozdil od pfedchézejicich kapitol. Podminku (4.22) miizeme
$ pouZitim pojmu prostoru ryzich elementarnich vysledkt daného v (4.20) nahradit podminkou

4.24) EQcgq;

srovin. (4.4) a (4.6). V matematickych modelech konfliktnich situaci zavddénych v minulych
kapitolach jsme definovali vysledkovou funkci pro hru v normdlnim tvaru resp. pro rozvinuty
tvar jako zobrazeni do prostoru vysledkit 2. Podobn& miiZeme zaménit definici elementdrni
vysledkové funkce gy ekvivalentni definici, Ze gy je zobrazeni kartézského soudinu X' X 4 do
prostoru £, které splituje pozadavek, Ze gg(o, a) € E pro kaidé g€ X, a € A4, Cili Ze EO® E;
ekvivalence definic je oviem dlsledkem vztahu (4.24).

Obricené napf. vysledkova funkce ¢ hry v norméinim tvaru miiZe byt ekvivalentné definovana
jako zobrazeni prostoru 4 do prostoru smiSenych vysledkit Qp, které splituje podminku (4.4),
jak jsme jiZ v této kapitole upozornili. Podobné to lze ulinit pro vysledkovou funkci pro rozvi-
nuty tvar g s vyuZitim podminky (4.6).
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Fliminace stavii

Pfipustme, Ze se ve hie s ndhodovymi faktory v8ichni hrd¢i mezi sebou dohodnou
o volb¢ vektoru strategii a € A. Podle principu realisace hry s ndhodovymi faktory

£y o

Zadny z hra¢d neznd skuteCny stav vnéjSich podminek ¢ X, ktery nastane. Je-li
kazdy z hrd¢h dostatedné raciondlni, Ze je schopen analysy hry, pak kaZdy hrag
nutné dospéje k zdvéru, Ze skutedny determinovany vysledek odpovidajici dohod-
nutému vektoru strategii a vznikne realisaci ndhodného pokusu, pfi némZ nastane
vysledek g(o, a) s pravdépodobnosti p(a) pro o € X. Tento ndhodny pokus pied-
stavuje smiSeny vysledek, ktery vznikne smiSenim soustavy ryzich elementdrnich vy-
sledkt {o.(0, a)},cx, kde a je dohodnuty vektor, podle rozloZeni p ve smyslu definice
(4.13).

Ozna®me tuto smés ryzich elementdrnich vysledki symbolem g(a); mdme tak

(4.25) e(a) =Y p(o)eglo,a) pro aeA.

cel

Zobrazeni ¢ definované posledni rovnici se nazyvd normalisovand vysledkovd funkce
dané hry s ndhodovymi faktory. Tim pfevedeme pravidla hry s ndhodovymi faktory
(4.21) na tzv. normalisovany tvar pravidel této hry, ktery je vyjddfen dvojici (1.4),
v niZ g je funkce dand vztahem (4.25). Touto normalisact jsme eliminovali z pravidel
hry s ndhodovymi faktory pravdépodobnostni prostor stavil. Viimné€me si, Ze pfi
této normalisaci odpovidd interpretace normalisovanych pravidel hry podle principu
realisace hry prvni kapitoly piesné interpretaci piivodnich pravidel (4.21) dané hry,

jak vyplyvd pfimo ze vztahu (4.25); srovn. vstupni tvahu tohoto paragrafu.

Je pravda, 7e kazdou hru s ndhodovymi faktory lze normalisovat? Odpovéd je
negativni. Podminka (4.22) resp. (4.24) totiZ nezaruluje, Ze o(a) € Q pro a € 4, takZe
smifené vysledky tvaru (4.25) nemusi byt zahrnuty do systémit preferenci jednotli-
vych hraél. Setkdvdme se poprvé s piipadem, Ze danou strategickou hru nelze obecné
normalisovat, coZ je zptisobeno prdvé vlivem ndhody a pfitom, jak hned uvidime,

%o

nedostateénou racionalitou hraci.

Podminka (4.22) resp. (4.24) odpovidd poZadavku, aby kaZdy hrd¢ znal pravidla
hry a tim také vSechny aposteriorné mozné vysledky. Tento poZadavek nemd jesté
co Cinit s racionalitou hodnoceni vysledki jednotlivymi hradi a musi platit také pro
iraciondIniho hrdde, aby se viibec mohl zi&astnit hry a aby rovnéz byl motivovdn
jeho zdjem na hie. Jsou-li v8ichni hrdéi raciondlni, znamend to podle d¥ivéjsich uvah
provedenych v této kapitole (srovn. podminku (R) resp. (4.18) a (4.19)), Ze vSichni
zahrnou do svych systémti preferenci konvexni obal prostoru ryzich elementdrnich
vysledkil, takZe plati

(4.26) | [E9]c Q.

Tato podminka je jiZ postadujici k tomu, aby hodnoty ¢(a) pro a € A normalisované
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vysledkové funkce (4.25) leZely v prostoru vysledkil ©, na ném? je preferenéni schéma
hry definovino.

Vezméne specidlni ptipad, kdyZ E© = E, tedy kdyZ kaZdy elementdrni vysledek
je jiZ ryzi, tj. dosaZitelny s pomoci elementdrni vysledkové funkce ¢g. Podminka
(4.26) se v tomto pFipadé redukuje na pfedpoklad, Ze

(4.27) . Q=0;;

slovy, raciondlni hrd¢i zahrnuji do svého systému preferenci kazdy smiSeny vysledek;
kaZdy z nich totiZ povaZuji za apriorné mozny.

Z na8i dosavadni diskuse plyne potfeba upfesnit smysl a priori moZného vysledku, z néhoZ
jsme vysli v prvni kapitole pfi zavadéni pojmu prostoru vysledki. KaZdy hra¢ ma svoji pfedstavu
o tom, které vysledky potfebuje hodnotit, tj. zahrnout do svého systému preferenci, aby mohl
rozhodovat o svém postupu v dané konfliktni situaci. Pro hrale i € I oznaéme na okamzik
symbolem ; mnoZinu téch (obecné smiSenych) vysledki, které hra¢ i povaZuje ze svého subjek-
tivniho hlediska za apriorné mozné, tj. takové, o nichZ se domnivé, Ze je pro ného nutné, aby je
navzajem porovnaval ze stanoviska svych osobnich preferenci. Potom systém preferenci U; hrace i
bude definovan prdvé v mnoziné Q; a dvojice (2;, U;) bude charakterisovat roli hrage / v kon-
fliktu co do motivace jeho ulasti ve hie; tuto dvojici miiZeme proto nazvat subjektivni charakteris-
tikou hrdde i. Soustava subjektivnich charakteristik jednotlivych hraca

(4.28) {4, Up}ier

tvofi to, co bychom nazvali subjektivni basi konfliktni situace. V naSich definicich jednotlivych
typl strategickych her vychazime tedy fakticky ze zjednodulujici pfedstavy, Ze vSichni hraci
zahrnuji do svého systému preferenci tytéz vysledky, tj. Ze ; = Q pro vischna i €1, coZ lze
interpretovat napft. tak, Ze viichni hradi jsou téZe intelektudlni urovné. To je ve shodé s cilem
nadzho vySetfovani, nebot nakonec budeme pfedpoklidat, ze v8ichni hradi jsou raciondlni, tudiz
vsichni stejné schopni detailniho a pfitom spravného rozboru konfliktu. Podle této uvahy inter-
pretujeme prostor vysledklt 2 jako mnoZinu téch smidenych vysledkil, které hradi spoleéné po-
vazuji ze svych subjektivnich hledisek za apriorné mozZné a které proto zahrnuji do svych systéma
preferenci.

Od pojmu vysledku apriorné moZného ze subjektivnich hledisek hra¢i musime nyni odliit
pojem apriorné mozného vysledku z objektivniho hlediska né&jakého vnéj§iho pozorovatele.
Opirime se pfitom o pfedstavu, Ze tento vnéjsi pozorovatel provadi pfedbéZnou analysu dané
konfliktni situace a na zakladé této analysy sestavi seznam vlastnosti, které vymezuji relevantni
fakta tykajici se moZného stavu véci po skonéeni konfliktu. V nafem pfipadé, kdy jsme zahrnuli
nahodné vlivy explicitné do formalniho modelu (jde tu o hru s ndhodovymi faktory), je jiZ apriorné
moznym vysledkem v tomto objektivnim smyslu vysledek determinovany. TudiZ za apriorné
mozné vysledky z hlediska vnéj§iho pozorovatele Ize povaZovat pravé prvky prostoru elementér-
nich vysledki E.

Objektivni a subjektivni base

Na zdklad€ posledni uvahy definujeme objektivni basi hry s ndhodovymi faktory
jako trojici

(4.29) o - (LE ),
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kde I je mnoZina hrdcéd, E je prostor elementdrnich vysledk® a IT jsou pravidla hry
s ndhodovymi faktory (4.21).

Objektivni base hry s ndhodovymi faktory (4.29) se podle definice 1i8i od objektivni base hry
v normalnim tvaru (1.6), jak jsme ji definovali v prvni kapitole, nejenom v pravidlech hry, nybrz
také v druhém &lenu, ktery v obou pfipadech interpretujeme jako mnozinu apriorné moZnych
vysledkit z objektivniho hlediska vnéjsiho pozorovatele, tedy téch vysledki, které mohou apriorné
vystoupit jako hodnoty vysledkové funkce. Lze také fici, Ze drubhy ¢len objektivni base hry pfed-
stavuje odhad mnozZiny aposteriorné moznych vysledkii shora.

Motivovdni piedchdzejici diskusi (srovn. (4.28)), definujeme subjektivni basi jaké-
koli strategické hry tvaru (4.3) jako dvojici

(4.30) (Q: {Ui}iel) .

Prvni ¢len subjektivni base hry je mnoZina té&ch vysledk®i, na které je definovdno
preferenéni schéma hry (1.2).

Vime jiz, Z2e kdyZ (4.30) je subjektivni base hry s ndhodovymi faktory, pak racionalita viech
hra¢d se projevi v platnosti podminky (4.26), kterd se redukuje na tvar (4.27) v pfipadé, ze
E(9 = E. Uvazme, e mnoZina @ v obscném pFipadé méa predstavovat souhrn viech vysledki
apriorné moznych ze subjektivnich hledisek v8zch hra¢d a Ze prostor E representuje mnozinu
vizch apriorné moZnych vysledkii z hlediska vnéj§iho pozorovatele. Pfitom raciondini hraci
musi byt schopni analysovat hru z objektivniho stanoviska, jinak vysloveno, kaZdy raciondlni
hra¢ se musi vmyslit pfi analyse do role vnéj§iho pozorovatele, takZe pro ného prostor E musi
piedstavovat mnoZinu vi:ch apriorné a objektivné moznych determinovanych vysledk. Vnéjst
pozorovatel mize vidycky provést analysu konfliktni situace tak podrobné, Ze pfi jejim popisu
predem vylouti vysledky, které nemohou aposteriorné nastat, ¢imz dosahne, Ze plati EQ = E
Splnéni této podminky pro objektivni basi (4.29) v8ak nepoZadujeme, ponévadZ na jedné strand
je to z forméalné matematického stanoviska nepohodIné a ponévadZ na druhé strané, a to hlavng,
piesstifeni aposteriorni moZnosti elementarnich vysledkit by mohlo byt zbyteéné pracné. Taz
uvaha v8ak plati i pro raciondlniho hride: ten zanedba ptipadné velmi pracné dosaZitelnou infor-
maci, kterou by ziskal, vyhledivaje mezi elementarnimi vysledky ty, které jsou aposteriorné
mozné. TudiZ miZeme predpokladat, Ze kazdy raciondlni hrad radéji zahrne do svého systému
preferenci vSechny smisené vysledky.

Prfi tomto pojeti bude ta strdnka racionality hrdéd, kterda se tyka rozsahu jimi subjektivng
hodnocenych vysledk, vyjadfena pro hru s ndhodovymi faktory podminkou (4.27). Slovy, kazdy
racionalni hra¢ zahrne do svého subjektivniho hodnoceni vysledkd v8echny smiSené vysledky,
aby si byl jist, Ze bude moci srovnavat vysledky jemu dostupné pii rozboru konfliktu.

Piesvédlime se jeSté v této kapitole, Ze strategickou hru v norméalnim tvaru lze vidy chapat
jako hru, kterd vznikne normalisaci ze hry s ndhodovymi faktory. MiZeme tedy také ve hie v nor-
malnim tvaru pfedpokladat, Ze racionalni hraéi zahrnuji do svého systému preferenci v8echny
smiSené vysledky, coz je vyjadieno podminkou (4.27).

Vratme se k diskusi o pojmech objektivni a subjektivni base hry. V matematickém popisu hry
daném &tvefici tvaru (4.3) hraje zakladni roli prostor elementdrnich vysledki, i kdyz v tomto
popisu prostor E nevystupuje explicitng, nybrZ jenom implicitné jako souddst definice jinych
zdkladnich dat o konfliktni situaci; srevn. (4.2) a (4.17). V objektivni basi (4.29) hry s ndhodovymi
faktory prostor E poprvé vystupuje explicitné jako samostatny ¢len, coZ vSak neplati v ptipadé
objektivni base (1.6) hry v normdilnim tvaru. Tyto skutenosti vyplyvaji ze smyslu objektivni
base strategické hry. Jednou sloZzkou objektivni base je totiz ta mnoZzina vysledki, jejiz prvky
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jsou a priori moZnymi hodnotami vysledkové funkce, na rozdil od subjektivni base, v niz se
vyskytuje ta mnoZina vysledki, na niZ jsou definovany systémy preferenci jednotlivych hraca.

Abychom zachytili tuto diferenci v dvojim pojeti a priori mozného vysledku, miZeme strate-
gickou hru pojmout obecnéji jako dvojici

4.31) (Bobj» Bsuby) »

skladajici se z objektivni base hry Byy; a ze subjektivni base hry Bqypj; pritom objektivni base hry
je vyjadiena trojici

(4.32) Byp; = (1,Q%, II),

v niz vedle pravidel hry J7 vystupuje prostor Q2*, representujici horni odhad mnoZiny aposteriorné
moznych vysledki, kdeZto subjektivni base hry Bgyp; je vyjadfena v obecném tvaru (4.28),
v némz 2, pro i € I je mnoZina t&ch vysledkd, které hra¢ i zahrnuje do svého systému preferenci.
Spec. pro hru s ndhodovymi faktory mdme: Q* = E, Q; = Q pro i € I, kdeZto pro hru v normdl-
nim tvaru je: 2;, = Q*=Q proi €L

Normalisace hry s ndhodovymi faktory

Zjistili jsme, Ze nutnou a postadujici podminkou k tomu, aby bylo moZno hru
s ndhodovymi faktory pfevést na normalisovany tvar (1.5), v ndmZ viechny slozky
maji tyZz vyznam jako v dané hie s ndhodovymi faktory s vyjimkou symbolu g, ktery
zde oznaduje normalisovanou vysledkovou funkei (4.25), je platnost vztahu g(a) € Q
pro kazdy vektor strategii a € 4. Tuto nutnou a postacujici podminku lze ekvivalentng
vyjadfit ve tvaru mnoZinové inkluse (4.4), v niZ je mnoZina Q formding definovdna
vztahem (4.5), v ném¥ ¢ je normalisovand vysledkovd funkce dané hry.

Provedenim normalisace pfejdeme od plivodni hry, v niZ vystupovali ndhodové
faktory explicitné jako stavy vné&sich podminek s pfifazenymi pravdépodobnostmi,
ke hfe, v niZ ndhodové faktory tvoii soucdst vysledkil aposteriorné dosahovanych.

Viimnéme si, Ze mnoZina Q© odpovidajict normalisovanému tvaru hry pfedsta-
vuje souhrn aposteriorng moZnych vysledkit po normalisaci, kdeZto E(© representuje
mnoZinu viech aposteriorné moZnych vysledkii pfed normalisaci. Podle (4.25) je
z¥ejmé, Ze obecné neplati rovnost E® = Q(%; srovn. naproti tomu vztah (4.8), ktery
plati pro hru bez ndhodovych tahti. Prostor ryzich vysledk Q(° normalisovaného
tvaru hry s ndhodovymi faktory nazyvdme ur€itéji prostor ryzich smiSenych vysledkii.
Resumujeme, Ze ve hfe s ndhodovymi faktory je prostor ryzich smiSenych vysledki -
Q©® obecné riizny od prostoru ryzich elementdrnich vysledkt E.

Pozndmka. Je-li (X, p) kone¢ny pravdépodobnostni prostor, pak pravdépodobnost mnoZiny
M < X (pfi rozloZeni p), kterou oznadime symbolem p(M), je definovédna rovnici

pMy= X p(x);
xeM

specialné dostaneme z vlastnosti rozloZeni p, ze

pX)=1, p@)=0; p({x})=pk) pro xeX.
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V této souvislosti se fikd podmnoZindm M mnoziny X ndhodné jevy a Cislu p(M) pravdépodob-
nost ndhodného jevu M.

Smileny vysledek g(a) dany vztahem (4.25) mieme také piepsat ve tvar (4.14),
¢imZ dostaneme:
(4.33) o(a) =3 p({o:0eZ;0H0,a) = ¢})e.
ecE
Odtud vidime, Ze g(a) pro a € 4 je to rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru ele-
mentdrnich vysledki E, pfi némZ elementdrni vysledek e nastane s pravdépodobnosti

p{o:0eZ;0i(0,a) =¢})= 3 plo),

¢e(o,a)=e
gel

kde se tedy na pravé strané rovnosti s¢ita pies viechny stavy o € Z, které spliluji
poZadavek pro dany vektor strategii a, Ze ¢g{0, a) = e. O rozloZeni pravdépodobnosti
o(a) pravime, Ze je na prostoru elementdrnich vysledkit E indukovdno zobrazenim
pravdépodobnostniho prostoru (Z, p) do prostoru E, které oznadime Qe @ definujeme
rovnici

Q(,)(O‘) = QE(G: a) pro ceZX,
kde a je dany vektor strategii. Plati mnoZinov4 inkluse

(4_34) 00 ~ [E(O)]

(srovn. (4.20), (4.16)), kterd Fikd, Ze lze smiSeny vysledek g(a) chdpat také jako rozlo-
Zeni pravdépodobnosti na prostoru ryzich elementdrnich vysledktt E©,

Konfliktni situaci, v niZ nevystupuji ndhodové faktory, lze matematicky charakte-
risovat jako degenerovany piipad hry s ndhodovymi faktory s pravidly (4.21), kde
je rozloZeni pravddpodobnosti p degenerovdno v tom smyslu, Ze p(c,) = 1 pro nékteré
0, € Z. Ve smyslu interpretace koneénych pravdépodobnostnich prostor vyjadiuje
posledni podminka, Ze stav o, je jisty. MiiZeme ji tudiZ nahradit specidlngj§im pied-
pokladem, Ze £ = {o,}. V kaZdém p¥ipadg to znamend, Ze stav vn&sich podminek
je preduréen a neméni se vlivem ndhody. Lze tedy z matematického modelu pravdé-
podobnostni prostor (Z, p) pro strategickou hru bez ndhodovych faktor vyloucit,
takZe pravidla hry (4.21) pfejdou ve tvar

(4.35) " ({Ai} et> 0F) »

kde gg je elementdrni vysledkovd funkce, zde definovand jako zobrazeni prostoru
vektoril strategii A do prostoru E.

Pon&vadz pravidla hry bez ndghodovych faktort jsou formding tvaru (1.4), md
Stvetice (4.3), definujici hru bez ndhodovych faktordl s pravidly hry IT vyjddfenymi
v (4.35), tvar formdln& shodny s &tvefici (1.5), definujici hru v normdlnim tvaru.
AvZak objektivni base hry bez ndhodovych faktord je tvaru (4.29), v némZ expli-
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citné vystupuje prostor elementdrnich vysledkd E, takZe se li8i od objektivni base
(1.6) hry v normdlnim tvaru. KdyZ hru bez ndhodovych faktori normalisujeme defi-
nici normalisované vysledkové funkce g, kterd se zde redukuje na vztah ¢ = gg, je
objektivni base normalisovaného tvaru dané hry riiznd od objektivni base piivodni
hry, 1 kdyZ ob€ base maji stejnd pravidla hry.

Viimnéme si, Ze normalisovanou vysledkovou funkci strategické hry bez ndhodo-
vych faktord majici pravidla (4.35) bychom méli precisn&ji definovat vztahem

N\ .
0(a) = W,y Pro aeAd;

v posledn{ definici rozli§ujeme mezi elementdrnim vysledkem e = gg(a) a degenero-
vanym smi$enym vysledkem w,.

DileZitou, i kdyZ samozfejmou, vlastnosti hry bez ndhodovych faktorli s pravidly
(4.35) je platnost rovnosti E® = Q'9, kterd ¥ikd, Ze prostor ryzich vpsledki se ve hFe
bez ndhodovych faktorit normalisaci nezméni; srovn, obdobny fakt charakterisovany
rovniosti (4.8) pro strategickou hru bez ndhodovych tahi.

Jako zavércénou poznamku k pojmu hry s ndhodovymi faktory pfipojme, Ze podminku (4.22)
resp. (4.24), kterou klademe na mnoZinu 2 téch vysledkii, na niz je definovano preferencni schéma
hry, neinterpretujeme v tom smyslu, Ze se kazdy hrad skutedné pracné presvéduje, kterych vy-
sledkil je ve hfe moZno fakticky dosdhnout s pomoci elementdrni vysledkové funkce, aby je za-
hrnul do svého systému preferenci, nybrz ji interpretujeme v Sir§im smysiu, Ze kazdy hra¢ musi
znat pravidia hry do té miry, aby se mohl zadastnit hry a pfitom zainteresované hrat. To znamena,
z¢ kazdy hra¢ musi byt schopen odhadnout a priori vysledky, které mohou aposteriorné nastat.
Tento poZadavek na odhad (shora) aposteriorné mozZnych vysledkit je pravé vyjadien mnoZino-
vou inklusi (4.24).

Napft. kazdy hra€ znd v8zchny vysledky, které mohou a priori nastat, vzato z hlediska objektiv-
niho vnéjfiho pozorovatele, tedy pravé prostor E; jinak nechf tfeba kaZdy hrd¢ ¢ znd jenom
strategie, které sam mulzZe volit, tj. prostor 4;, a nic navic (tento typ neinformovanosti bude
v naSem pojeti v protikladu s pozadavkem racionality ucastnikd konfliktni situace). Aby byla
motivovana Uéast v8ech hra¢l ve hie, musi mit vSichni na té€chto vysledcich zdjem, coZ formalné
vyjadfime inklusi: E < ; tato podminka zahrnuje jako zvlastni p¥fipad rovnost E = £, ktera
v podstaté fikd, Ze hra¢i nejsou schopni daliiho rozboru hry. Jezto E© = E, ptedstavuje mno-
zina E odhad prostoru ryzich vysledkil (tj. aposteriorné moznych), ktery maji hraci k disposici.
Je tedy v tomto pfipadé podminka (4.24) skutené splnéna.

Naihodové tahy

Zatim jsme studovali, jak ndhodné vlivy vystupuji v nedeterminovanych vysledcich
a jak se promitaji do konfliktni situace pfi urovéni stavu vné&jiich podminek. Nyni
se chceme zabyvat vySetfovdnim, jak se ndhodné vlivy obrdZeji v €asovém rozvoji
konfliktu, ¢imZ mimo jiné vyjasnime presnéji smysl pojmu stavu pfirody, jak ho
chdpeme v rdmci rozvinuté strategické hry. ‘

Vrafme se nejprve k pojmu strategické hry bez ndhodovych faktoril. Protoze se takova hra
strukturalné nelidi od hry v normélnim tvaru, lze ji rozvinout stejnym zplsobem, jak jsme to
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ucinilt pro hru v normalnim tvaru na konei pfedchézejici kapitoly. Postavime se nyni na nové
stanovisko, Ze¢ ve hie figuruje nd§ pseudohraé — piiroda. Tento pseudohraé viak neovlivni vy-
sledek konfliktni situace, nebof se dostane na fadu az po skon&eni konfliktu, takZe nemd moZnost
dalgiho zdsahu do jeho pribé&hu. Tuto skute¢nost chipeme tak, Ze ve viech vyslednych posicich
je na tahu pseudohrid piiroda, coZ formainé vyjadiime podminkou, Zc index skuteiného hrace
na tahu je definovan jenom pro posice, které nejsou vysledné; jinymi slovy, index tahu 6 pro
vysledné posice nedefinujeme.

Matematicky popis rozvinutého tvaru hry bez ndhodovych faktor(, definované
jako &tvefice (4.3), v niZ pravidla hry IT jsou vyjddiena dvojici (4.35), dostaneme
zménou pravidel hry ve tvar (3.9) tak, Ze definujeme graf posic (Z, I') vztahy (3.12)
a (3.11), vysledkovou funkci g, pro rozvinuty tvar rovnici (3.14), v niZ ¢ = g, spolu
se vztahem (3.13), index tahu 6 definujeme rovnici (3.16) a pravidlo pro volbu alter-
nativ (¢, 4) vztahem (3.15), pfiGemz

(4.36) F= {0 dp ).

Oznaéime-li symbolem Z; mnoZinu viech vyslednych posic na grafu (Z, I'), ve
znacich
(4.37) Zy={z:z€Z;Iz =0},
pak prdvé definovand pravidla rozvinuté hry bez ndhodovych faktorl maji sice tvar
(3.9), ale nepiedstavuji pravidla hry bez ndhodovych tahi, jak jsme je vymezili v ka-
pitole 3, nebot index tahu 0 a pravidlo pro volbu alternativ (¢, 4) se tykaji jen
mnoZiny Z — Zg: index tahu 8 je podle definice (3.16) zobrazeni mnoZiny posic
Z — Zy do mnoZiny hrach I a systém informaénich mnoZin ¢ piedstavuje rozklad
mnoZiny Z — Zg; ostatni poZzadavky kladené na pravidlo pro volbu alternativ v ka-
pitole 3 jsou spln&ny (jsou to zvId3t& podminka isovalence prvk i informaénich mno%in
a poZadavky (1) a (2) kladené na mnoZiny alternativ).

Pozndmka. KdyZ X a Y jsou mnoZiny, pak X — ¥, rozdil té&chto mnoZin, je definovan jako
mnozina téch x € X, které neleZzi v mnoziné Y; tedy X — ¥ = {x :x €X;neni x € Y}.

Zmény uvedeného typu v definicich indexu tahu a pravidla pro volbu alternativ
jsou vZdy nutné, jakmile ve hie vystoupi jako dalsi hrd¢ p¥iroda; tudiZ zvl43t& v tom
piipadé, kdyZ se v rozvinuté hie vyskytnou tahy, které vzniknou pisobenim ndhody,
takZe na né skuteéni hrddi nemaji vliv. Jsou to tzv. néhodové tahy na rozdil od tzv.
osobnich tahi jednotlivych hracil. ‘

Pravidla rozvinuté hry bez ndhodovych faktorii viak spliiuji navic jednu dileZitou
podminku: vysledkovd funkce ¢, pro rozvinuty tvar nabyvd jako svych hodnot jenom
elementdrnich vysledki; plati tedy

(4.38) , os(n)e E prokaidé ne?.
Doplnime si definici strategické hry bez ndhodovych tahii pozadavkem, aby vedle -

podminky (4.2) byla splnéna podminka (4.38), kterou podle (4.7) mZeme pEepsat
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ve tvar

(4.39) oY < E.

Tento piirozeny poZadavek lze vZdycky realisovat, jak se hned ptesvé€déime, nebot
kaZdou hru v rozvinutém tvaru, pokud by obsahovala ryzi neelementdrni vysledky,
lze pFevést na hru kondici elementdrnimi vysledky, kdyZ na kazdy smiSeny vysledek
dosaZeny na konci partie pohliZime jako na dal3{ tah v dané hie, ktery provadi pfiro-
da, tj. jako na ndhodovy tah, ktery jiz vede k elementdrnimu vysledku.

ProtoZe hra s tplnou informaci, jak jsme ji definovali v kapitole 2, pfedstavuje
podle (3.5) a (3.8) specidlni ptipad hry bez ndhodovych tahti, budeme také na hru
s iplnou informaci kidst vedle podminky (4.2) poZadavek (4.38) resp. (4.39). Pon&vadZ
pojem informace se tykd skutednych hrd&h vystupujicich v dané konfliktni situaci,
existuji také hry obsahujici Gplnou informaci, v nichZ se vyskytuji ndhodové tahy;
jako piiklad miiZe slouzit zndm4 détskd hra ,,Clovée, nezlob se!” Proto budeme stra-
tegickym hrdm s pravidly (2.1) Fikat urcitdji strategické hry s éplnou informaci bez
ndhodovych taha.

Rozvinuty tvar hry v normdinim tvaru, jak jsme jej uvedli v kapitole 3, poZadavek
(4.38) nesplituje; je to zfejmé, kdyZ napk. takovd hra vznikne normalisaci hry s ného-
dovymi faktory, jeZ nedegeneruje ve hru bez ndhodovych faktord (srovn. (4.25)
a (3.14)). Abychom dostali rozvinutf hry v normdlnim tvaru, které jiz spliiuje pod-
minku (4.38), nahradime podle hofejsi pfipominky kaZdy smiSeny vysledek w € Q@
ndhodovym tahem, ktery bude representovat ndhodny pokus, odpovidajici rozloZeni
pravdépodobnosti @ a vedouci k elementdrnimu vysledku e € E s pravdépodobnosti
o(e).

Provedeni tohoto programu vyZaduje, abychom ve formdlnim popisu pravidel roz-
vinutého tvaru vySetfované hry doplnili graf posic (3.12) o elementdrni vysledky, jimiZ
hra skondi. Proto definujeme mnoZiny J; nejenom pro 1 £ i < n + 1 (n = |I]), ale
také pro i = n + 2 formdlné stejnou definici (3.11), tj. -

n+1
Jn+2 = ]_—[ Aj )
i=1
kde klademe
An+1 =E.

Prostor posic Z je pak definovén jako sjednoceni Z = U{J;: 1 £ i < n + 2} azobra-
zeni I' je ddno formdlng stejnou definici jako v (3.12) pfi zmén& n v n + 1; spec. je
I'z=0QprozelJ,,,. Jelin partie na pravé definovaném grafu posic a je-li z’ vyslednd
posice v partii 7 majici tvar

(440) Z’ = (ala'--s (1,,, an+1)eJn+2 H] kde aieAi (1 é l é n+ 1) ?

poloZime
e(n) = tors € (= Aus1) s
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slovy, e(r) je ten elementdrni vysledek, ktery vystupuje jako posledni ¢len (n + 1)-tice
(4.10) pfedstavujici vyslednou posici v partii . Vysledkovou funkci pro rozvinuty tvar
definujeme rovnici

n+2

(4.41) 0x(n) = e(n) pro neP? =[]J,.
i=1

Definice indexu tahu a pravidla pro volbu alternativ zustane stejnd jako pfi rozvinuti
hry bez ndhodovych faktori, tj. 8 a (#, 4) jsou ddny definicemi (3.16), (4.36) a (3.15).

Index tahu 0 a systém informacnich mnoZin # mdme nyni vztaZeny na mnoZinu
posic Z — (J,4, Y Ju+2) a nikoli na cely prostor posic. Podle naseho nového pii-
stupu k Casovému rozvinuti vy$etfovaného typu hry bude na tahu v posicich mnoZiny
Jur1 W Jy4 2 pseudohrdd priroda. Mnozina J, , , pfedstavuje souhrn viech vyslednych
posic, jimiZ hra kon&i. Zbyva zahrnout do formdlniho popisu pravidel rozvinuté hry,
co se d&je v posicich mnoziny J,,; = A4, které nejsou vysledné. Pro a € 4 pfedstavuje
(obecng smiSeny) vysledek o(a) rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru elementdr-
nich vysledkit E. Viimn&me si, Ze podle (3.12), kde podle ho¥ejsi pozndmky n nahra-
dime n + 1, mdme

I'a = {(ala oo Oy Q) {ai}iel =d, 0,4 EE}a aed,

takZe g(a) mlzeme pojmout jako rozloZeni pravdépodobnosti na mnoZiné posic I'a.
Precisnéji formulovdno, poloZime-li

(4.42) pz') = (e(a)) (ez')) pro z'erla,

kde ¢(z’) je ten elementdrni vysledek, ktery vystupuje jako posledni &len (n + 1)-tice
z’ majici tvar (4.40), tj. e(z') = a,4, pak p, je rozloZeni pravdépodobnosti na mno-
Zin& posic I'a. Pravd&podobnostni prostor (I'a, p,) pro a € A predstavuje ndhodovy
tah, ktery provadi p¥iroda, kdyZ hra dospéje do posice a. Souhrn viech ndhodovych
tahtll v na$i hf'e je tak representovdn jednoparametrovou soustavou pravdépodobnost-
nich prostorit

(4.43) {(I'a, p)aca resp. {(Iz, p)}ics,,, (A= Juie).

Vidime tak, Ze nahodovy tah, tj. zdsah pfirody do hry v rozvinutém tvaru, provadény v dané
posici z zdleZi ve volbé nékteré posice z’ € I'z bezprostfedné nasledujici po posici z na grafu
posic (Z, I'), pfitemzZ nejde o volbu subjektivné podbarvenou, nybrz o volbu, kterou provadi
néktery ndhodovy mechanismus (napf. hdzeni kostkou, michéni karet), realisujici ndhodny pokus
odpovidajici danému rozloZeni pravdépodobnosti, které znalime p,, na mnoZiné Iz posic bez-
prostfedné ndsledujicich po posici z. Opakujeme, Ze ndhodovy tah v dané posici je matematicky
vyjadien jako rozloZeni pravdépodobnosti na mnozing posic po ni bezprostfedné nésledujicich;
jinak feeno, ndhodovy tah vystoupi v matematickém modelu konfliktni situace jako néktery
pravdépodobnostni prostor posic bezprostfedng nasledujicich po posici, v niZ se m4 tento tah
provést.

Oznaéime-li symbolem Z, mnoZinu viech posic, v niZ je na tahu pfiroda, tj. v nafem
piipadé Z, = J,., Y J,42, a Znakem Z§ mnoZinu t&ch posic z € Z,, které nejsou
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vysledné, v najem p¥ipadé Z§ = J,., = A resp. v obecn&jdim vyjddieni
(4'44) ’ Zg =2y — Zg,

kde Z; je ddno definici (4.37), je piisobeni ndhody v rozvinutém modelu konfliktni
situace popsdno dvojici

(4‘45) (Zg’ {(an P:)}zezu‘) ’

kterou budeme nazyvat ndhodové schéma hry v rozvinutém tvaru.

Hra v rozvinutém tvaru

Nyni jsme pfipraveni podat obecnou definici strategické hry v rozvinutém tvaru,
at jiZz obsahuje ndhodové tahy, nebo nikoli. Strategickou hru v rozvinutém tvaru
definujeme jako &tvefici (4.3) s pravidly hry IT vyjddfenymi pétici

(4.46) ((Z, r); Qg‘a 03 (j, A)s (Z’(,;’ {(FZ’ p:)}zezo*)) >
jejiz eleny spliiuji tyto podminky:

(1) (2, I) je graf posic a g je vysledkovéd funkce pro rozvmuty tvar ve smyslu
kapitoly 2, kterd md vlastnost (4.38);

(2) existuje mnoZina Z, < Z takovd, Ze 0 je zobrazeni mnoZiny Z — Z, do mnoZzi-
ny I, # je rozklad mnoZiny Z — Z, spliinjici podminku isovalence a 4 vyhovuje
poZadavkiim (1) a (2) uvedenym v kapitole 3;

(3) pritom mnoZzina Z§ splfiuje rovnost (4.44), kde Zg je ddno vztahem (4.37),
a pro kazdé z e Z§ je (I'z, p,) pravd&podobnostni prostor, tedy p_ je rozloZeni pravdé-
podobnosti na mnoZiné I'z. '

Jak vidime, v uplném popisu pravidel hry v rozvinutém tvaru vystoupi vedle indexu
tahu a pravidla pro volbu alternativ navic ndhodové schéma hry tvaru (4.45). Z naSich
uvah plynou interpretaéni principy pro hru v rozvinutém tvaru v ndsledujici for-
mulaci: A

Princip realisace hry: Kazdd partie se zahajuje ve vychozi posici z2(®. KdyZ z(® ¢
€ Zy, vysledek partie (z(%) je 05(z'?) € E. Neni-li z(® € Z;, pak bud z(® e Z§ nebo
29eZ — Z,. V prvnim piipadé zahajuje partii ptiroda: je proveden ndhodovy
tah, ktery zdleZi ve volb& alternativy z e I'z‘? s pravd&podobnosti p,w(z'V).
V druhém piipadé zahajuje partii hrd€ 0(z'?) s informaéni mnoZinou {z(®} (srovn.
tivahy v kapitole 3), ktery zvoli libovoln& nékterou alternativu z? € I'z(® (pti zahdjeni
m4 hrd¢ Gplnou informaci). Kdyz jiz partie dospsla do nékteré posice z, kterd neni
vyslednd, pak pro z € Z§ je proveden ndhodovy tah, pfi ném¥ je zvolena ndkterd
alternativa z' € I'z s pravd€podobnosti p(z’), kdeZto pro zeZ — Z, hrd& 6(z)
s informaéni mnoZinou J jednozna&né urfenou podminkou, Ze z € J, zvoli libovolné
nékterou svou alternativu & € 4J, &mZ je jednoznaéné urena posice z’ € I'z, kterd
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vyhovuje poZadavku, Ze o n 'z = {z'}. Po kone&n& mnoha krocich dosp&je partie
do nékteré vysledné posice, kterou je celd partie, oznaéme ji m, jednoznacéné uréena
a této partii je pFifazen vysledek gu(n) € E.

Princip motivace jedndni je stejny jako v kapitole 3 pro hru bez ndhodovych taht.

Jak jsme tekli, mnoZinu Z, interpretujeme jako mnoZinu téch posic, v nichZ je na
tahu dalsi hypoteticky hra¢ — pfiroda. Tento pseudohrdé nemd svobodnou volbu
alternativ, pokud md moZnost zdsahu; jeho volba alternativy zdleZi v uskutenéni
ndhodného pokusu odpovidajiciho danému rozloZeni pravdépodobnosti na mnoZiné
posic bezprostfedné ndsledujicich po posici, v niZ ma zdsah provést. Na druhé strané
m4 tento pseudohrdd formdlné Gplnou informaci v posici, v niZ md moznost zdsahu.
Otislujeme-1i hrd&e v mnoZing I podle (1.1) a pfifadime-li pfirod# index 0, mizZeme
danou hru chédpat jako konfliktni situaci o n + 1 Gastnicich, s doplnénou mnoZinou
hrdcu

.

(4.47) I ={0,1,....n},

a definovat doplnény index tahu 0% jako zobrazani prostoru posic Z do mnoZiny I,
(4.48) 0*(z) = 0(z) pro zeZ—-1Z,, 0%(z)=0 pro zeZ,,
a doplnéné pravidlo pro volbu alternativ (¢ *, 4%) jako

(4.49) Fr=gul{z}:zeZ,},
(450) A*J=4J pro Je g, A%z} ={{z'}: 2 elz} pro zeZ,.

Timto dopln&nim dostaneme index tahu 67 a pravidlo pre volbu alternativ (£, 47),
které jiZ spliiuji viechny podminky uvedené v kapitole 3: spec. # ¥ je rozklad celého
prostoru posic Z. Situace nultého hrdce — prirody — se oviem li8i od situace ostatnich
hrdch ve zplsobu volby alternativ.

Viimnéme si, Ze p¥iroda se li§{ od ostatnich hrd¢l nejenom tim, Ze nevoli své alter-
nativy svobodng, ale hlavné tim, Ze nem4d systém preferenci. TudiZ pfiroda se chovd
co by hrac pasivné jak pfi volbé alternativ, tak i z hlediska zdjmu na vysledcich. Proto
neékdy nazyvame posice v mnoziné Z, pasivnimi posicemi ve hfe.

Mezi strategické hry v rozvinutém tvaru spadd také degenerovany pfipad, kdy
Zo o Z — Zp,tj. Ze = Z — Zj. JestliZe je§ts Z; + 0, takZe hra ndhodové tahy efek-
tivné obsahuje, a to jenom ndhodové tahy a tedy Zddny skute¢ny hrd¢ nemd moznost
zdsahu, fikdme, Ze hra je ndhodovd. Typickym piikladem ndhodové hry je zndmd
sttedovékd hra v kostky (pfi pfedepsané vysi sdzek). Ruletu, v niZ md kazdy hrdg
moznost volby vySe sdzek a riiznych kombinaci spojenych s olekdvanym vysledkem,
nelze zahrnout mezi ndhodové hry v pravé zavedeném smyslu.

Druhy krajni pfipad nastane, kdyZz Z, = Zg, tedy Z§ = 0; hra neobsahuje Zddné
ndhodové tahy. V tomto piipadé€ lze, jak jiZ vime, ndhodové schéma hry vylouéit
z matematického popisu pravidel hry, takZe pravidla (4.46) ptejdou ve tvar (3.9). V ka-
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pitole 3 jsme pro pohodli pfedpoklddali, Ze nejenom Z}§ = 9, ale Ze navic Z, = 0.
Vyhovét ve formdlnim modelu podmince Z, = @, kdyZ Z}§ = 0, je vidy moZné roz-
Sifenim definice indexu tahu 6 na cely prostor posic, a to libovolné, nebot skuteé-
nost, kdo je na tahu ve vyslednych posicich, nemd vliv na vysledek partie. Této
formadlni modifikaci definice indexu tahu musi odpovidat pfisluind formdlni modi-
fikace pravidla pro volbu alternativ; srovn. konec pfedchdzejici kapitoly vénovany
pfedb&Znym tvahdm o rozvinuti hry v normalnim tvaru,

V na3i obecné definici hry v rozvinutém tvaru nevylucujeme pfi definici indexu tahu
a pravidla pro volbu alternativ vysledné posice z Gvahy. Je tomu tak proto, Ze jsou
pfipady, kdy md pro vysledné posice uréeni hrdce na tahu konkrétni obsah, napf.
v Sachu pro matové a patové posice. (Viimnéme si viak, Ze v posledné jmenovaném
piikladé je obsahovg tento fakt zahrnut v pojmu vysledné posice.) Pfitom mezi stra-
tegické hry bez ndhodovych tahdi budeme zahrnovat i pfipad, kdy Z§ = 0, ale Z, + 9,
takZe pravidla hry nabudou tvaru (3.9), ale index tahu 6 ani systém informacnich
mnoZzin £ nevyhovi specidlnim podminkdm uvedenym v kapitole 3, nebot se nebudou
vztahovat na cely prostor posic,

Ve formalnim popisu pravidel hry v rozvinutém tvaru se v literatufe nejcastéji uziva konvence,
kterou v naem formalismu mizeme vyjddfit jako podminku, Ze Z, D Zg; jinymi slovy, mezi
pasivni posice hry se po&itaji viechny posice vysledné. PFi této konvenci by se pfedpoklady o hie
bez ndhodovych taht zménily na pozadavek, aby index tahu 6 a systém informaénich mnoZin ¢
byly vztaZeny na mnoZzinu posic Z — Zg. Piipomefime, Ze jsme této konvence pouZili pfi roz-
vinuti hry bez ndhodovych faktorii a hry v normalnim tvaru.

Casto se také pouZivd ve formalnim popisu pravidel hry v rozvinutém tvaru dalsi konvence,
kterou v na$i symbolice miZzeme vyjadfit poZadavkem, aby Zp = E; z tohoto poZadavku vyplyv4,
Ze elementarnich vysiedkl je pak tolik, kolik je partii. O nevhodnosti posledni konvence svédé&i
to, Ze definovdnim prostoru elementdrnich vysledk& rovnici E= Zp v nékterych pfipadech
fakticky dostaneme mmnoZinu viech determinovanych vysledkid hry v tolika exempléfich, kolik
je trajektorii spojujicich vychozi posici s n€kterou posici bezprostfedné pfedchazejici nékteré
vysledné posici; o tom jsme se piesvédé&ili pfi rozvinuti hry v normainim tvaru (srovn. definici
mnoziny I'a, a € A). Na pfikladu hry v Sachy je dobfe vidét, jak by tato konvence nesmirnd
zvétsila polet elementdrnich vysledkd. Upozornéme, Ze rovnost Z; = E md za ndsledek platnost
rovnosti E(® = E; srovn. nasledujici paragraf.

Vrdtime-li se k rozvinuti hry v normdlnim tvaru, jak jsme je provedli v pfedchdze-
jicim paragrafu, snadno nahlédneme, Ze jsme pfitom pfesli od pravidel hry tvaru
(1.4) k pravidlim tvaru (4.46) spliujicim ho¥ej§i poZadavky (1) aZ (3); navic je viak
formdlné vyhovéno pozadavku dokonalé paméti pro viechny hréce, jak jsme jej vyslo-
vili v minulé kapitole.

Strategické hry s dokonalou paméti obecné definujeme jako hry v rozvinutém tva-
ru, které spifiuji poZadavek dokonalé paméti pro viechny hrdce. Strategické hry
s uplnou informaci tvofi specidlni pfipad her s dokonalou paméti a jsou definovdny
jako hry v rozvinutém tvaru, v nichZ kaZdy hrd¢ m4d Gplnou informaci v tom smyslu,
7e kazdd informadni mnoZina obsahuje jedinou posici. Formdlng, hra s vplnou infor-
maci je podle definice hra dand &tvetic (4.3) s pravidly hry IT vyjddfenymi pé&tici
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(4.46), které splituji hotejsi poZadavky (1) aZ (3), pfi¢emZ
(4.51) I ={{z}:zeZ - Zo};

srovn. (3.5). Podminka diplné informace (4.51) ndm podle (3.8) umoZiiuje z pravidel
(4.46) hry v rozvinutém tvaru vypustit pravidlo pro volbu alternativ (£, 4), které je
grafem posic (Z, I') v tomto pfipadé jednozna&n@ uréeno. Kdyz jesté Z§ = 0, odpadne
ze zdkladnich dat v (4.46) udaj o ndhodovych tazich, takZe pravidla hry nabudou tvaru
(2.1); jinymi slovy, dostaneme hru s Giplnou informaci bez ndhodovych tahti.

Na zdvér tohoto paragrafu je$té poznamenejme, Ze subjektioni base hry v rozvi-
nutém tvaru je ddna obecnou definici (4.30). JeZto je splngna podminka (4.39), defi-
nujeme objektivni basi hry v rozvinutém tvaru jako trojici (4.29), v nizZ IT jsou pravidla
hry v rozvinutém tvaru (4.46). Tato definice je ve shod? s nadimi ivahami provedenymi
v pfedchdzejicich paragrafech.

Hra s jednim nahodovym tahem

Strategickd hra s jednim ndhodovym tahem (proveden)'/m na zaddtku partie) je
definovdna jako &tvefice (4.3) s pravidly hry IT vyjddfenymi pétici (4.46), kterd vy-
hovuje podmince, ze Z§ = {z/®}. Z posledni podminky jiZ vyplyvd, ze I'z® + 0.
V pravidlech hry (4.46) Ize pro tento pfipad vyjddfit ndhodové schéma (4.45) jako
pravdépodobnostni prostor

(4.52) (rz®,p), kde p=p,©®.

Typickym pfikladem strategickych her s jednim ndhodovym tahem jsou karetni hry. Pfed
zapodetim partie karetni hry — z naSeho formalniho stanoviska v posici z2{®) — se karty zami-
chaji, ¢imZ je uréeno pofadi karet v balitku od svrchni karty aZ po spodni. Pfedstavuje-i I'z¢®
mnoZinu viech moznych pofadi karet v balitku, znamend to, Ze je nahodné zvolena néktera
posice z{1 & Iz\9, Je-li potet karet v balicku k, sklddd se mnoZina Iz(9) pravé z k! (Cteme:
k faktorial) posic, kde k! = 1.2 ... k pfedstavuje souin prvnich k pfirozenych &isel. Pfedpo-
kladejme, Ze michéni karet se déje poctivé, takZe kazdé pofadi karet v bali¢ku je stejn& pravdé-
podobné; oznalime-li p, tuto pravdépodobnost, musi byt

1
Po . kl=1, tedy POZE'

TudiZ v nadem p¥ipadé je rozloZeni pravdépodobnosti p na mnozing I'z'®) (srovn. (4.52)) ddno
vztahem

1
p@)= 7 prokazdé z e Iz, |29 = k!,

Vidime, Ze v pfipadé€ karetni hry je stav vnéjSich podminek dian pofadim karet v balicku, které
je uréeno nahodou. Toto pofadi pak uréuje rozdani a tim i listy v8ech hradt. Kdyby kaZzdy hrac

znal poradi karet v balicku, znal by takeé listy svych spoluhracl a hra by se stala hrou s uplnou
informaci.
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Lze fici, Ze karetni hra je sloZena ze soustavy her s Uplnou informaci jednim nadhodovym ta-
hem; kazdd komponenta jako hra s tplnou informaci odpovidd pravé jednomu poradi karet
v bali¢ku. Jedinym nahodovym tahem -~ zamichdnim karet — vznikne ze soustavy her s uplnou
informaci jedna hra s neuplnou informaci. Mame zde pfiklad uzké souvislosti mezi netpinou
informaci a ndhodou: jsou to ndhodné vlivy, které zplisobuji v naSem pfipadé neuplnost infor-
mace hraca.

Poznamenejme, Ze rozklad hry ve hry jednodussiho typu pfedstavuje jednu z uZivanych metod
rozboru strategickych her. Touto metodou se viak v naSich tvahach zabyvat nebudeme, a proto
zde nepoddme formalni definici komponentnich her ani pro jednoduchy pfipad strategické hry
s jednim ndhodovym tahem. Chceme v8ak upozornit, Ze ve hrich s uplnou informaci postupny
rozklad ve stile jednodus$i ,,podhry** dané hry tvofi nejicinnéj$i metodu rozboru.

Ve strategické hie s jednim ndhodovym tahem definujeme strategie jednotlivych
hraca formdlné zcela stejné, jako jsme to ucinili v kapitole 3. Strategie prirody,
kterou nazyvdme ve shodé s pfedchdzejicimi paragrafy stav pfirody, je formdlnég defi-
novdna pii dopinéném pravidle pro volbu alternativ (,#*, 4%) (srovn. (4.47) aZ (4.50))
stejné jako strategie skuteCného hrdde: stav pfirody o je kterdkoli funkce na mnoZi-
novém systému

(4.53) o ={{z} :zeZp}
s hodnotami o({z}) € 4%{z}; oznatime-li ,#, informacni schéma pFirody, tj.
Fo=1{{z} :zeZ},

predstavuje #3 systém t&ch informadnich mnoZin p¥irody, které neobsahuji vysledné
posice. Pfiroda jako hrd¢ méd dplnou informaci, takZe ve smyslu kapitoly 2 mizZeme
stav pfirody definovat také jinak, a to jako funkci ¢ na mnoZin& Z§ s hodnotami
o(z) € I'z. V naSem piipad€ hry s jednim ndhodovym tahem je Z§ = {z?}, takZe
prostor strategii prirody X, tj. prostor staviy, Ize identifikovat s mnoZinou I'z(%;
tudiz X = I'z®,

Partie = ve hfe s pravidly (4.46) je vytvofena tzv. doplnénym vektorem strategii
(a0, a3, ..., a,), kde a;€ 4; pro i = 0, 1,...,n ([I| = n, [I*| = n + 1; plati tumluva
(L.1)), ptiGemZ A, = X, kdeZto A4, pro i + 0 je prostor (rozvinutych) strategii hrdge i,
kdyZ spliiuje podminky uvedené v kapitole 3. PodrZime-li oznadeni (4.23), leZi tyto
doplin&né vektory strategii v mnoZing A%, kterd je ekvivalentni s kartézskym soudi-
nem ¥ x A, nahradime-li vektory tvaru (ao, a;, ..., a,) dvojicemi (ao, (ay, .., a,)).
Znadi-li (o, a) partii (jednozna&n& urdenou), kterd je vytvofena doplnénym vekto-
rem strategii (o, ay, ..., a,) pro 6 € X a a = {a;},, € 4, definujeme normalisovanou
elementdrni vysledkovou funkci gy rovnici

(4.54) | 00, a) = 04(n(0,a)), oe€X, acA.

Touto dil¢i normalisaci, pfi niZ vysledky zachovaji jest& svoji elementdrnost, tj.
determinovanost, pfejdeme od pravidel hry tvaru (4.46) k pravidliam hry s ndhodovy-
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mi faktory tvaru (4.21). Snadno nahlédneme, Ze pfitom plati rovnost
(4.55) QY = E©

jinak feéeno, prostor ryzich vysledki hry v rozvinutém tvaru je identicky s prostorem
elementdrnich ryzich vysledki, jak jsme jej definovali vztahem (4.20), v némZ nyni g
pfedstavuje normalisovanou elementdrni vysledkovou funkci dané hry.

Normalisaci dané hry dokonéime, kdyz definujeme noermalisovanou vysledkovou
funkcei ¢ vziahem (4.25) resp. (4.33). Odtud soudime, Ze k tomu, abychom mohli
danou hru pfevést na normalisovany tvar, je nutné a staci, aby byla splnéna podmin-
ka (4.4), v niz prostor Q' je odvozen z normalisované vysledkové funkce ¢ dané hry.

Presvéddili jsme se tak, Ze strategickou hru s jednim ndhodovym tahem lze norma-
lisovat podobné jako hru bez ndhodovych tahf, oviem za pfedpokladu, Ze plati
mnoZinov4 inkluse (4.4). Tato normalisace vyZaduje na rozdil od hry bez ndhedovych
tahli mezikroku s normalisovanou elementdrni vysledkovou funkef.

Normalisace hry v rozvinutém tvaru

Normalisace hry v rozvinutém tvaru s obecnymi pravidly (4.46) se provede ve dvou
krocich, jak jsme to jiz vidéli v pfedeslém priipadé hry s jednim ndhodovym tahem.
Specidlng tedy rozvinutd strategie pFirody neboli rozvinuty stav pFirody (tj. stav vn&j-
Sich podminek) je definovén jako funkce ¢ na mnoZiné Z§ s hodnotami o(z) leZicimi
v mnoziné I'z (piipadn& jako funkce na mnoZinovém systému ¢ % definovaném
v (4.53); srovn. pfedchdzejici paragraf).

Oznacime-ii symbolem X prostor vSech rozvinutych strategii pfirody, potfebujeme
definovat rozloZeni pravd€épodobnosti p na prostoru X, které by bylo v néjakém ro-
zumném smyslu sloZeno ze soustavy rozloZeni pravdépodobrnosti

{pz}zezo* 3

abychom mohli pfejit v prvnim normalisaénim kroku ke hfe s ndhodovymi faktory.
Uvédomime-1i si, v éem tkvi smysl strategie, tedy i strategie pfirody, znamend to, Ze
stav pfirody md byt zvolen je§té pfed zahdjenim partie. Vychdzime z pfedstavy, Ze
stav pHrody ¢ voli n&jaky vn&si pozorovatel, rozhod&, ktery je§té pfed zahdjenim
partie provede viechny mozné ndhodové tahy, tj. ndhodné pokusy, z nichZ kaZdy
odpovidd pravé jedné posici z € Z§ a zdleZi v tom, Ze je zvolena alternativa o(z) e I'z

s pravdépodobnosti p_(o(z)).

Ucinime tuto pomocnou uvahu. Pfedpokliadejme, Ze hradi sehraji dvé po sobé€ jdouci partie
dané hry. Nechf v prvni partii se vyskytne posice z; s nahodovym tahem (/zy, p,,), v némz je
zvolena n&ktera posice zj € I'z; s pravdépodobnosti p,, (z{),a nechf v druhé partii nastane v po-
sici z, nahodovy tah (I'z,, p;,), v n8mZ je zvolena nékterd posice z, € I'z, s pravdépodobnosti
P2,(25). Intuitivné je jasné, Ze volba alternativy pfi ndhodovém tahu uvaZovaném v prvni partii
nema ovlivnit volbu alternativy p¥i ndhodovém tahu uvaZovaném v druhé partii. Napf. v karetni
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hfe se ma balitek zamichat pfed dalii partii tak dokonale, Ze kazdé pofadi karet v baliCku je stejné
pravdépodobné. Musi byt tedy ndhodové tahy ve dvou riiznych partiich dané hry stochasticky
nezdvislé, takZe pravdépodobnost, Ze se v prvni partii zvoli posice z° a soutasné v druhé partii
posice z5 musi byt rovna sou€inu

P2,(27) . p.,(23) .

Na druhé strané v jedné a (éZe partii dané hry, jak plyne z interpretace pravidel hry popsané
v principu realisace hry, musi byt dva nadhodové tahy, z nichZ jeden bezprostfedné predchdzi
druhému, rovnéz stochasticky nezavislé. Abychom to nahlédli, stadi si uvédomit, ze &islo p,(z3)
vyjadfuje pravdépodobnost, Z¢ se v partii vyskytne posice z, € I'7,, za podminky, Ze se v ni
vyskytla posice z, € Z§. Je-li z; posice bezprosttedné pfedchazejici posici z, takova, ze z; € Z§,
nastane posice z, s pravdépodobnosti p, (z,). TudiZ pravdépodobnost, Ze v téZe partii z posice z;
piejdeme postupné do posice z, a pak do posice z3, je nutng vyjadfena jako soudin

P (z3) . p,,(z3) -
Tento poZadavek o stochastické nezdvislosti Ize okamZité roziifit na vSechny ndhodové tahy
v jedné a téze partii.

Stavem pfirody neni uréeno, kterd partie se v dané hi‘e vyskytne, to zdleZi je$té na volbé stra-
tegii, kterou provedou jednotlivi hraci. Jezto vak jsme zjistili, Ze v kaZzdém ptipadé, af jde o na-
hodové tahy v riiznych partiich nebo v téze partii, musi byt viechny mezi sebou stochasticky
nezavislé, musime poZadovat, aby rozhod¢i, ktery voli stav ptirody pfed zahdjenim partie, provedl
viechny ndhodové tahy na sob€ nezavisle.

Z praveé provedené Gvahy jiz vyplyvd, Ze v tomto pfipadé je pravdépodobnost stavu
pfirody definovdna jako souéin

(4.56) oo) = T] pe(2). oex,

zeZo*

ktery vyjadfuje stochastickou nezd vislost soustavy ndhodovych tahil

{(T'z, )} ezee -

Tim jsme dokongili definici pravdépodobnostniho prostoru stavii (£, p), ktery je odvo-
zen z dané hry v rozvinutém tvaru.

Normalisovanou elementdrni vysledkovou funkci o pro danou hru zavddime defi-
nici formdln stejnou jako v pfedchdzejicim paragrafu, tj. definici (4.54). Dokongent
normalisace se provede tim, Ze odvozenou hru s ndhodovymi faktory normalisujeme
s pomoci definice (4.25) normalisované vysledkové funkce g, pokud jsou splndny
pfisluiné pfedpoklady, které 1ze redukovat na podminku (4.4).

JestliZe rozvineme hru v normdlnim tvaru, dostaneme pfi jeji opétné normalisaci
jako mezikrok hru s ndhodovymi faktory, ¢imZ je ovéfeno diive vyslovené tvrzeni,
Ze lze na kaZdou hru v normdlnim tvaru pohliZet jako na hru, kterd vznikla normali-
saci hry s ndhodovymi faktory. Samoziejmé touto zpétnou normalisaci dosp&jeme
k plvodni hie v normainim tvaru, kterou jsme rozvinuli.

Nakonec si v§imnéme specidlniho pfipadu, kdy hra v rozvinutém tvaru je ndho-
dovd. Podle dfivEjsich uvah md v tomto pfipad€ kazdy hrd¢ k disposici pouze prdzd-
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nou strategii, takZe normalisovand elementdrni vysledkova funkee je zdvisld jenom na
stavu pfirody, a tedy ndhodov4 hra se tak prevede na hru s ndhodovymi faktory, jejiz
pravidla maji tvar

(2, p). 0s) 5

pfitom normalisovand elementdrni vysledkovd funkce g je podle pfedchoziho defi-
novdna na prostoru stavlt ¥. Normalisovand vysledkovd funkce ¢ ptifazend dané
ndhodové hie nabyvd jediné hodnoty

(4.57) 2. p(0) e(0) -

L=
KdyZ tato smés elementdrnich vysledkl leZi v prostoru vysledkd Q, coZ znamend, Ze
danou ndhodovou hru lze normalisovat, redukuje se normalisovany tvar ndhodové
hry v podstaté na smiSeny vysledek (4.57), jehoZ vyhleddnim je cely rozbor ndhodové
hry ukonden.

5. RACIONALITA PREFERENCI

Ordinalita preferenci

Uvodem k této kapitole si znovu pfipomeiime, 7e se matematické modely kon-
fliktnich situaci buduji proto, abychom mohli s jejich pomoci provadét rozbor racio-
ndlniho jedndni pti konfliktu zdjmii. Racionalitu jedndni ugastnika konfliktni situace
budeme moci vySetfovat formdlnimi prostfedky teprve tehdy, aZ se ndm poda¥i
charakterisovat v matematickém modelu konfliktni situace vlastnosti raciondlniho
hrage. Uastnika konfliktni situace z jeho subjektivni strdnky jsme matematicky
popsali dvéma udaji: souhrnem téch vysledki, které hraé¢ zahrnuje do svého subjek-
tivniho hodnoceni, a systémem jeho osobnich preferenci, ktery zachycuje kvalitativni
zplsob hodnoceni té&chto vysledkil. V pfedchdzejici kapitole, vé€nované z&dsti detail-
n&jimu rozboru pojmu vysledku, jsme si mimo jiné v§imali, které (obecn& smiSené
vysledky zahrne raciondlni hrd¢ do svého hodnoceni; v této kapitole budeme vy-
Setfovat, jaké vlastnosti musi mit kvalitativni zplisob hodnoceni vysledkii, abychom
jej mohli povaZzovat za raciondlni.

Chapeme-li strategickou hru jako dvejici (4.31), jejiz prvni slezkou je objektivni base hry
a druhou sloZkou subjektivni base hry v obecném tvaru (4.28), piedstavuje subjektivni charakte-
ristika (@, U;) hrale [ (i €I), jak vime z pfedchdzejici kapitoly, matematicky popis subjektivni
stranky ucastnika konfliktni situace. Raciondini ucastnik, ktery znd subjektivni vlastnosti svych
protivnik® v dané konfliktni situaci, dovede analysovat konflikt nejenom ze svého hlediska, nybrz
i z hlediska kazdého ze spoluhradi. Jsou-li viichni ucastnici konfliktni situace raciondlni, projevi
se pravé vysloveny pozZadavek na jejich racionalitu, jak jsme si povSimli v minulé kapitole,
v platnosti vztahu 2; = 2 pro vSechna i € I, ktery vyjadfuje symetrii v jejich vzdjemném posta-
veni: raciondlni GiCastnici si mohou navzijem vyménit ve hie svd ,,mista‘“ a analysa konfliktu se
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tim nezméni. Symbol 2 pfitom oznaluje prostor vysledkil, na némz je definovano preferenéni
schéma hry, ¢imz pfejdeme k matematickému modelu konfliktni situace, ktery lze vyjadrit ve tvaru
&tvefice (4.3), na ktery se naddle omezime.

Zopakujme si je§té v terminech obecného modelu (4.31), Ze prvni slozku subjektivni charak-
teristiky, tj. mnoZinu £;, hrace / co do jeho racionality v hodnoceni jsme rozebirali v predesié
kapitole a Ze v této kapitole se budeme zabyvat druhou slozkou subjektivni charakteristiky
hréce i, totiZ systémem preferenci U,.

Ve strategické hie dané jako &tvefice (4,3) pfedstavuje prostor vysledkii Q soudst
subjektivni base (4.30), tedy tu mnoZinu smiSenych vysiedki, v niZ jsou definovdny
systémy preferenci viech hrd¢i. Pro dané i el je U; systém preferenci hrdce i, tedy
nékterd totdlni relace v prostoru vysledki Q. PouZijeme-li symboliky zavedené v prvni
kapitole, snadno zjistime, Ze totdlnost relace U, znamend, Ze pro kaZdou dvojici
vysledkit @™, »® v prostoru Q je splnén pravé jeden vztah ze tfi moznych:

ot >, @ , oD ~, o® , o <; o? .

Pii kvalitativnim hodnoceni vystedk jsou mezi sebou srovndvdny z hlediska osob-
nich preferenci daného hrde dvojice vysledk. Porovnejme spolu z hlediska prefe-
renci hréde i trojici vysledki o™, 0@, ) lezicich v prostoru Q. Pokud nejsou
nékteré z téchto vysledkii mezi sebou indiferentni, pak mohou nastat v podstatg jenom
dva pfipady: bud plati soucasné

(5.1) o > 0P 0@ >, 0P oV = 3,
nebo plati
(5_2) o® >, o®, @ >, 0@, o <, o® ;

aby totiZ byly splnény v obou piipadech prvni dva vztahy, k tomu sta&i pfipadng pfe-
Cislovani vysledkit v dané trojici (rozumi se tim zdm&na hornich indexw).

Prvni pfipad mtZeme charakterisovat slovy, Ze hrd¢ i z danych t¥ vysledki subjek-
tivn& hodnoti vysledek o'’ nejvyse a vysledek w®® nejniZe; pravime, %e dand trojice
vysledk tvofi skdlu:

PORPRORIPRON

Druhy pfipad md cyklicky charakter. Abychom to nahlédli, vyjd€éme pro jednodu-
chost z normdlniho tvaru hry a pfedpoklddejme, Ze hrd¢ i md moZnost zcela ovlivnit
vysledek tak, Ze kdyZ zvoli strategii a{”’ € 4,, pak nastane pravé vysledek " pro
j =1,2,3, at ostatni hrd&i voli své strategie jakkoli. Ucifime jest& pfedpoklad, Ze
hr4¢ i nemd k disposici Zddné dalsi strategie, tudiz

A, = (o, a?, o)

i

Jestlize se hrad i rozhoduje pfi své volbé nejdfive mezi strategiemi at?, a{®, pak

podle (5.2) zavrhne ve smyslu principu motivace jedndni strategii a{*. Po vylougeni
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strategie a{3) se hrd¢ i rozhodne mezi strategiemi alV, g na zakladé téhoZ principu
podle (5.2) pro strategii a{, nebot po vylougeni strategie ai> Zddnou dalii alterna-
tivu nemd. Tim hr4& i dosdhne podle naseho pfedpokladu vysledku w'*’, ktery vzhle-
dem k platnosti posledniho vztahu v (5.2) oceftuje nize nez vysledek ), jehoZ by mohl
dosdhnout volbou strategie a'®. K obdobnym zdivéram dospgjeme, vyjdeme-li pti
volbé strategie podle hofej§iho postupu od n&které jiné dvojice strategii. Je tomu

tak ovSem proto, Ze dand trojice vysledkll tvofi podle (5.2) tzv. cyklus:
o™ =, 0@ >, 0@ = o™ ;

vidime tedy, Ze systém preferenci hrdde i neddvd pro pfipad cyklu moZnost vybrat
v dané trojici vysledek, ktery by byl hrd&em hodnocen nejvyse.

Z provedené Gvahy vyplyvd, Ze systém preferenct raciondlniho hrdce bude muset
vyhovét pfirozenému pozadavku, aby neobsahoval cykly shora uvedeného tvaru.
Systém preferenci, ktery neobsahuje Zddné cykly, se nazyva ordindIni. Bude tedy
minimdlnim poZadavkem na racionalitu v hodnoceni vysledktl, aby systém preferenci
raciondlniho hréde byl ordindlni.

Opravnénost pravé uvedeného pozadavku ihned nahlédneme, kdyZ si znovu pfipomeneme,
v ¢em tkvi racionalita ucastnika konfliktni situace. Racionalni hra¢ musi byt schopen tplného
rozboru konfliktni situace, zvlas§t€ pak musi mit schopnost rozpoznat disledky svého vlastniho
jednani. Subjektivni postoj k dasledkim vlastniho jedndni vyjadfeny osobnimi preferencemi
musi raciondinimu hraci umoznit provést volbu takového vlastniho jednani, jehoZ dusledky by
byly pro ného nejpfiznivéjii: jenom takové jedndni lze povaZovat za ,,rozumné‘. Provedeni
volby rozumného jedndni v naznafeném smysiu nutné piedpokladd, aby byl racionalni hraé
schopen v kazdé skupiné vysledkil vyznalit ten, ktery povazuje pro sebe za nejptiznivéjsi. Jinymi
slovy, raciondlni hra musi byt schopen sestavit z kazdé (rozumi se konecné) skupiny vysledka,
pokud nejsou Zadné dva z nich pro ného indiferentni, $kdlu sestupujici od nejvySe hodnoceného
vysledku k vysledku hodnocenému nejnize. '

Md-li systém preferenci vlastnost, Ze lze kazdou koneCnou mnozinu vysledki
leZicich v prostoru €, z nichZ Zddné dva nejsou navzdjem indiferentni, sestavit ve
$kdlu, nazyvdme takovy systém preferenci struiné preferencni stupnice. Ordinalita
systému preferenci je nutnym pfedpokladem k tomu, aby systém preferenci tvofil
preferenéni stupnici; jinak fedeno, kazdd preferen&ni stupnice je jiz ordindlnim systé-
mem preferenci. Lze snadno ukdzat, Ze také obrdcené kazdy ordindlni systém pre-
ferenci jiz tvoti preferenéni stupnici.

Pozndmka. Relace R v mnoZing X je podle definice transitivni, kdyZ z platnosti vztaht x; Rx,
a x, Rx5 plyne platnost vztahu x; Rx; pro kazdou trojici x, X,, X3 prvkd v X. Relace R v mno-
Zin€ X se nazyva totdlni uspofadani v X, kdyZ R je totdlni a zaroveil transitivni relace v X.

Vyslovime nyni definici preferenéni stupnice zcela precisné. Libovolnou totdlni
relaci v prostoru vysledkid Q, kterd je transitivni, nazyvame preferencni stupnice.
Tedy preferenéni stupnice je systém preferenci, ktery md vlastnost, Ze je transitivni.
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Je zvykem nazyvat systém preferenci, ktery je transitivni, ordindlnim systémem pre-
ferenci. Jinymi slovy, systém preferenci U je ordindlni (neboli tvofi preferencni stup-
nici), jestlize spliiuje podminku: kdyz v, @, ©® jsou vysledky v prostoru €,
pfitemz o"Uw®, 0oPUw®, pak oMUwb™®, Je tedy ordindlni systém preferenci
totdlni uspofdddni v prostoru vysledki Q.

Jak ihned nahlédneme, je systém preferenci U, hrdée i (i €I) ve smyslu prdvé uve-
d=né definice ordindlni, kdyZ a jen kdyZ si platnost prvnich dvou vztahit v (5.1)
vynucuje platnost tfetiho vztahu uvedeného v (5.1) pro kaZzdou trojici vysledki
o, 0P, w® z prostoru Q; tudiZ piipad (5.2) nemiiZe nastat pro Zddnou trojici
vysledkit. V systému preferenci hrdce i se v tomto pfipadé nemohou vyskytnout
74dné trojélenné a tedy ani viceSlenné cykly. Skupiny tfi i vice vysledk Ize pak vidy
sestavit ve Skdlu; napf. kdyZz prostor vysledkii obsahuje vSechny clementdrni vy-
sledky, tj. E < @, pfiemZ |E| = k, potom Ize ve (4.11) zvolit oéislovani elementdr-
nich vysledkl tak, Ze vytvofi sestupnou §kdlu o k ¢lenech
(5.3) 01 e T i i
ve smyslu relace slabé preference, kterd se rozpadd na Gseky (pfipadng jedno&lenné)
navzdjem indiferentnich vysledki.

Abychom sprdavn€ porozuméli pojeti racionality p¥i hodnoceni vysledkil v rdmeci
formédlniho popisu konfliktu, vrafme se znovu k pojmu hréée ze stanoviska matema-
tického modelu konfliktni situace representovaného &tvetici (4.3). GlobdIni charak-
teristiku hrace i (i elI) ve strategické hie (4.3) piedstavuje dvojice (4;, U}), jejiz
prvni Elen popisuje hrdde i po objektivni strance jeho moZnostmi zasahovéni do kon-
fliktu, kdeZto druhy ¢len popisuje hrdce i z jeho subjektivni stranky; symbol 4; oviem
oznauje prostor strategii hrdde i, pfiemZ ve h¥e s pravidly v rozvinutém tvaru jde
o rozvinuté strategie. V duchu toho, co jsme fekli v d¥ivéjsich kapitoldach, mizeme
pojem hrdde interpretovat jako skupinu individui, kterd koordinované zasahuje do
konfliktni situace a pro kterou vnéj§i pozorovatel analysujici konflikt miZe o kazdé
dvojici vysledkli podat tdaj, zda skupina jako celek dd p¥ednost jednomu z obou
vysledkil a kterému z nich, nebo zda skupina je mezi obéma vysledky indiferentni.

V posledni formulaci jsme dospéli k obecnéjsi interpretaci systému preferenci hrace
participujiciho na dané konfliktni situaci: preferenéni vztah mezi dvéma vysledky pro
urditého hrdée vyplyvd z objektivni analysy postoje, ktery k témto vysledkim zaujimd
skupina subjektl pojatd jako jeden hrag.

Z tvah provedenych v této kapitole plyne, Ze hrag, kterého povaZujeme za racio-
ndlntho, bude subjektiva€ hodnotit vysledky podle nékteré preferenéni stupnice.
Avsak pojem hrdge, jak je formdlng vyjddien globdlni charakteristikou (4;, U;) pro
iel, je tak obecny, Ze¢ neni vyloutena moznost velmi redlnych konfliktnich situaci,
v nichZ je néktery z hrd¢d tvofen skupinou vysoce inteligentnich osob a p¥esto jeho
pfirozeny systém preferenci netvoii preferenéni stupnici: to znamend, Ze se skupina
jako celek jevi jako neraciondlni. Uvedeme si nyni piiklad konfliktni situace, v niZ
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vystupuje hrd8 pfedstavovany skupinou raciondlnich jedincil, ktery hodnoti vysledky
neraciondlng, totiZ tak, Ze se v jeho systému preferenci vyskytuje cyklus tvaru (5.2);
zvoleny piiklad, i kdyZ odrdZi velmi konkrétn{ situaci, je pro nase ucely znaéné zjed-
nodusen, abychom mohli provést jeho rozbor elementdrnimi prostiedky.

Priklad. Snémovné jsou pfedloZeny k projedndni tii varianty zdkona. Pfedpo-
kladejme, Ze se snémovna rozpadd na tfi stejné pocetné skupiny poslanct. Prvni
skupina podporuje piijeti varianty A a v pfipadé jejiho zamitnuti nebo neprojed-
ndvani bude podporovat prijet! varianty B proti varianté C. Druhd skupina pod-
poruje pfijeti varianty B a v piipadé jejiho zamitnuti nebo neprojedndvani bude pod-
porovat pfijeti varianty C proti varianté A. Tfeti skupina podporuje pfijeti varianty C
a v pripadé jejiho zamitnuti nebo neprojedndvdni podpo¥i variantu A proti varianté B.

Jedndni snémovny Fidi jeji predseda, ktery md prdvo uréovat procedurdini postup
pfi hlasovdni o navrhovanych pfedlohdch zdkona. Predseda jako ¢len snémovny m4d
také svlj ndzor na piedloZené varianty zdkona, ktery miZe projevit pfi hlasovdni,
a tedy podle ulinénych pfedpokladii patfi pravé do jedné ze t¥{ popsanych skupin.

Studujme popsany pfipad jako konflikt mezi dv€ma hradi, z nichZ prvni hrd¢ je
pfedseda a druhy hrdé je snémovna jako celek, tj. vSichni poslanci véetné pfedsedy;
tedy druhy hra¢ je pPedstavovdn skupinou individui, mezi néZ patii prvai hrag.
Piedseda jako prvni hra¢ zasahuje do konfliktni situace volbou procedurdlniho po-
stupu, kdeZto snémovna jako druhy hrda¢ zasahuje do konfliktu hlasovdnim svych
¢lenti; predseda je v konfliktni situaci €inny jednou v dloze prvniho hrace a podruhé
v tloze agenta druhého hréce.

KdyZ udinime pfedpoklad, Ze pfedseda nedd hlasovat o v8ech tfech pfedlohdch
zédkona soulasné, pak jedndni snémovny o navrhovanych pfedlohdch muZe skondcit
jen bud pfijetim varianty A, nebo pfijetim varianty B, nebo pfijetim varianty C.
QOznatme oV vysledek, Je bude pfijata varianta A, o® vysledek, Ze bude pfijata
varianta B, a konedn& o®® vysledek, Ze bude piijata varianta C.

Jak je v této hfe, kterou popisujeme, vyjadien konflikt zajma? Zdjem prvniho hrace — pied-
sedy — vyplyva z jeho p¥islusnosti k jedné ze tfi ndzorovych skupin. P¥i analyse postoje, ktery
ma k vysledkim druhy hra¢, uvazujeme takto: Kdybychom dali snémovné hlasovat soucasné
o varianté A a B, pak podle hofejsich pfedpokladtt bude prvni skupina poslanci hlasovat pro
variantu A, kdeztoc druhd pocetné stejné silna skupina bude hlasovat pro variantu B; rozhodujici
hlasy odevzda tfeti skupina, ktera dd pfednost varianté A pied variantou B. Varianta A by tak
ziskala 2/3 hlast, kdeZto varianta B jenom zbyvajici 1/3 hlastl. Snémovna se jako hrd& chova tak,
Ze preferuje variantu A proti varianté B. Podobné analysujeme postej druhého hrade k vysledkiim
ve zbyvajicich dvou pfipadech.

Piejdeme k formdlnimu popisu vySetfované konfliktni situace. Jde o strategickou
hru o dvou hraédich, které jsme ocislovali ve smyslu vztahu (1.1), pri¢emZ prostor
vysledki se sklddd ze tii vysledk shora popsanych, jeZ jsou vesmés elementdrni
a na néz jsme se ml¢ky omezili; mdme tedy

I={1,2}, @={o® o®, o®).
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Z provedeného rozboru vyplyne, Ze systém preferenci U, pro i = 2, tj. systém prefe-
renci druhého hrdde — sn8movny, je definovdn vztahy (5.2), takZe vysledky tvofi
cysklus

o® >, 0@ =, 63 =, oW,

Budeme-li pro urditost pfedpoklddat, Ze pfedseda patii do prvni ndzorové skupiny,
znamend to, e systém preferenci U; pro i = 1 je definovdn vztahy (5.1), takZe vy-
sledky vytvofi $kdlu

oM > 0@ % o®.

Tim jsme zatim matematicky popsali prvni tfi zdkladni ddaje o konfliktni situaci, z nichZ po-
sledni bylo preferenéni schéma hry, které ukazuje, Ze prvni hri¢ mé preferenéni stupnici, kdeZto
druhy hrd¢ — snémovna — nemd ordindlni systém preferenci; snémovna pojata jako hraé se ne-
chova pfi hodnoceni vysledk(i racionalné.

Ptistoupime k popisu pravidel hry. Omezime se pro jednoduchost na piipad, Ze
bude pouZito ndsledujiciho procedurdlnihio postupu: Predseda piedloZi k hlasovdni
nEkterou z danych t¥{ variant a v p¥ipadé, Ze je pfedloZend varianta zamitnuta, dd
hlasovat soudasné o obou zbyvajlcich variantdch. Pravidla hry popifeme v rozvi-
nutém tvaru. Jezto tu zfejmé jde o strategickou hru s Uplnou informaci a bez ndho-
dovych taht, budou mit pravidla hry tvar (2.1), ktery jsme studovali jiZ ve druhé
kapitole.

Oznaduje-li z'® stav konfliktni situace pfed zahdjenim jedndni ve sndmovng, pak
podle pfedpokladu jest
rz® = {z(0, z{", z{},

kde 25-1) oznacuje stav konfliktu v okamziku, kdy pfedseda pfedlozi k hlasovdni va-
riantu v pofadi j-tou; pfitom je smluvené potadi variant: A prvai, B druhd, C tfeti.
Diéle mdme

rz0 = {2,201, j=123,

kde z(7 predstavuje stav konfliktu po zamitnuti j-té varianty a z'3 stav konfliktu
po jejim prijeti. Nakonec klademe

r:3 = {9,239}, j=123,
kde 24} je stav konfliktu po pfijeti (j + 1)-ni varianty a z% je stav konfliktu po pfijeti
( J+ 2) -hé varianty; smluvené poradi variant: A, B, C, A, B.

Uvedenymi vztahy je definovdn graf posic (Z, I): prostor posic Z, tj. mnoZina
viech a priori moznych stavii konfliktu, obsahuje 16 posic, z toho 9 vyslednych,
jimiZ jsou posice 243, z(P, 23 pro j = 1,2, 3. Zndzornime-li graf posic jako dtvar
v roviné, v némZ jsou posice representovdny body a tahy orientovanymi spojnicemi,
ovéfime si tim, Ze poZadavky (1), (2), (3), které jsme v kapitole 2 poloZili na graf
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posic, jsou v naem piipadé skutené& splnény (viz obrdzek: graf posic se zakresluje
jako strom vyristajici z jednoho kofene bez vyznadeni orientace spojnic, jiZ se rozumi
smér zdola nahoru).

:(131) ~(3 .3 _(3) 2(331)

-1z ~2f I3

3
Z32

RO

Piejdeme k definici vysledkové funkce g,. Jezto vyslednych posic je devét, obsa-
huje mnoZina & vSech partii 9 partii. Ozna¢ime-li ; partii konéici vyslednou posici
23 a m;; partii kon€ici vyslednou posici 22 (s = 1, 2;j = 1, 2, 3), pak je vysledkovd
funkce pro rozvinuty tvar definovdna v nagem piipadé vztahy

Q.@(nj) = W, Q@(ﬂjs) — (Ut s)mod 3) i
kde jsme poloZili
(j+s)mod3 =j+s pro j+s=<3,

(j+s)mod3=j+s—3 pro j+s>3; s=12; j=1,2,3.
Nakonec index tahu 8 je pro nasi strategickou hru definovdn rovnicemi
0z =1, 6(z)=2 pro z %9 (zeZ);

v této definici jsme pouZili konvence, Ze v kazdé vysledné posici je hrdlem na tahu
druhy hrdg.

Tim jsou pravidia na§i hry s plnou informaci matematicky popsdna jako trojice
(2.1). Dokondili jsme tak matematicky popis ndmi vySetfované konfliktni situace
jako strategické hry dané &tvefici (4.3) resp. (2.2). VSimn&me si, Ze prostor ryzich
vysledkli dané hry (srovn. definici (4.7)) je identicky s danym prostorem vysledklt Q,
ktery zdroveil tvofi prostor elementdrnich vysiedki; ve znacich:

QP =Q=E.
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Snadno nahlédneme, Ze prvni hrag — pfedseda — docili za danych pfedpokladi pro sebe nej-
zadoucnéjgiho vysledku w1, kdyz zvoli jako svou alternativu posici z§!). PFi prvnim hlasovani
snémovna zamitne variantu C a pfi druhém hlasovdni varianta A na sebe soustifedi v&t3i pocet
hlas(t neZ varianta B. TudiZ pfedseda za daného rozloZenisil ve snémovné docili volbou vhodného
procedurdlniho postupu pfijeti té varianty zdkona, kterou sim chce. Poznamenejme jesté, Ze
neracionalita druhého hrace se mimo jiné projevuje v jeho neschopnosti volit alternativy z%)
(G=1,2,3).

Kardinalita preferenci

V daldim vySetfovdni se omezime na studium jen takovych konfliktnich situaci,
jejichZ Geastnici se ¥idi ve svém jedndni kaZdy n&kterou preferenéni stupnici, coz je
minimalni poZadavek na jejich racionalitu. V pfedchdzejici kapitole jsme zdlvodnili,
Ze raciondlni hrd¢ zahrnuje do svého subjektivniho hodnoceni kaZdou smés ryzich
vysledkit (srovn. podminku (R) v kapitole 4), nebof o kaZdé z nich mus{ pfedpo-
klddat, Ze se miZe vyskytnout pfi rozboru disledki jeho vlastniho jedndni. Ukdzali
jsme rovnéZz, Ze pro raciondlniho hrdde je nejvyhodngjsi prost& zahrnout do svého
systému preferenci viechny smiSené vysledky (srovn. (4.27)).

Proto od tohoto okamiZiku udinime v dal$im \}yéetfoveini racionality hrd¢h pfi
hodnoceni vysledkli pfedpoklad, Ze prostor vysledktl je totoZny s prostorem viech
smiSenych vysledk, tj.

(5.4) _ Q=0;.

Raciondlni hra¢ se miZe omezit na hodnoceni jenom ryzich vysledkl v jediném pfipadé, kdy
viichni hraci maji béhem konfliktu Yiplnou informaci, pfiCemz v konfliktni situaci neptisobi Zadné
nahodné vlivy. Vyjimku tedy tvofi strategickd hra s Uplnou informaci a bez nihodovych taha.
V takové hie jsou viechny ryzi vysledky podle pfedpokladii uéinénych v kapitole 4 (srovn. pod-
minku (4.38)) jiz elementdrni. Z podobnych divodi, které vedli k podmince (5.4), se pro takovou
hru oby¢ejné piedpoklada, Ze systém preferenci kazdého hrade je definovan pro vSechny elemen-
tarni vysledky; tento pfedpoklad lze vyjadfit rovnosti: 2 = E. V naSem piikliadé o hlasovani
ve snémovné, ktery jsme pojali jako strategickou hru s uplnou informaci bez nahodovych taht,
povaZujeme prvniho hrace co do hodnoceni vysledkil za racionalniho, nebot posledni rovnost je
splnéna. V kazdém jiném pfipadé budeme poZadovat pro racionalni hrice splnéni podminky (5.4).

Necht pro i eI je U; ordindlni systém preferenci hrade i, tj. preferenéni stupnice.
Budte o' a @” dva riizné smi¥ené vysledky takové, Ze hrdd i preferuje prvni proti
druhému: o’ >; @”. Pro smés vysledkit o’ a @” v poméru 2 : (1 — 1), kde0 < 1 < 1,
mohou nastat pravé tfi navzdjem se vyludujici pfipady, a to bud

(5.5) o' + (1 - o" >0, nebo 0zl + (1 -,
nebo : 3
(5:6) o > o'+ (1= 2o’ o
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(stovn. (4.9)), jak plyne z toho, Ze U, je preferenéni stupnice. Smés vysledki (4.9) lze
interpretovat, jak vime, jako ndhodny pokus, pfi jehoZ provedeni nastane vysledek
@’ s pravd&podobnosti A a vysledek w” s pravdépodobnosti (1 — A). Pii obvyklé
(tzv. statistické) interpretaci pojmu pravdépodobnosti to znamend, Ze v dlouhé sérii
nezdvislych pokusti nastane vysledek o’ pfiblizné v 10049 pfipadi a vysledek o”
v 100(1 — 4)% pfipadt. U raciondlniho hrdde nelze tedy oCekdvat, Ze dd pfednost
smési vysledkt o’ a " jak pfed vysledkem @', tak pfed vysledkem w”, nebof takovd
smés fakticky znamend, Ze po provedeni ndhodného pokusu nastane bud pravé vy-
sledek ' nebo vysledek w”. JeZto ptedpokldddme, Ze A # 0, nastane vysledek w”
v dlouhé sérii pokustt v kladném procentu p¥ipadi: protoZe podle pfedpokiadu pre-
feruje hrdd i vysledek ' proti ®”, nelze oGekdvat ani to, Ze hrd¢ je indiferentni mezi
o’ asmésiio’ + (1 — 1) "

Tim jsme ukazali, Ze se pfi raciondlnim hodnoceni vysledkl nemiize vyskytnout prvni pfipad
v (5.5). Zcela analogicky zdGvodniime, Ze raciondlni hodnoceni neni slucitelné ani s druhym pii-
padem uvedenym v (5.5). Je-li tedy hrac i racionélni, mfiZe nastat jenom pfipad (5.6).

Prejdéme nyni k vySetfovani tfi smiSenych vysledki. Vyloudime-li pfipady indi-
ference mezi nékterymi z nich, které se redukuji bud na prdave prozkoumany pfipad
dvojice vysledk@ nebo na indiferenci mezi vSemi tfemi vysledky, umoZni ndm pre-
ferenéni stupnice U; uspofadat trojici smiSenych vysledki ve Skalu tvaru

(5.7) o 0> 0.

Budeme zkoumat viechny smési krajnich vysledkii v (5.7) pro 0 < 2 < 1 a porov-
ndvat je s prostfednim vysledkem. Mohou nastat tfi navzdjem se vylu€ujici pfipady:
bud

(5.8) o'+ (1 -2 0" >;o proviechna 1, 0<1i<1,
nebo

(5.9) o>l + (1 -4 proviechnal, 0<i<1,
nebo \
(5.10) existuji 1, 4,,0 < A; < 1,0 < 4, < 1, takovd, Ze

o' + (1 =) 0" > 0> o + (1 - 21,)0".

PoloZme napf. A = 0,01. Pti statistické interpretaci pojmu pravdépodobnosti smés
vysledkd 0,010” + 0,99w"” znamend, Ze v dlouhé sérii nezdvislych pokusii nastane
vysledek w” pfiblizné v 99%, pfipadil, kdeZto vysledek @’ jenom v 1% p¥ipadi; pro
A = 0,0001 to bude uZ jenom jedna desetitisicina pfipadd, atd. Podle pfedpokladu
(5.7) hrdé i ostte preferuje vysledek w proti w”: kdyby platilo (5.8), znamenalo by to,
Ze hrdd i slabg preferuje proti w i takové smési vysledkii o’ a @”, pro néZ plati, Ze
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v dlouhé sérii pokusii nastane vysledek o” téme&F vidycky. Z této ivahy vyplyvd, Ze
od raciondlniho hrd€e nelze o&ekdvat zplsob hodnoceni vysledkil, ktery by vedl k p¥i-
padu (5.8). Podobné zjistime, Ze se raciondlni hrd¢ nebude chovat pfi svém hodno-
ceni tak, Ze by vznikl p¥ipad (5.9). TudiZ pro raciondlniho hrdge i musi byt splnéna
podminka (5.10).

Témito vahami jsme vedeni k nasledujict definici. Necht U je systém preferenci
za pfedpokladu, Ze je splnéna podminka (5.4), tedy U je totdlni relace v prostoru smi-
Senych vysledki Qp; kdyZ je systém preferenci U ordindlni a spliiuje poZadavky:

4

(1) je-li 0 > ", pak 0" > Aw' + (1 = " > 0" (0 < 1 < 1);
(2) je-liw" > w > w”, pak pro n&kterou dvojici 4,, 4, ¢isel leZicich mezi 0 a 1 plati,

~

e
o'+ (1 =)o > o> o +(1 - i),

pro kteroukoli trojici smiSenych vysledkti w, ', ", potom U nazyvdme kardindlnt
systém preferenci; pfitom symbol w, > w, znamend, Ze plati wUw, a neplati
w,Uw, (@, 0, € Q). Misto kardindlni systém preferenci se také ¥ikd kardindlni
preferencni stupnice. Je-li U, pro dané i e I kardindlni systém preferenci, pravime, Ze
hrd¢ i md kardindlni preferencni stupnici.

Tedy hrd¢ i md kardindlni preferenéni stupnici, kdyZ je splnén vztah (5.4) a kdyz
U, je preferenéni stupnice, kterd vyhovuje podmince (5.6) pro 0 < 4 < 1 a spliiuje
podminku (5.10) za predpokladu, Ze plati (5.7). Strategickou hru, v niZ md kazdy
hrd¢ kardindlni preferenéni stupnici, budeme nazyvat hra s kardindlnimi preferen-
cemi.

Jestlize hrdé i md v dané strategické hie kardindlni preferenéni stupnici, potom jiz
plati, Ze lze ke kaZdému smiSenému vysledku w, ktery leZi mezi dvéma smiSenymi
vysledky @ a ®” ve smyslu preferenénich vztahi (5.7), najit &islo A leZici mezi O a 1,
pro které plati vztah indiference

(5.11) o'+ (1-No" ~ 0.

Tato dileZitd vlastnost kardindlniho systému preferenci je diisledkem vlastnosti (1)
a (2). Plati totiz

Teorém, Jestlize U je kardindlni systém preferenci, potom

(3) kdyz o' > 0 > 0" (we Qg o' € Qy, 0" € Qg), pak pro nékteré 1,0 < 1 < 1,
plati, Ze ‘ )

'+ (1= ~o,

kde symbol > md ty% smysl jako v ho¥ejsi definici a kde vztah w, ~ w, znamend,
Ze soucasné plati ©,Uw, a w,Uw, (0, @, € Q).
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Obrdcené, je-li U preferencni stupnice v prostoru smisenych vysledkii Qy, kterd
splituje poZadavky (1) a (3), pak rovné? spliuje podminku (2), co? znamend, Ze U je
kardindlni systém preferenci.

Tudiz hra€ i md v dané hie kardindlni preferenéni stupnici, kdyZ a jen kdyZ plati
(5.4) a U, je preferenéni stupnice, kterd vyhovuje podmince (5.6) pro vSechna A,
0 < 4 < 1, a spliuje podminku (5.11) za pfedpokladu, Ze plati (5.7), pro n&které A
(0 < 4 < 1) zdvislé na w.

Své vySetfovdni jsme zdsadné omezili jenom na koneéné strategické hry, coZ spe-
cidln& znamend, Ze prostor elementdrnich vysledk E je koneény. Vyjdéme z pied-
pokladu, Ze U, je kardindlni preferen¢ni stupnice hrdge i. Potom za prvé existuje
elementdrni vysledek e’ takovy, Ze e >, e pro kaZdé e e E, za druhé existuje elemen-
tarni vysledek e” takovy, Ze ¢” ii e pro kazdé e € E, coz oboji plyne z konecnosti
prostoru E, a za tfeti plati
(5.12) e >, w>, ¢ prokaidé weQp.

Posledni fakt je disledkem vlastnosti (3) kardindlniho systému preferenci, nebot pak
pro ka’dé e € E lze najit 4, takové, Ze

fiA

e~ de +(1—2)e", 024 1,

takZe s pouZitim vyjddfeni (4.14) dostaneme, Ze

o~ (Tl )¢ + (Tol - 2)e

ecE

Klademe-li

(5.13) Ao =Y A, e),

ecE
muZeme predchdzejici vztah pFepsat ve tvar
(5.14) O~ dpe + (1= 2,)e, 051,51

z ného? plynou preferenéni relace (5.12) podle vlastnosti (1) kardinality preferenci.

V na¥i uvaze jsme mleky pouZili ndsledujici vlastnosti kardindlni preferenéni stup-
nice hrdde i: kdyZ @; ~; 0,, 0] ~; w5, 0 £ 1 £ 1, pak

oy + (1= Noy ~ o, + (1 — 1) o;.

Obecnéji plati za pfedpokladu kardmahty preferenci tvrzeni: kdyZ w; >; ,,
wy >0, 0= 1 =1, pak

Aoy + (1= Do} 7 dw, + (1 — 2) 0.
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Obg vyslovené vlastnosti 1ze ihned rozsifit na smési vétsiho poctu vysledku. Lze také
snadno ukdzat, Ze v (5.10) musi &isla 4, a A, spliiovat za danych pfedpokladd ne-
rovnost 4; > 4,.

Didle snadno z vlastnosti kardindlnich preferenénich stupnic dedukujeme, Ze ve
vztahu (5.11) je &islo 4 uréeno jednoznadng, a tudiz &islo 4, musi byt vztahem (5.14)
rovnéZ jednoznaén& ureno, a to i kdyz.v (5.14) nahradime e’ a e” vysledky s nimi
indiferentnimi. Tim dospivame k zdvéru, Ze ke kaZdému smiSenému vysledku w
existuje prdvé jedno &islo 4, pro které plati relace (5.14), ptiemz jest

Ao, > Aoy s kdyZajenkdyZz o, >, w,,

Ao, = *u,, kdyZajenkdyZ w, ~;w,

pro kterékoli dva smiSené vysledky w, a w,.
Utitek

Systém preferenci uritého hrdde v dané konfliktni situaci vyjadiuje kvalitationi
hodnoceni vysledkii ze subjektivniho hlediska tohoto hrdée. PoloZme si otdzku, zda
vibec a za jakych podminek miiZe hrdé piejit od kvalitativniho hodnoceni vysledki
k hodnoceni kvantitativnimu. Mé-li hra¢ representovat systém svych osobnich pre-
ferenci kvantitativng, znamend to, Ze musi pfifadit kaZdému relevantnimu vysledku
islo, které numericky ohodnocuje jeho preference v tom smyslu, Ze Zddangj§imu
vysledku pfifazuje vy hodnotu, kdeZto vysledku méné Zddoucimu prifazuje hod-
notu nizsi.

Je-li v dané strategické hie U, pro i € [ systém preferenci hrdce i, plyne z pfedchi-
zejici Givahy, Ze kvantitativni representace systému preferenci U; bude vyjddfena &i-
selnou funkci, oznaéme ji u;, kterd pfifazuje kazdému vysledku w z prostoru Q rediné
&islo uj(w) takovym zplsobem, aby byla splnéna podminka:

(5.15) ufw) > ufw), kdyzajenkdyz o>, o

pro w, o' € Q. Viimnéme si, ze funkce u; bude mit v dasledku platnosti podminky
(5.15) jiz také dalsi Zddouci vlastnost, Ze pro w, o' € Q

“i(a’) = ui(w') , kdyZajenkdy? o~ 0.

Vratme se k otdzce, je-li takovy kvantitativni popis systému preferenci, charakteri-
sovany vlastnosti (5.15), opravdu moZny. Ugitime pfedpoklad, Ze systém preferenci
U; obsahuje cyklus typu (5.2). Kdyby existovala funkce u; s vlastnosti (5.15), obdrZeli
bychom podle (5.2) soustavu nerovnosti

u0W) > u0?®) > uf0®) > uf0®),
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které v sob& obsahuji spor: neni tedy v tomto pfipad& kvantitativni representace sy-
stému preferenci mozZnd. Odtud soudime, Ze nutnym poZadavkem k tomu, aby byl
kvantitativni popis systému preferenci viibec mozny, je ordinalita systému preferenci.
Reknéme viak hned, Ze skutednost, Ze hrdé md preferenéni stupnici, nikterak nezarudi
existenci kvantitativni representace v hofejsim smyslu.

Vy3etfime proto nejprve specidlni pfipad, kdy se prostor vysledkt skldadd pravé ze
viech elementdrnich vysledkii: Q = E. Snadno se pfesvédéime, Ze v takovém piipadé
vzdycky existuje kvantitativni popis u; preferenéni stupnice U, hrdce i (i € I) spliiujici
podminku (5.15). Napf. kdyZ prostor E je ddn vy&tem svych prvki podle (4.11), kde
|E| = k, pfi¢emZ tyto prvky tvoii $kdlu tvaru (5.3), potom staci poloZit

ufe)=4;, j=1,2,..,k,

kde 4; jsou libovoln€ zvolend redlnd &isla, kterd oviem musi vyhovovat zfejmym
poZadavklim, aby totiZ

(5.16) M2 A2 A,
piicem? A, =4,, kdyZajenkdyZ e; ~;¢ (j,1=1,2,...,k).

Obecnéji lze fici, Ze kvantitativni representace existuje pro jakoukoli preferenéni
stupnici, je-li prostor vysledkii koneény. Neni-li prostor vysledk koneény, nelze
otdzku existence obecné zodpovédét. Existuje-li v8ak aspoi jeden kvantitativni popis u;
preferenéni stupnice U; hrd€e i v prostoru vysledkd @ spliiujici poZadavky (5.15),
pak jich oviem existuje nekoneén& mnoho: kdyZ f je nékterd rostouci redlnd funkce
jedné redlné promeénné, pak také funkce u; definovand vztahem

(5.17) ui(w) = fufw), we,
Jje rovnéZ kvantitativni popis preferenéni stupnice U,;.

Pozndmka. Piipomeiime, Ze redlna funkce jedné redlné proménné je definovéana jako zobrazeni
mnoZiny R! do sebe, kde R! oznaduje mnozinu viech redlnych &isel (srovn. oznadeni R*¥zavedend
v pfedchazejici kapitole). Realna funkce jedné redlné proménné, oznaéme ji symbolem f, je
rostouci, kdyZ plati, Ze f(x1) > f(x,) pro x; > x,; x4, X € R,

Budeme nyni bliZe studovat pfipad, kdy prostor vysledkt Q neni koneény, takze
nutn& obsahuje neelementdrni vysledky, které tedy vzniknou podle (4.14) smiSenim
elementdrnich vysledkti. Pro jednoduchost pfedpokiddejme, Ze neelementdrni vy-
sledek o leZici v prostoru @ je smé&si elementdrnich vysledkl e; a e,, tedy

(5.18) o=1e +(1—2A)e,

pro nékteré 4,0 < A < 1. Vime, Ze smileny vysledek w lze interpretovat jako ndhodny
pokus, ktery v dlouhé sérii opakovdni d4 vysledek e, p¥iblizn& v 1001%, pfipadil a vy~
sledek e, v 100(1 — )% pfipadd. Predpoklddejme, %e preferendni stupnici daného
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hrdde i lze kvantitativné representovat ve smyslu podminky (5.15) a Ze u; je n€ktery
kvantitativni popis preferenéni stupnice U,. Potom muliZzeme tvrdit, Ze v dlouhé sérii
opakovani ndhodného pokusu charakterisovaného smienym vysledkem o je hodno-
cen dosaZeny vysledek pokusu &islem u(e,) pfiblizn& v 1001% p¥ipadd a &islem
ufe,) v 100(1 — 2) % piipadf; pfitom ndhodny pokus sdm je ohodnocen &slem
u{w). Ptdme se, zdali je mezi uvedenymi tfemi &isly n&akd souvislost.

Tato otdzka uzce souvisi s problémem kvantitativniho hodnoceni vysledkt v sérii sehranych
partii jedné a téZe strategické hry. Pfipustme, e hrag i sehraje dvé po sobé jdouci partie dané hry.
Je-li vysledek prvni partie @, a vysledek druhé partie w,, pak podle nafeho pedpokladu bude
vysledek prvni partic hrd€em i numericky ohodnocen ¢&islem w,(w,) a vysledek druhé partie
gislem u(w,). Vznikd problém, zda hra¢ i smi hodnotit celkovy vysledek z obou partii souctem
u(ewq) + uw,). Odpovéd je, jak hned prozradime, pro celou fadu typl preferenénich stupnic
negativni; je-li odpovéd positivni pro dany kvantitativni popis u;, miZe byt negativni pro jiny
kvantitativni popis téZe preferenénf stupnice, jak nahlédneme ze vztahu (5.17), resp. jak uvidime
v dal§im.

Obratme otdzku a hledejme podminky, za nichZ je souétovy zphsob celkového
hodnoceni vysledkit z vice partif pfipustny. Vyjdéme z piedpokladu, Ze hrd¢ i hod-
noti celkovy vysledek z N po sobé jdoucich partii, z nichz j-td konéi vysledkem
w;eQ(j=1,2,...,N), tslem

ufw;) + ufw;) + ... + ufwy).

Aplikujeme-li tento princip hodnoceni na sérii N opakovédni ndhodného pokusu vy-
jadfeného vztahem (5.18), pak pro velké N bude podle pfedchdzejicich Gvah celkovy
vysledek ohodnocen Eislem pfiblizné rovnym souétu

INufe) + (1 — ) Nuge,),

a to, jak plyne ze zdkona velkych ¢isel, tim presnéji, éim je N v&t§i. Na druhé strang
u ,(w) pfedstavuje hodnoceni vysledku w, a tedy v sérii N po sobé jdoucich partii,
z nichZ kazd4d skondi smiSenym vysledkem «, bude hrd¢ i hodnotit podle souétového
principu celkovy vysledek &islem N u(w). Dostaneme tak, Ze pro velkd N musi platit
pfiblizné rovnost

Nufw) = N(Augfe,) + (1 — 2 ufe,)).

Podle zdkona velkych &isel s N rostoucim neomezené pfejde tato pfibliznd rovnost
po vykrdceni éislem N ve striktni rovnost

(5.19) ufw) = Aufe;)) + (1 — Hufe,).

Z hoftejsiho pfedpokladu o aditivnim hodnoceni jsme tedy dospéli k zdvéru, Ze kvan-
titativni popis u; systému preferenci U; musi spliiovat rovnost (5.19): kdyZ ji nespliiuje,
pak hrd€ i neni oprdvn&n hodnotit po sob& jdouci vysledky z opakovanych partii
soudtove. :
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Ucitime piedpoklad, Ze je splnéna podminka (5.4): pro danou hru leZi kaZzdy smi-
Seny vysledek v prostoru vysledki. Z pfedpokladu o souctovém zpiisobu celkového
hodnoceni vysledkit po sobé€ jdoucich partii dané hry lze pak odvodit zcela stejnym

vevr

postupem platnost obecnéjSiho vztahu
(5.20) udo; + (1 — ) 0,) = ufo,) + (1 — 2) ufw,)

pro kteroukoli dvojici w,, w, smiSenych vysledk a pro0 £ 4 £ 1.

Predchdzejicimi uvahami jsme vedeni k této obecné definici: Je-li U systém pre-
ferenci v prostoru smifenych vysledkit Q; a je-li u funkce p¥ifazujici kaZzdému smi-
Senému vysledku w redlné Cislo u(w), kterd pro w,, w, € Qg vyhovuje poZzadavkiim

(1) u(w,) > u(w,), kdyz a jen kdyz w, > w,;
(2) pro kazdé 1,0 < A < 1, plati rovnost

u(Awy + (1 = D) w,) = Lu(w,) + (1 — 2) u(w,),

potom u nazyvame uZitkovd funkce pro systém prefererenci U. UZitkovd funkce pro
systém preferenci U, hrdge i (i eI) v dané strategické he se nazyvd struén&ji uZitkovd
funkce hrdée i. UZitkovd funkce hrade i je tedy takové zobrazeni u; prostoru Qg do
prostoru redlnych &isel R*, které spliiuje podminky (5.15) a (5.20) pro jakékoli smi-
Sené vysledky o, o', w;, w,apro0 £ 2 £ 1.

Hodnotu u;(w) uZitkové funkce u; hrade i pro smiseny vysledek o interpretujeme jako uZitek,

ktery hraci i pfindsi dosazeni vysledku w. Vlastnost (5.15) uzitkové funkce zachycuje skute¢nost,
7e uZitek representuje kvantitativné hrdlovy preference. Vlastnost (5.20) uzZitkové funkce je
z hlediska statistické interpretace pravdépodobnosti jenom odliSnym vyjaddienim poZadavku,
aby celkovy uzitek z vysledkli dosaZenych v sérii partii dané hry bylsouétem jednotlivych uZitk@
docilenych v kazdé partii zv1ast; jinak fe¢eno,rovnost (5.20) je pravdépodobnostnim vyjddrenim
toho, ze uzitek je aditivni veliéina.

Z rovnosti (5.20) Ize odvodit vztah znan& obecn&i: Je-li A rozloZeni pravdé-
podobnosti na koneéné neprdzdné mnoziné€ B a je-li {co,,} pep jednoparametrovd sou-
stava smiSenych vysledkil, pak pro smiSeni této soustavy podle daného rozloZeni
plati rovnost

(5.21) ”i(ﬁ;j(ﬁ) wg) = EBX(/;) uoy) ;

srovn. (4.13). Jako specidlni pfipad posledniho vztahu dostaneme podle (4.14)
rovnost

(5.22) ‘ ufw) =Y wle)ufe), weQg.

ecE

Z této rovnosti ihned vyplyvad duleZity fakt, Ze uZitkovd funkce je jednozna&né& uréena
jiZ svymi hodnotami na prostoru elementdrnich vysledkii: zndme-li hodnotu uZitkové
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funkce pro kazdy elementdrni vysledek, vypocteme jeji hodnotu pro libovolny smi-
Seny vysledek podle formule (5.22).

Pozndmka. Je-li (X, p) konecny pravdépodobnostai prostor a je-li f ¢iselnd funkce na mnozi-
né X, nazyva se &islo 3 xex p(x) f(x) stiedni hodnota funkce f,

Znadi-li u} redukei uZitkové funkce u; na prostor elementdrnich vysledki E, tj. u}
zobrazuje prostor E do prostoru R! tak, Ze u’j(e) = u,(e) pro e e E, pak pro w € @
vztah (5.22) vyjadiuje, Ze Cislo u(w) je stfedni hodnota funkce u} na pravddpodob-
nostnim prostoru (E, w). Vztah (5.22) se proto nazyvé hypotéza o stfednim uZitku.
ProtoZe viechny tfi vztahy (5.20), (5.21) a (5.22) jsou navzdjem ekvivalentni, je zvy-
kem kterykoli z nich nazyvat hypotézou o stfednim uZitku. Shrnujeme tedy, Ze kvan-
titativni representace systému preferenci pfedstavuje uZitkovou funkci, kdyZ a jen
kdyZ splituje hypotézu o stfednim uZitku.

Piedpokladejme nyni, Ze v dané hie lze pro hrdce i najit uZitkovou funkci u,, tj.
takovy kvantitativni popis jeho systému preferenci, ktery vyhovuje hypotéze o stied-
nim vZitku. Jak vime, musi byt systém preferenci U, hrdce i nutné ordindlni. Rozbo-
rem vztahu (5.20) se miZeme piesvédiit, Ze za nafeho pfedpokladu musi byt systém
preferenci U; nutné kardindlni. Jinymi slovy, kdyZ ve strategické hie existuje uzitkovd
funkce hrdce i, je systém preferenci hrdce i kardindlni. TudiZ kardinalita systému
preferenci je nutnym pfedpokladem existence uZitkové funkce. Nemd-li hrd¢ kardi-
ndlni systém preferenci, neni oprdvnén numericky hodnotit vysledek ze série sehra-
nych partii souctové pro zddny kvantitativni popis své preferencni stupnice, i kdyZ
takové kvantitativni representace existuji.

Ukazuje se viak, Ze kardinalita systému preferenci predstavuje také postadujici
podminku pro existenci uZitkové funkce:

Teorém. Nechr U je kardindini systém preferenci. Potom existuje aspor jedna
ufitkovd funkce pro systém preferenci U. Jsou-li u'® a u'® uZitkové funkce pro
systém preferenci U, pak lze najit redlnd ¢isla o > 0 a P takovd, Ze plati rovnost

uP(w) = cuD(w) + f, weQg.

Obrdcené, je-li u'V ufitkovd funkce pro systém preferencti U, pak pro jakékoli redlné
éislo « > 0 a pro libovolné redlné éislo P je funkce u'? definovand predchdzejict
rovnosti rovné? uZitkovd funkce pro systém preferenci U.

TudiZ z pfedpokladu, Ze dany hrd¢ i m4 kardindlni preferenéni stupnici, jiz vyply-
vd, Ze jiz md také uZitkovou funkci. Jsou-li u¢? a u!® uzitkové funkce hrdde i, pak
podle hofejsiho teorému nutné plati pro nékteré o« > 0 a f redlné, rovnost

(5.23) uP(0) = auP(w) + f, wel.

rowr

Je-li u; vZitkovd funkce hrédde i, pak podle teorému kaZzd4 &iselnd funkce na prostoru
Qg, kterd patii do t¥idy funkci symbolicky vyjddiené zdpisem

(5.24) {ou; + B :o > 0, Bredlné},
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pfedstavuje rovn€Z uZitkovou funkci hrdge i. Podle (5.23) to znamend, Ze (5.24)
representuje tfidu vSech uzitkovych funkei hréce i.

Poznamenejme, 7e kdyZz F oznafuje tfidu viech rostoucich redlnych funkci jedné redlné pro-
ménné, pak symbol

{fu():feF}

piedstavuje tfidu v8ech &iselnych funkci na prostoru smifenych vysledkd, které spliiuji podminku
tvaru (5.15), a tedy které mohou vystupovat jako kvantitativni popis systému preferenci hrace i;
srovn. (5.17). TudiZ m4-li hra¢ kardindlni preferenéni stupnici, vZdy existuje jeji kvantitativni
representace; z nekonedného poétu téchto representaci jsou jenom nékteré aditivnimi veli¢inami
ve smyslu rovnosti (5.20), tj. jenom nékteré jsou uZitkovymi funkcemi.

Pozndmka. KdyZ g je zobrazeni mnoZziny X do mnoZiny Y a fzobrazeni mnoZiny Y do mnozi-
ny M, pak symbol f(g(.)) oznaduje zobrazeni mnoziny X do mnoZiny M definované vztahem
fg()) (x) = f(g(x)) pro x € X. PiSeme vSak au; -+ B misto au;(.) + B Misto mnoZina funkci se
fika Cast&ji tfida funkci.

Tvrzeni o existenci uZitkové funkce hrédde i, ktery md kardinalni preferenéni stup-
nici (coZz’ je obsah prvni &dsti shora uvedeného teorému), 1ze dokdzat s pomoci vztahu
(5.14), ktery jsme odvodili v pfedchdzejicim paragrafu o kardindlnich preferencich:
stall poloZit

ufw) =4, pro weQ;

pfitom 2,, je definovdno rovnici (5.13), v niZ 4, maji dfive uvedeny vyznam. Pro takto
definovanou funkei u; je moZno ukdzat, Ze spliiuje vedle podminky (5.15) hypotézu
o stfednim uZitku, a tedy p¥edstavuje uZitkovou funkci hrdce i.

Kvantitativni representaci systému preferenci ve smyslu podminky (5.15) Fikaji néktefi autoti
ordindlni uZitkovd funkce. Spliiuje-li takova representace hypotézu stfednfho uZitku, nazyva se
pak uritéji kardinglni uzitkova funkce. V tomto pojednini budeme pod pojmem uzitkové funkce
vidycky rozumét kardinélni uZitkovou funkci, tj. funkci vyhovujici hypotéze o stiednim uZitku.

Ze vztahu (5.23) usoudime, Ze hrd¢ i md kardindlni preferendni stupnici, kdyZ a jen
kdyZ je schopen numericky vyjddfit pro kteroukoli Stvefici smiSenych vysledkl w;,
Wy, W3, Wy, kolikrdt vét¥l je pfirGstek uZitku, ktery mu pfiinese vysledek @, navic
proti vysledku o, (rozumi se positivni nebo negativni piiriistek), nez prirtstek uZitku,
ktery mu pfinese vysledek w, proti vysledku w,. Jsou-li totiz u{" a u{® uZitkové
funkce hra&e i, plati podle (5.23) rovnost

uf ) — ui@,) _ ui(s) — uiw,)

u{wy) — u{(w;) B uP(w,) — uiP(ws) '

Tyto podily jsou tedy jiz nezdvislé na zvolené uZitkové funkci.

MozZnost udat velikost p¥iriistkt uZitku odpovidd volbé jednotky méfeni uZitku
a moZnost udat hodnoty uZitku odpovidd navic volbé poldtku, od néhoZ uZitek
méfime, Podle toho fikdme, Ze uZitek vysledku hraCe s kardindlnimi preferencemi
je jednozna&n& uréen volbou jednotky a poddtku méfeni uZitku.
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Matematicky vyjddieno, m4-li hrda¢ i kardindlni preferenéni stupnici, pak ke kazdé
dvojici redlnych &isel 1! a 4u'®, kde 4u'® > 0, lze najit pravé jednu uZitkovou
funkci u; hrdce i, kterd vyhovuje podminkdm (tzv. po&dtednim)

(5.25) ufeld) = ul®, u el =ul® + 4u(” (iel),

kde elementdrni vysledky ) a el jsou aZ na indiferenci jednoznaéné uréeny po-
Zadavkem, aby platilo

(5.26) el e el prokazdé weQp;

posledni preferenéni relace jsou v jiném znadeni p¥epsané vztahy (5.12). Viimnéme
si, Ze islo u!® predstavuje minimdlni uZitek, kterého hraé i ve hfe dosdhne, kdezto
&islo 4u'® vyjadtuje maximdlni dosazitelny p¥iristek uZitku.

Je-li prostor elementdrnich vysledkii E ddn vyétem svych prvki podle (4.11), které
tvo¥i $kdlu (5.3) ve smyslu preferenci hrdde i (|E| = k), a je-li u; uZitkovd funkce
hrdde i, polozme pro

(5.27) g = de) =uled oy,
ui(el) ui(ek)

pfitom pfedpokldddme, Ze e, > e, Cisla A, zfejmé& spliiuji podminky (5.16), pfitemz
Ay =1, 4, = 0, a podle hofejsi dvahy jsou zdrovei nezdvisld na zvolené uZitkové
funkciu,. Touto k-tici &isel 4, (j = 1, 2, ..., k) a libovoIn& danou dvojici u{” a 4u{® >
> 0 je urena prdavé jedna uzitkova funkce hrdde i. Jeji hodnotu vypolteme pro
kterykoli elementdrni vysledek e; € E z rovnic (5.27) a (5.25), kde klademe podle
(5.3) e, = e, a e}, = e,, kdeZto hodnotu pro libovolny smiSeny vysledek w vy-
podteme podle hypotézy o stfednim uZitku, tj. z rovnice (5.22). Ve smyslu podminky
(5.15) je tedy uvedenou k-tici &isel 4; uréena jednoznaén& preferendni stupnice hréde i.

Priklad. Ve hie v Sachy oznaCme e, vyhru bilého, e, remisu a e; prohru bilého.
Preferencni stupnice bilého v prostoru elementdrnich vysledkl je vyjddiena prefe-
renénimi relacemi

e > ey > ey,

Pfedpokldddme-li, Ze bily je raciondlni hrd¢, znamend to podle pfedchdzejicich tivah,
Ze je schopen srovndvat piirfistky uZitku. Oceni-li p¥iriistek uvZitku p¥i pfechodu od
e; k e, a-krdt vice nez pfirGstek uZitku p¥i pfechodu od e, k e,, coZ odpovidd ve
smyslu vztahi (5.27) trojici &isel

A’l=1’ ).2:- ) }43:0,
1+«

a zvoli-li jako poddtek mé&Feni uZitku uZitek spojeny s vysledkem e; a jako jednotku
méfeni uZitku p¥irtastek uZitku vznikajici pfi pfechodu od e, k e, coZ odpovidd volbé
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po¢dtecnich podminek danych dvojici 0 a 1, dostane pravé jednu uZitkovou funkei,
oznatme ji u®, jejiz hodnoty vypo&tené z rovnic (5.27), (5.25) a (5.22) jsou ddny
formuli

uw) = wle,) + 1—{— w(e;) pro weQp; spec. ue))=4;, j=1,2,3.
a

Ve smyslu podminky (5.15) je uZitkovou funkci 4@ jednozna&n& uréena preferenéni
stupnice bilého, kterou oznadime U™, KaZd4 kardindlni preferenéni stupnice U bilého
v prostoru smiSenych vysledki, kterd zachovdvd ptirozené preference bilého v pro-
storu elementdrnich vysledkit E = {e,, e,, e;}, odpovidd prdvé jednomu kladnému
redinému &islu « tak, Ze plati U = U™, a obrdcens.

Cislo > 0 charakterisuje subjektivni nazor bilého p¥i porovnavani obou po sobé jdoucich
prirtistki uzitku, od prohry k remise a od remisy k vyhfe. P¥ipad « = 1, ktery vede pro elementarni
vysledky k uzitkové funkci odpovidajici obvyklému hodnoceni vysledk partii v turnajové praxi,
vyjadiuje symetrickou roli, kterou maji bily a ¢erny pfi hodnoceni vysledkti: pfechod od remisy
k vyhie Cerného srovndn s pfechodem od remisy k vyhfe bilého je hodnocen co do absolutni
velikosti stejné.

Zakladai postulat racionality

Jiz jsme nékolikrdt zdliraznili, Ze pfedpoklad o racionalité nidastnika konfliktni
situace znamend, Ze je takovy ucastnik schopen viestranného rozboru konfliktni
situace. To v prvni fad€ vyZzaduje, aby byl schopen vymezit v§echny zdkladni udaje
o konfliktn{ situaci a tim do ni proniknout. Jak jsme jiZ fekli, budeme pievainé stu-
dovat takové konfliktni situace, jejichZ vSechny uastniky miZeme povaZovat za
raciondlni. Zdkladni poZadavek na racionalitu ucastnikii konfliktni situace, o némz
jsme se pravé zminili, vyslovime proto ve vztahu ke v8em hrddiim, a to jako zdakladni
postulat o racionalité, z néhoZ budeme pfi rozboru strategickych her napfisté vy-
chdzet.

Postuldt o znalosti hry: Kazdy hrd¢ znd vechny udaje o dané strategické hie, coz
vyzaduje

(1) dplnou znalost objektivni base hry: v ni vystupuji jako zdkladni daje mnoZina
hrdéh, prostor elementdrnich vysledkl resp. prostor smiSenych vysledkt a pravidla
hry; v dtsledku toho kazdy hra¢ znd viechny strategie své a ostatnich hrd¢a a pfi-
padné vSechny stavy p¥irody vletn& normalisované vysledkové funkce, af neelemen-
tarni nebo pripadné i elementdrni;

(2) uplnou znalost subjektivni base hry: subjektivni base obsahuje kardindlni
preferencni stupnice vSech hraca (racionalita v hodnoceni); tudiZ kaZdy hrd¢ znd
také (a) svou uZitkovou funkei; (b) uZitkové funkce viech ostatnich hrddt — p¥itom
se nepfedpokladd, Ze hrda¢ znd jednotku a poddtek méfeni uzitku u svych spoluhraéi;
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(3) sprdvnou interpretaci viech dat, a to interpretaci objektivni base a zvldsté
pravidel hry podle principu realisace hry a interpretaci subjektivni base tj. prefe-
renéni stupnice kaZzdého hréce podle principu motivace jedndni.

Postuldt o znalosti hry neni ov§em souddsti matematické teorie strategickych her,
ale pfedstavuje vychodisko, o néZ se opirdme pfi rozboru konfliktnich situaci matema-
tickymi prostfedky a které dopliiujeme dal§imi postuldty racionality, jimiZz motivu-
jeme zavddéni pojmi slouZicich k popisu raciondlniho jedndni.

Viimneme si zakladniho postuldtu o racionalité hra¢h trochu bliZe: tento postulat predstavuje
jenom schéma, které je tfeba podrobnéji vysvétlit, aby bylo pojeti znalosti hry spravné chapano.
Ve smyslu tohoto postulatu si pfedstavujeme, Ze kazdy ucastnik konfliktni situace provede jesté
pfed zapodetim konfliktu dukladnou analysu, pfi niZ vyvodi viechny zdvaZné faktory, které pfi
dals§im rozboru konfliktni situace budou hrat zakladni roli. Tim kazdy hrd¢ dospéje nejprve
k objektivni basi hry v rozvinutém tvaru (I, E, Hxy), kde IT,xs 0znaduje pravidla hry v rozvinutém
(tj. extensivnim) tvaru, tedy pétici (4.46). O racionalnim hra¢i pfedpokladame, Ze je schopen
provést normalisaci hry. Piedeviim umi najit viechny strategie jak pro viechny hrice, tak i pro
pfirodu jako pseudohrade; slova ,,umi najit* musime chapat ¢asto jenom v tom smyslu, Ze analy-
sujici hra¢ dovede alespofi popsat algoritmus, ktery vede k vytvofeni seznamu viech strategii,
aniZ se nékterd opomene — tento algoritmus je oviem nepfimo ddn formdlni definici rozvinuté
strategie, nebof jde o konetné hry.

Racionalni hra¢ je tudiz schopen piejit k objektivni basi hry v pfednormdinim tvaru (I, E, Heiem),
kde symbol H;je;m 0znaduje pravidla hry s ndhodovymi faktory dané trojici (4.21) obsahujici
normalisovanou elementdrni vysledkovou funkci. Odvozeni pravidel ITeiem z pravidel flex,
vyzaduje na analysujicim hrac¢i schopnost pravdépodobnostniho rozboru: jiz sim pravdépodob-
nostni popis ndhodovych tahi v pravidiech IT.4, leckdy pfedpoklada statistické uvahy a pfipadné
i pouziti metod statistického rozhodovéani k odhadu elementarnich pravdépodobnosti. Efektivni
znalosti pravdépodobnosti jednotlivych stavli vagj§ich pcdminek miZe byt nékdy dosaZeno jenom
velmi pracnymi vypoéty podie formule (4.56).

Dopliime si, Ze strategickd hra dand &tvefici (4.3), jejiZ objektivni base je vyjddfena
trojici tvaru (4.29), byvd nazyvdna hra s elementdrnimi vysledky. Tedy EtveFice (4.3)
je podle kapitoly 4 hra s elementdrnimi vysledky, kdyz bud II = M,,,, nebo IT =
= Hem; sTOVN. také podminku (4.38) resp. (4.39) a vztah (4.55). Strategickd hra
s elementdrnimi vysledky tudiZ piedstavuje takovy model konfliktn{ situace, v némz
jsou viechny aposteriorné mozné, tj. ryzi vysledky elementdrni. Jsou to hry v roz-
vinutém tvaru a hry s ndhodovymi faktory, kdeZto hry v normdlaim tvaru maji ryzi
vysledky obecné smigené.

RozloZeni pravdépodobnosti na prostoru stavi pfirody indukuje pro kaZdy vektor strategii
podle (4.33) rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru elementdrnich vysledkd, tj. ryzi smiSeny
vysledek. Tim je dokon&ena normalisace hry, jejiz objektivni basi dostaneme v normalisovaném
tvaru (1, g, Hporm), kde Tyorm jsoupravidla formilné nejjednodusiiho tvaru (1.4). Pfitom prostor
smiSenych vysledkil je jednoznagng uréen prostorem E a simplexem S® podle (4.17), pfidemsz
k= |E|.

Nase Gvahy miizeme shrnout, Ze znalost objektivni base, kterou podle vysloveného postuldtu
mé kazdy raciondlni hrd¢, znamend pro danou konfliktni situaci provést rozbor, v n€émz hrag
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vymezi své spoluhrace, charakterisuje determinované vysledky z hlediska cile vySetfovani a zjisti
pravidla hry v rozvinutém tvaru, kterda pfevede nejprve na ptednormdlni tvar a pak na normali-
sovany tvar.

Pfi hofejsim vykladu postulatu o znalosti hry vychdzime z rozvinutého tvaru, po-
névadz tento postup odpovidd obvyklé aplikaci teorie. Postuldt se viak vztahuje na
jakékoli hry, a tedy i na hry v nerozvinutém tvaru. Za strategické hry v nerozvinutém
tvaru povazujeme ex definitione hry s nahodovymi faktory a hry v normalnim tvaru.
Hry v nerozvinutém tvaru se tak t¥idi na hry s elementdrnimi vysledky, tj. hry, z nichZ
jesté nebyly eliminovdny ndhodové faktory a jez se nékdy také nazyvaji hry v pred-
normdlnim tvaru (nazvali jsme je v minulé kapitole hry s ndhodovymi faktory),
a na hry v normdlnim tvaru, z nichZ jsou jiz pfipadné nihodové faktory eliminovdany
tim, Ze jsou zahrnuty do vysledk{l. Jak vime z pfedchdzejici kapitoly, tvofi hry bez
nahodovych faktord specidlni pfipad her v nerozvinutém tvaru s elementdrnimi vy-
sledky, jejichZ pravidla lze vyjddfit v jednodussim tvaru (4.35).

SloZitost vySetfovanych konfliktnich situaci se obrdZi v jejich matematickém mo-
delu jako sloZitost objektivni base strategické hry. SloZitost stoupd nejenom s podtem
hrd&a n = |1}, ale také s potem elementdrnich vysledkd k = |E| & spifie s pogtem
ryzich elementdrnich vysledk |EC’|, nebot vidy nakonec mizeme piedpoklddat,
zv143t je-li to nutné k sniZeni komplikovanosti hry, Ze E = E©, co? zajistime tim,
Ze vylou¢ime z Gvahy aposteriorn€ nemoZné vysledky; srovn. (4.20). Cisla n a k vy-
znaCuji pouze dimensi sloZitosti, vlastni sloZitost strategické hry je ddna po&tem
strategil m; = lAi|, které md kazdy z hrac¢d k disposici (i = 1,2, ..., n). Pro strate-
gickou hru s elementdrnimi vysledky musime vzit v ivahu je§t& podet stavis ptirody
my = IZ l; potom z pfedpokladu E = E® bude plynout nerovnost

k

IA

‘n
I]m:.
i=0

Posledni soudin miZeme povaZovat za islo charakterisujici stuperi sloZitosti strate-
gické hry s elementdrnimi vysledky, nebot vyjadfuje polet doplnénych vektort
strategif, tj. |A+| (srovn. (4.23)), a tim slouZ{ za odhad podtu ryzich elementdrnich
vysledki, ktery podle udinéného predpokladu pfedstavuje dimensi simplexu pravdé-
podobnostnich vektori (srovn. (4.15)) representujicich smiSené vysledky. Stupeii slo-
Zitosti hry v normalnim tvaru charakterisuje soucin

(5.28) mym,...m,, m;=|4] (i=12..,n),

ktery vyjadfuje poCet vektoril strategii, tj. |A|, a tim slouZi jako odhad poétu ryzich
smiSenych vysledkd || (srovn. (4.5)). Vidime tak, e se normalisaci hry, kterd vede
k nahrazeni ryzich elementdrnich vysledkd ryzimi smifenymi vysledky, sniZi jeji slo-
Zitost. Podle (5.28) se hry v normdlnim tvaru t¥idi, zvId§t€ pro p¥ipad n = 2: mluvime
0 hrdch typu m,; X m,.
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Co znamena znalost subjektivni base hry, vyplyva z ivah provedenych na konci pfedchazejiciho
paragrafu o uZitku. KaZdy hra¢ musi pfedeviim sestavit podle svych osobnich preferenci viechny
elementarni vysledky do preferenéni $kdly typu (5.3) a je§té navic CiseIné vyjad¥it pomér pfirtstk
své satisfakce, tj. udat hodnoty (5.27). Tim je stanovena pfi zvoleném podatku a jednotce méieni
jednoznaéné jeho uZitkova funkce, a tedy i jeho kardindlni preferendni stupnice.

Nejndroénéjsi pozadavek, ktery vystupuje v postuldtu o znalosti strategické hry, se tykd toho,
aby kazdy hra¢ znal kardinalni preferenéni stupnice vSech svych spoluhraéd, tj. nejenom jejich
osobni preference pro elementdrni vysledky, nybrz také &iselné poméry (5.27), které urduji uZit-
kovou funkci aZ na poédtek a jednotku méfeni uzitku, jejichZ znalost se nepostuluje. Viimnéme si,
Ze tim o kardindlnich preferenénich stupnicich hra¢h miéky predpokladame, Ze nejsou degenero-
vané v tom smyslu, Ze Zaddny hra¢ neni indiferentni vii¢i viem elementdrnim, a tedy 1 smienym
vysledkiim.

V zasadé€ viak indiferentni hrade z naScho vysetfovani a priori nevyludujeme. Jejich uzitkové
funkce jsou konstantni a pfi rozboru konfliktu ¢ini tito hraci nejvice obtizi, nebof ovliviiuji svymi
zasahy vysledek a jejich jedndni neni ni¢im motivovano. V postuldtu o znalosti hry uvedeny pied-
poklad o interpretaci dat konfliktni situace podle principu motivace jednani zahrnuje totiz v sobé
pozadavek, Ze jednani hra¢d nezavisi na zddném faktoru, ktery neni obsaZen ve formalisovaném
modelu konfliktu (tento poZadavek se nazyva postuldt o nezavislosti na irelevantnich faktorech
a chdpeme ho zde jako soudédst postuldtu o znalosti hry). Tim je Fefeno, Ze v§echny nuance postoje
kazdého hrdée k vysledkam, af jiz vyplyvaji z jeho egoismu nebo naopak z vysoce rozvinutého
stupné etického citéni, jsou jiz beze zbytku zahrnuty do jeho preferenéni stupnice. Bez tohoto
znaéné idealisovaného predpokladu bychom ovSem viibec nemohli pfistoupit k analyse pojmu
rozumného jednant v konfliktnich situacich.

V postulatu o znalosti hry se nepfimo predpoklada, Ze kazdy hra¢ znd svoji uZitkovou funkci
véetné jednotky a pocatku méfeni. Vychdzime pfitom z predstavy, Ze hra¢ srovnava uzitek vy-
sledkt dané konfliktni situace se satisfakci, kterou mu phisobi objekty (napf. pfi ekonomickém
pojetistatky a sluzby) existujici mimo konfliktni situaci, pro néZ v§echny ma svou jednotku méieni
satisfakce (standard). Pfitom je polatek méfeni uzitku vymezen rozhranim mezi kladné a zaporné

pocifovanou satisfakci.

Rekapitulujme tedy, Ze podle zdkladniho postuldtu racionality kazdy hra¢ znd
nakonec strategickou hru v normalisovaném tvaru (1.5) s Q = Qj, ktery jsme uvedli
jiZz v prvni kapitole; jde tu o hru s kardindlnimi preferencemi, které charakterisuji
racionalitu v8ech hradit pfi hodnoceni vysledki. Piedpoklddejme, Ze v dané strate-
gické hie s kardindlnimi preferencemi kazdy hrd¢ zvol jednotku a poddtek méfeni
uzitku. Matematicky tento pfedpoklad znamend, Ze je ddna soustava Ciselnych dvojic

(5.29) {@®, 40} ier

kterd odpovidd volbdm pocdtki a jednotek méfeni uzitkti provedenym jednotlivymi
hrddi. Potom existuje pravé jedna soustava Ciselnych funkci

(5.30) {u}ier Tesp. (ug,uy, ..., u,)

pro I vyjddfené v (1.1), kde u, je pro i eI uZitkovd funkce hrdde i, kterd vyhovuje
pocéteénim podminkdm (5.25) za pfedpokladu (5.26). Jak vime, soustava uZitkovych
funkci (5.30) zcela nahrazuje ve smyslu podminky (5.15) soustavu kardindlnich pre-
feren¢nich stupnic (1.2). TudiZ z postuldtu o znalosti hry plyne, Ze kazdy hra¢ nakonec
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znd strategickou hru ve tvaru &tvetice

(5.31) (I, Qy, {ui}ieb ({Ai}iel’ Q)) )

kde {u;}, je soustava uZitkovych funkei (5.30). Pfitom znalost uZitkovych funkci
znamend pfesnéji znalost poméru

ufw;) — ufw,) e
ufw;) — ufw,) (fel)

pro kazdou &tvefici w,, ©,, w;, @, smifenych vysledki.
Strategicka hra s uZitkovymi funkcemi

V pfedchdzejici diskusi o smyslu zdkladniho postuldtu o znalosti hry jsme zjistili,
Ze kaZdou strategickou hru s kardindlnimi preferencemi lze representovat jako
&tvefici (5.31), kde {u;},; je soustava uZitkovych funkci jednozna¢ng uréend soustavou
Liselnych dvojic (5.29) a poédtenimi podminkami (5.25) spolu s (5.26). Obrdcend
je &tvefict (5.31) jednozna&né urden normalisovany tvar strategické hry s kardindl-
nimi preferencemi podle podminky (5.15) o kvantitativni representaci, kterou je
uzitkové funkci kaZzdého hrdde p¥ifazen prdvé jeden kardindlni systém preferenci.

Smluvime se, Ze kaZdou &iselnou funkei 1 na prostoru smisenych vysledki, kterd
spliiuje vztah
(5.32) ww) =Y ole)u(e), weQ;,

ecE
budeme nazyvat ufitkovou funkef;, vztah (5.32) piedstavuje hypotézu o stfednim
uzitku (srovn. (5.22). Pfifadime-li dané uZitkové funkci u relaci U v prostoru smise-
nych vysledki tim, Ze klademe

(5.33) wUw', kdyZajenkdy? u(w)2 u(w); o, o €,

bude plynout z hypotézy o stfednim uZitku (5.32), Ze U je kardindlni systém pre-
ferenci, pfidemZ u je uzitkovd funkce pro systém preferenci U. Relaci U pfifazenou
dané uzitkové funkci u definici (5.33) nazyvdme systém preferenci indukovany
vZitkovou funkci u.

Ctvefici (5.31), v niZ pro kazdé i e I je u; uZitkovd funkce, tj. Giselnd funkce splitujici
hypotézu o stfednim uZitku (5.22), a v niZ ostatni symboly maji diive uvedeny
vyznam, budeme nazyvat strategickd hra s uZitkovymi funkcemi; p¥itom {u;}s
se nazyvd soustava uZitkovych funkel dané hry. Oznadime-li pro i € I symbolem U;
systém preferenci indukovany uZitkovou funkei u;, miZeme ve &tvefici (5.31) nahradit
soustavu uZitkovych funkci preferenénim schématem {U;},.;, €imZ hru s uZitkovymi
funkcemi pfevedeme na hru v normdlnim tvaru s kardindlnimi preferencemi. Pfi
danych poddteénich podminkdch na uZitkové funkce si tedy normalni tvar hry a tvar
s uZitkovymi funkcemi jednoznaéné€ odpovidaji.
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Rikdme proto, Ze dvé& strategické hry s uZitkovymi funkcemi jsou v podstaté stejné,
kdyZ maji ob& stejnou mnoZinu hrdél, tentyZ prostor smienych vysledkii a stejnd
pravidla hry a li§i se nejvy$e svymi soustavami uZitkovych funkci, z nichZ kaZda
indukuje totéZ preferenéni schéma. Je-li {u;},; soustava uZitkovych funkei v prvni
hie a {u}},; soustava uZitkovych funkci ve druhé hfe, pak podle dfive uvedeného
teorému o uZitkovych funkcich skute¢nost, Ze ob€ hry jsou v podstaté stejné, znamend,
Ze lze najit redlnd &isla o; > 0 a f; (i €[) takovd, Ze plati vztahy

(5.34) ul = ou; + B; prokazdé iel.
Je-li (5.31) dand hra s uZitkovymi funkcemi, poloZme
(5.35) ufw) = {u )}y prokaidé weQp.

Zobrazeni u, pfifazuje kaZdému smisenému vysledku w tzv. I-vektor redlnych éisel,
jehoZz i-td komponenta u,(a)) vyjadfuje uZitek hrace i z vysledku w. P¥i o€islovdni
hrd&i podle (1.1) je tedy

u(w) = (uy(w), uy(®), ..., u(w)) e R",

tj. n-rozmérny &iselny vektor, kde n oznacuje pocet hrd¢i. Budeme fikat, Ze dva
smiSené vysledky w a ' jsou ekvivalentni, v symbolech w = o', kdyZ o ~; @’
pro viechna i e Il. Snadno nahlédneme, Ze vysledky w a @’ jsou ekvivalentni, kdyZ
a jen kdyZ plati, Ze u(w) = u,(w'). Odtud vidime, Ze vektor u,(w) pfedstavuje
kvantitativni vyjadfeni vysledku w, kdyZ abstrahujeme od rozdilu mezi dvéma
ekvivalentnimi vysledky. Jinymi slovy, vektor u,(w) je kvantitativni representaci
tfidy vSech smiSenych vysledkil, které jsou ekvivalentni s vysledkem . PonévadZ
dvéma ekvivalentnim vysledktum pfisuzuji vSichni hrdéi stejny uZzitek, miZeme
ekvivaletni vysledky mezi sebou identifikovat, nebotf rozdil mezi nimi je z hlediska
rozboru raciondlniho jedndni v dané hie nepodstatny.

Oznaéme v dané hie s uZitkovymi funkcemi pismenem X mnoZinu vSech I-vektort
redlnych &isel x = {x;},.; takovych, Ze x = u () pro n&které w € Q; v symbolickém
zdpisu:

(5.36) X ={uo):we Q.

Mnozina X sklddajici se z &iselnych I-vektori tvori tedy v dané hfe s uZitkovymi
funkcemi kvantitativni representaci prostoru smiSenych vysledkit Q. Prvky mnoZiny
X se nazyvaji vyplatni vektory a mnoZina X sama se nazyvd prostor vyplatnich
vektorii. KdyZ x je vyplatni vektor, tj. x = {x,},;;€ X, pak &slu x; (i eI) fikdme
vyplata hrdci i pro vyplatni vektor x. TudiZ vyplata hrdci i pro dany vyplatni vektor x
je uZitek hrdce i z toho vysledku w, ktery je aZ na ekvivalenci jednoznacné uréen
rovnici u,(w) = x.

Termin vyplata nesmime v§ak intuitivné chdpat jako penéZni &astku vypldcenou hraéi na za-
kladé dosazeného vysledku po skondéeni hry: takovd interpretace je pripustnd jenom pro uzsi
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kategorii konfliktnich situaci konéicich vyplatami v penézich. Proto zdlraziiujeme, e v obecném
piipadé vyplata pfedstavuje subjektivni uZitek daného hrale, ktery nemusi byt srovnatelny
s uzitky jeho spoluhraca.

Oznaduje-li ve hie dané &tvefici (5.31) {U;},c; preferenéni schéma indukované
soustavou uZitkovych funkci {u;};.;» pak prostor vyplatnich vektorli X je nejenom
kvantitativnim representantem prostoru smiSenych vysledkii Qg nybrZ také re-
presentantem preferenéniho schématu {U,},.;. Hrdg i totiZ preferuje vyplatni vektor x
proti vyplatnimu vektoru y, kdyZ a jen kdyZ x; > y,, kde x; resp. y; je i-td kompo-
nenta vektoru x resp. y. Vezmeme-li posledni vyrok za definici systému preferenci
hrd&e i v prostoru vyplatnich vektort X, je tim systému preferenci U; indukovanému
uZitkovou funkei u; pfifazen tzv. pFirozeny systém preferenci hrdée i v prostoru
vyplatnich vektortt X. Tento piirozeny systém preferenci hrdde i neni nic jiného nez
uspoidddni i-tych komponent vektorit v X co do Ciselné velikosti.

Vyjdeme-li misto od soustavy uZitkovych funkci pfimo z preferenéniho schématu {U,-},-EI,
pak oviem kvantitativni representace vysledki jako vyplatnich vektortt bude zdvisld na zvolené
soustavé Ciselnych dvojic (5.29) odpovidajici volbdAm poéatkil a jednotek méfeni uZitkil pro-
vedenym jednotlivymi hragi. Pfechod od jedné kvantitativni representace k druhé se déje podle
vztaht (5.34).

Jinymi slovy, jsou-li X a X’ prostory vyplatnich vektorli ve dvou v podstaté stej-
nych hrdach s uZitkovymi funkcemi, 1ze pfechod od jedné kvantitativni representace
k druhé vyjddfit symbolicky vztahem

X = {{ox; + Blir 1 x€ X},

kde o; > 0 a B; (i €I) jsou n&kterd redlnd &isla.

Kvantitativni representaci elementdrnich vysledkti pfedstavuji vyplatni vektory,
které budeme nazyvat elementdrni. Tedy podle definice je vyplatni vektor x elemen-
tdrni, kdyZ existuje elementdrni vysledek e € E takovy, Ze x = u,(e). MnoZinu viech
elementdrnich vyplatnich vektort, kterd je koneénd, nebot prostor E je podle p¥ed-
pokladu koneény, ozna¢ime symbolem X:

(5.37) X = {ufe):ecE}.

Ocislujeme-li hrdge podle (1.1), stane se prostor vyplatnich vektort X podmnoZinou
prostoru n-rozmérnych &iselnych vektord R”. Vyjddiime-li vyplatni vektor u,(w)
v (5.36) podle hypotézy o stfednim uZzitku (5.22) a pouZijeme-li v (5.36) pro Qg
vyjédfeni (4.17), pYesvéd&ime se snadno, Ze je prostor vyplatnich vektorii vytvofen
v R" mnoZinou elementdrnich vyplatnich vektori X ve smyslu rovnosti

k
(5.38) : X = (Y ;59 1 (A, Ay ey A) € S®)

i=1
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za predpokladu, Ze se mnozina X skldd4 z k navzdjem riiznych vektortt x, x® .

ey XB 45,
Xp={xD:j=102.,k, |X|=k;

pfitom jsme poloZili

k k k k
(5.39) T a9 = (YA, Y 28, Y Ax)

j=1 j=1 j=1 j=1
Pripometime, Ze symbol S* oznacuje simplex k-rozmérnych pravdépodobnostnich
vektori definovany vztahem (4.15).

Pozndmka. V prostoru R” jsou definovany soulet x -+ y dvou n-rozmérnych &iselnych vektort
X = (X1, X3, ey X)) 8 ¥ = (¥q, Y2, ..., ¥,) @ A-ndsobek vektoru x znaceny Ax, kde A je libovolné
realné Cislo, rovnostmi

XA+ y=(x; + ¥, X F Yo, e, X+ ), Ax = (Axg, Ax,y, o, Axy)

Definicni rovnost (5.39) pfedstavuje obecny tvar téchto definic soudtu a ndsobku. Prava strana
rovnesti (5.38) ma tvar, ktery je v dzké souvislosti s pojmem konvexniho obalu, jak jsme jej
definovali v kapitole 4. V prostoru n-rozmérnych ¢&iselnych vektorit je totiZ konvexni obal mno-
Ziny definovan jednodusiim zptisobem, neZ je tomu v obecném piipad8. Konvexni obal [M]
koneéné neprdzdné mnoziny M vektort leZicich v prostoru R", kterd se sklddd z k navzajem
riznych vektor( x(“, x(?'), x("), je definovdn jako mnoZzina

k
(5.40) IMl= {3 ixD (g, 2y, 4) € SDY
ji=1

Konvexni obal mnoZiny M ve smyslu definice (4.16) je co do formalniho tvaru stejny, ale tam
vyraz tvaru 3y A x) predstavuje rozlozeni pravdépodobnosti na mnozin& M, které pfifazuje
prvku x) pravdépodobnost 2j, kdezto zde tenty? vyraz znamena vektor (5.39), jehoz i-td kom-
ponenta vyjadiuje stiedni hodnotu &iselné funkee pifazujici vektoru x &islo xg-") vzaté s pravdé-
podobnosti Z;. Tedy toto nové pojeti vyrazu lex(j) predstavuje pfechod od rozloZeni pravdé-
podobnosti na mnoziné M k stfednim hodnotdm komponent vektort leZicich v M, coZ je z pravdé-
podobnostniho hlediska v podstaté totéZ, a proto zlistavime u stejné symboliky. Jinak feceno,
definici (4.16) mizeme chipat jako zobecnéni definice (5.40) na pfipad libovolné koneéné mnoziny.

Na zéklad€ definice konvexniho obalu v prostoru R” dané vztahem (5.40) mtiZeme
rovnost (5.38) pfepsat ve tvar

(5.41) X =[Xg],
ktery lze chdpat jako kvantitativni representaci vztahu (4.17); slovy, prostor vy-

platnich vektorii je konvexnim obalem mnoZiny vsech elementdrnich vyplatnich
vektortL.

Provedme jeSt€ tuto iivahu. Pfedpokladejme obecnéji, Ze pro i€ funkce u; predstavuje
kvantitativni representaci systému preferenci hrace i podle (5.15), aniz spliiuje hypotézu o stifednim
uzitku. Definujeme-li zobrazeni u; a mnoZiny X a X formalné stejné jako v pfipadé uzitkovych
funkci vztahy (5.35), (5.36) a (5.37), nemuzZe platit vztah (5.38) resp. (5.41), ktery byl odvozen
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s pomoci hypotézy o stfednim uZitku. Pfechod od elementéarnich vysledki ke smiSenym vysled-
kim, kterému se nemlZeme pri rozboru konfliktnich situaci v obecném ptipadé vyhnout, neni
ted jiz mozné pfi kvantitativni representaci vytvoiené za pomoci zobrazeni u; nahradit ade-
kvatnim pfechodem od elementarnich vektorl k neelementdrnim. Ve hic s kardindlnimi pre-
efrencemi plati pro smiSené vysledky implikace:

kdyz o=o0w,, o'=w], pak o+ (1 —-iHo' =io + (11—l O=1=z1),
takZe i v naem obecnéj§im pfipadé podle (5.35) bude spinéna implikace:
kdyZ uy(w) = ufw)), wufo)= o)), t

pak u(dw+ (1 — Do) = ulo; + (1 — Do) pro 0=1:

1A

pfitemz viak vektor up(dw + (1 — 1) ®’) se obecné 1i3i od vektoru
(5.42) Audw) + (1 — Huldo?).

Vidime tedy, Ze kvantitativni vyjadfeni vysledk jako vektort vyplat jednotlivych hra¢im ma
smysl jenom ve hfe s uzitkovymi funkcemi, nebot bez platnosti hypotézy o stfednim uzitku nelze
pfisoudit vektorim tvaru (5.42) pro hru Zadny rozumny vyznam.

Strategickd hra s uZitkovymi funkcemi ma podle definice pravidla hry ddna v nor-
mdlnim tvaru a s pomoci téchto pravidel je definovdn pojem ryziho vysledku. Kvanti-
tativai representaci ryziho vysledku budeme nazyvat ryzi vyplatni vektor. Tedy vy-
platni vektor x je ryzi, kdyZ lze k nému najit ryzi vysledek o, tj. @ € Q© (srovn.
definici (4.5)), ktery md vlastnost, Ze u,(w) = x. MnoZinu viech ryzich vyplatnich
vektortl ozna¢ime symbolem X©: -

(5.43) X9 = {ufw): 0e Q.

rw o

Podle pfedpokladu jsou prostory strategii viech hrd¢li kone¢né, nebot se omezujeme
na kone¢né strategické hry, a tudiZ prostor ryzich vysledkd Q© a stejné tak jeho
kvantitativni ekvivalent X(© jsou konedné mnoZiny. PfidrZime se standardniho
otislovdni hrd¢d podle (1.1), aby vyplatni vektory leZely v R”, a budeme definovat
redukovany prostor vyplatnich vektorii X jako konvexni obal mnoZiny ryzich

vyplatnich vektorit X(®; ve znacich:
(5.44) X =[x@].

Jinak fedeno, vyplatni vektor x leZi v redukovaném prostoru vyplatnich vektori,
kdyZ a jen kdyZ je moZné najit vektory x1), x), .. x® leZici v mnoZin& X© a ne-
zdpornd &isla Ay, 44, ..., A4, tak, Ze

X =
)

M-

K
AxD . pfitemz Y A4, =1.
1 =1
Redukovany prostor vyplatnich vektorl predstavuje podle definice kvantitativni ekvivalent
konvexniho obalu [©2(%)] prostoru ryzich vysledki. Vsimnéme si, Ze podle podminky (R) tykajici
se racionality hra¢l co do hodnoceni vysledki, kterou jsme uvedli v kapitole 4 (srovn. téZ ekvi-
valetni podminku (4.18)), musi kazdy raciondlnf hra¢ vzit p¥i analyse konfliktni situace nutné
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v tivahu v8echny vyplatni vektory, které lezi v redukovaném prostoru vyplatnich vektort. Tudiz
prostor X piedstavuje nejmen$i mnoZinu vyplatnich vektoril, na kterou je moZno se omezit

rx o

pfi vySetfovéni racionalniho jedndni hrag. Na druhé strané prostor X nemusi zahrnovat skuteéné
vyplatni vektory, které nastanou pfi nékteré realisaci hry. Nastane-li totiZ pfi realisaci hry vy-
sledek o, pak sice up(w) e X(O), a tedy uy(w) € X, ale ponévadz w je obecné rozloZeni pravdg-
podobnosti na prostoru £, bude skuteénym vysledkem néktery elementarni vysledek e € E,
ktery nastane s pravdépodobnosti w(e), takZe skuteény vyplatni vektor, ktery nastane pii realisaci
hry, bude vektor u;(e) € Xp < X, pfitemi tento vektor nemusi leZet v prostoru X.

Zavérem poznamenejme, Ze v duchu zdkladniho postuldtu racionality chdapeme
znalost strategické hry s uZitkovymi funkcemi stejné jako dfive, tj. nepfedpokld-
dame, Ze hrac¢ znd faktické jednotky a faktické pocdtky méfeni uZitku u svych spolu-
hrdct, takZe nemusi pfi rozboru konfliktu védé€t, kterd z her v podstaté stejnych
se realisuje. Pfitom jedndni kaZdého hrdce je motivovdno systémem preferenci
indukovanym jeho uZitkovou funkci, coZ znamend, Ze kaZdy hrd¢ se snaZi maxi-
malisovat svilj uZitek.

Strategicka hra v kanonickém tvaru

Pro strategickou hru s uZitkovymi funkcemi danou &tvefici (5.31) definujeme
pro i € I vyplatni funkei H; hrdde i vztahem:

(5.45) Ha) = ufe(a)), aed;

tudiZ vyplatni funkce hrde i je &iselnd funkce na prostoru vektoril strategii 4. Cislo
H(a) se nazyvd ve shod® s pfedchdzejicim paragrafem vyplata hrdéi i pro vektor
strategii a a vyjadfuje uZitek hrace i z vysledku, ke kterému vede volba vektoru

strategii a. Podle (5.34) je vztah mezi vyplatnimi funkcemi ve dvou hrdch v podstaté
stejnych vyjddfen rovnostmi

(5.46) Hy=oH +§; (iel),

kde {H;}; je soustava vyplatnich funkci v prvni hte, {H}},.; soustava vyplatnich

funkci ve druhé hie a «; > 0 a f; (i €I) jsou n&kterd redlnd &isla. PoloZime-li defini-
toricky

(5.47) Hy(a) = {H{(a)},.; proka?dé acd,

pak vektorovd funkce H; zobrazuje prostor vektorl strategii 4 do prostoru vyplatnich
vektortt X. P¥itom mnozZinu ryzich vyplatnich vektorit X(® lze vyjddtit ve tvaru:

(5.48) X = {H(a):ae A},

jak ihned vyplyvd z definice (5.43) podle (5.45) a (5.47), uvédomime-1i si, Ze prostor
ryzich vysledkt je charakterisovdn vztahem (4.5). Z definice (5.44) ihned nahlédneme,
7e redukovany prostor vyplatnich vektortt X je jednoznatn& urlen soustavou vy-
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platnich funkei {H}:; dané hry podle (5.48) a (5.44); v detailn&j$im zdpisu:

(5.49) X = [{(H,(a), Hya), ..., H,(a)) : a € A}]

pfi ocislovdni hrdct podle (1.1).

Z dfivéjsich uvah vime, Ze prostor vyplatnich vektorii X representuje prostor
vysledkit Qp a Ze pfirozeny systém preferenci hrd¢e i (i € I) v prostoru X odpovidajici
uspofdddni i-tych komponent vyplatnich vektorlt podle velikosti representuje
preferenéni stupnici hrde i na kvantitativiné vyjaddfenych vysledcich. Na druhé
stran soustava vyplatnich funkci {H,},, nahrazuje podle (5.45) a (5.47) vysled-
kovou funkci, jezto uréuje vektorovou funkci H, pfifazujici kaZdému vektoru
strategii a vyplatni vektor H(a) representujici vysledek g(a). To ndm ddvd moZnost
vypustit ze zdkladnich daji o strategické hfe s uZitkovymi funkcemi (5.31) trojici
dat Qp, {#;}ir> ¢ a nahradit ji dvojici udaji X, {H,},,. Dostaneme tak &tvefici

(5.50) (L X, {4} iers {Hi}ieI) >
kterd se nazyva kanonicky tvar dané hry s uZitkovymi funkcemi.

Viimnéme si, Ze prechodem ke kanonickému tvaru ztracime informaci o elementdrnich
vyplatnich vektorech, které pii realisaci hry jediné mohou skuteéné nastat po provedeni ndhod-
ného pokusu odpovidajiciho rozloZeni pravdépodobnosti g(a), kde a je vektor strategii hrdci
zvoleny. Tim rozumime, Ze ze ¢tvefice Udaji (5.50) nemlizeme rekonstruovat mnozinu elementar-
nich vyplatnich vektori Xy. Na druhé stran& neztrdcime informaci o ryzich vyplatnich vektorech,
jejichz mnozZinu X0 konstruujeme podle (5.48). PonévadZ z kanonického tvaru pozname ryzi
vyplatni vektory, zndme tim i redukovany prostor vyplatnich vektord X, jehoZ znalost
je postaCujici, jak vime z pfedchdzejicitho paragrafu, k rozboru jednani hra¢t v dané hie.
Nakonec poznamenejme, Ze sice elementarni vyplatni vektory pfimo nezndme, ale Ze ze znalosti
prostoru vyplatnich vektora X vystupujiciho jako jeden z tidaji v kanonickém tvaru hry mame
o elementarnich vyplatnich vektorech nepfimou informaci, nebet vime, Ze leZi v prostoru X.
Tato nepiima informace neni nikterak zanedbatelnd: napf. ma-li néktery hra¢ svou vyplatni
funkci konstantni na celém prostoru vektoril strategii, nemiiZzeme z tohoto faktu poznat, zda je
nebo neni indiferentni viuéi véem vysledkim. Indiference hrace vigi vysledkim se projevi teprve
na celém prostoru vyplatnich vektor, a to tim, Ze pro hrace i je i-t4 komponenta x; kazdého
vyplatniho vektoru x € X rovna jednomu a témuz ¢istu. Strategické hry, v nichZ je néktery hrac
indiferentni, je nutno vySetfovat kvalitativné odlisnymi prostfedky neZ hry bez indiferentu.
Proto je znalost o indiferenci hracde pro strategickou hru podstatnd a pfitom tato znalost neni
dusledkem znalosti redukovaného prostoru vyplatnich vektort.

Vime-li, Ze dand strategickd hra je bez indiferentnich hrd&ii, stadi ndm k rozboru
raciondlniho jedndni znalost redukovaného prostoru vyplatnich vektort, ktery je
jednoznaéné uren soustavou vyplatnich funkci. MulZeme tedy v tomto pfipadé
vypustit ve &tvefici (5.50) tudaj o prostoru viech vyplatnich vektor a tim prevést
danou hru s vZitkovymi funkcemi na tzv. redukovany kanonicky tvar dany trojici

(5.51) (I, {A}ier {H}ier) -
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Redukovany kanonicky tvar hry (5.51) pfedstavuje maximdlni pojmové zjednoduseni
matematického modelu konfliktni situace, v némZ jsou v3echny zdkladni ddaje
komprimovany ve tfi klicové, jimiZ jsou mnoZina hrd¢i, prostory jejich strategii
a jejich vyplatni funkce. Redukovany kanonicky tvar lze vyjddiit jesté jednodusseji,
kdyZ hrée oislujeme podle (1.1) a kdyZ podobné o¢islujeme i jejich strategie: je-li m;
podet strategii hrdée i (i = 1,2,...,m;n = 'II) a je-li prostor strategii 4; dan vyétem
svych prvki,

A; = {alV, a?®, .., al"},
stadi poloZit definitoricky
Bissdas o Juy = Ha¥V, a¥?, ..., aP™)
pro 1<j,=sm; (i=12,...,n)
a redukovany kanonicky tvar (5.51) representovat dvojici udajlt

(5.52) (my, ma, ..., m,), (hy, hay ooy b))

v o

Ve vyjadfeni (5.52) znadi oviem n pocet hrddi, m; pocet strategii hrd¢e v pofadi
i-tého (i =1,2,...,n) a hfjy, ja, .-» ja) Vyplatu tj. uZitek i-tého hrdce za pied-
pokladu, Ze prvni hrd¢ zvolil svou j,-tou strategii, druhy hra¢ svou j,-tou strategii atd.
a kone¢né n-ty hrd¢ svou j,-tou strategii, a to pfi olislovdni strategii i-tého hrdce
od jedni¢ky aZ po &slo my, takZe 1 < j, < m; (i = 1, 2, ..., n). Vyjddfeni strategické
hry ve tvaru (5.52) obsahuje jiZ jenom &isla a &iselné funkce: funkce h; je definovdna
na mnoziné n-tic celych kladnych &isel, jejichz komponenta v pofadi i-td probihd
mnoZinu {1, 2, ..., m;} representujici prostor strategii A; hrdde i. Pfitom souéin
my, My, ..., m, vyjadiuje podle (5.28) stupefi sloZitosti dané hry.

Vyjdd¥eni (5.52) lze jest& formdlné zjednodusit v piipad€ hry o dvou hrd¢ich,
tj. pro n = 2. PoloZme pro tento pfipad

¢ =h(,k); j=1..,msk=1,..,m (i=12).

Matice typu m; X m,

e, (i) (i i
I ‘11? a5 .. qllrilz %
(i (i) (i
0 = i a5? 44 ... q;y)nz |
" e RERREEED sl
( ] [CI
| qmlzl 2 -+ qu:lmz 1

representuje funkci h; (i = 1, 2), pfi¢emZ polet fadki v kaZdé z obou matic Q)
a 0 odpovidd pottu strategii prvniho hrde a pocet sloupct odpovidd podtu
strategii druhého hrace. Dvojice matic

(5.53) » (W, @)
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tedy nahrazuje vyjadieni (5.52), takZe representuje redukovany kanonicky tvar (5.51)
dané hry o dvou hrdcich. Této representaci redukovaného kanonického tvaru hry
o dvou hrd&ich se v literatufe fikd bimaticovd hra. Pfitom O se nazyvd vyplatni
matice proniho hrdde a QP pyplatni matice druhdho hrdce. V prise¢iku j-tého
fadku a k-tého sloupce vyplatni matice i-tého hrd&e (i = 1, 2) stoji &islo, které pred-
stavuje uZitek tohoto hrdCe z vysledku, ktery nastane, kdyZ prvni hraé zvoli svoji
Jj-tou strategii a druhy hra¢ svoji k-tou strategii. KdyZ pro dvojici matic (5.53) soucasné
plati rovnosti

(5.54) g% =—q% pro 1Sjsm, 12k=m,

coZ zapisujeme vztahem Q@ = — Q) stadi zndt v bimaticové hie (5.53) vyplatni
“matici prvntho hidce, nebof vyplatni matici druhého hrd€e odvodime ze vztahid
(5.54). V tomto specidlnim p¥ipad& miifeme nahradit redukovany kanonicky tvar
hry jedinou matici Q™, kterd pfedstavuje vyplatni matici prvniho hrége. V literatute

rwr

se hra o dvou hrd¢€ich, jejiz redukovany kanonicky tvar lze representovat vyplatni
matici prvniho hrade, jeZto vyplatni matice druhého hrdée je jednoznadné uréena
podle (5.54), nazyvd maticovd hra. Smysl vztahu Q® = — Q> mezi vyplatnimi

My

maticemi vySetiime v pFiSti kapitole.

KaZdou strategickou hru s kardindlnimi preferencemi lze prevést na kanonicky tvar, a tim
spise i na redukovany kanonicky tvar. Dvojici (5.52) povaZujeme jenom za jinou, méné abstraktni
formu redukovaného kanonického tvaru hry, v némz jsou nejen vysledky éiselné representovany
jako vektory, ale kde jak hradi, tak i strategie jsou representovany Cisly. Jakmile totiZ vysledky
representujeme kvantitativné jako vyplatni vektory a vypustime z udajil o strategické hie prostor
vysledkd, ztratime tim faktickou znalost o objektivni basi konfliktni situace: pfestavame se starat,
o co v konfliktu fakticky jde, abychom mohli zamétit usili na to, jak si maji hradi poéinat, aby
doséhli toho, o co jim jde. Z tohoto hlediska piestdva byt znalost faktickych hratd a faktickych
strategii, kterych mohou pouZit, relevantni pro studovany problém, takZe je stejné dobfe miZeme
nahradit &isly, podobné jako jsme vysledky nahradili ¢iselnymi vektory: neznalost objektivni
base se tim sice dale zvysi, ale stejné ji nemiZeme z udaji uvedenych v (5.51) rekonstruovat.
Tim je odiivodnéno, pro¢ povaZujeme udaje o konfliktni situaci uvedené v (5.52) a adaje uvedené
v (5.51) za navzdjem ekvivalentni a oboji chdpeme jako redukovany kanonicky tvar matematicky
modelované konfliktnf situace.

K pfedchozi tivaze poznamenejme je§té toto: Piechod od rozvinutého tvaru strategické hry
k nerozvinutému, a to nakonec k normalnimu tvaru s uZitkovymi funkcemi obrazi pouze riizné
pfeuspofddani konkrétnich 1dajl o konfliktni situaci, kdeZto piechod ke kanonickému tvaru
znamen4 jiZz definitivng abstrahovat od konkrétnich dat o konfliktu. Tim sice setfeme pojmovy
rozdil mezi objektivni basi a subjektivni basi konfliktni situace, ale zato dostaneme matematicky
popis konfliktu ve tvaru, ktery je pro matematické vySetfovani pohodlnégi$i. Znalost kanonického
tvaru hry neni tedy, striktné vzato, znalosti hry ve smyslu zdkladniho postuldtu racionality,
ale je znalosti pouze t&ch fakt, které hraji roli pfi vlastnim vySetfovani racionality jednani.

Abychom mohli pfedchdzejici Givahy zformulovat vyraznéji, zavedeme si pojem
strategické hry v kanonickém tvaru resp. v redukovaném kanonickém tvaru formalni-
mi definicemi a popiSeme, jak je tfeba pro takové hry chdpat postuldt o znalosti hry.
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Necht I a A4, pro i €1 jsou koneéné mnoZiny a nechf H; pro i eI je ¢iselnd funkce
pfifazujici kaZdému prvku a z kartézského soudinu [];;4; redlné ¢islo H (a). Potom
trojici (5.51) nazyvdme strategickd hra v redukovaném kanonickém tvaru. Je-li
ddle X mnozina &iselnych I-vektort, kterd obsahuje vSechny &iselné I-vektory
tvaru {H(a)},e;, kde a leZi v kartézském soudinu mnoZin A; (i € I), a kterd se sklddd
pravé ze viech &iselnych I-vektord tvaru

K
{ _zl’ljx(ij)}iez ;
=

kde (A4, 23, ..., 4) e S® a kde x (j = 1,2, ..., k) jsou n&které &iselné I-vektory
v poétu k, pfiemz k je nékteré prirozené &islo, pak &tvefici (5.50) nazyvdme strategickd
hra v kanonickém tvaru.

Zachovdme-li pro prdvé popsané typy matematickych modelt konfliktnich situaci
dfive zavedenou nomenklaturu, mitizeme ¥ici, Ze dv& hry v kanonickém resp. v redu-
kovaném kanonickém tvaru pokldddme za v podstaté stejné, kdyZ se li§i jenom
svymi soustavami vyplatnich funkci, pfi¢emZ mezi soustavou vyplatnich funkeci
{H}:r v prvni hie a soustavou vyplatnich funkci {H}i; v druhé hie plati vzta-
hy (5.46), kde o; > 0 a B, (i€I) jsou n&kterd redlnd &isla. Ctvetice (5.50) resp.
trojice (5.51) piedstavuje matematicky popis konfliktni situace s hrd¢i charakteriso-
vanymi mnoZinou I, které povaZujeme za raciondini ve smyslu ndsledujiciho postu-
ldtu.

Postuldt o znalosti hry v kanonickém resp. v redukovaném kanonickém tvaru:
Kazdy hrd¢ znd viechny udaje uvedené v (5.50) resp. v (5.51), coZ znamend, Ze

rve

(a) znd polet hrdii a umi je mezi sebou rozlijovat;

(b) znd podet svych strategii i podet strategii svych spoluhrddt a umi mezi nimi
rozliSovat, takZe navzdjem rozlifi vektory strategii;

(c) kaZdému vektoru strategii a kazdému z hrd¢d umi pfifadit uZitek, ktery mu
plyne z vysledku hry odpovidajictho tomuto vektoru strategii (znalost vSech vy-
platnich funkef);

(d) v pfipad& kanonického tvaru znd je3t& viechny vyplatni vektory, tj. prostor X.

Pritom kaZdy hrd¢ vychdzi pfi rozboru t&chto 0daji z principu realisace hry
a z principu motivace jedndni, které zni:

Princip realisace hry: Kazdy hrd¢ i e I zvoli n&kterou svou strategii a;, aniZ znd
volby svych spoluhrddt. Tim je uren né&ktery vektor strategii a = {a;}iy, jemuZ
je pFifazen vysledek odpovidajici vyplatnimu vektoru {H{(a)}:.;» kde Ha) je uZitek,
ktery tento vysledek pfindsi hrddi i. _

Princip motivace jedndni pro kanonicky tvar: KaZdy hrd¢ se fidi ve svém jedndni
vyhradng podle svého pfirozeného systému preferenci v prostoru vyplatnich vektori.

Princip motivace jedndni pro redukovany kanonicky tvar: Kazdy hrd€ se ¥idi
ve svém jedndni vyhradné podle svého pfirozeného systému preferenci v mnoZiné
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viech ¢&iselnych I-vektord, tj. hrad i e I preferuje I-vektor x proti I-vektoru y, kdyZz
X; > Vi

Posledni princip musime chapat tak, Ze hrddi sice neznaji v dané konfliktni situaci netiplng
popsané trojici (5.51) viechny relevantni elementérni vysledky, které nakonec jediné mohou
fakticky nastat, ale Ze pFitom nejsou vici viem témto vysledkGm indiferentni, takZe pro kazdého
hrade { existuji aspofi dva elementdrni vyplatni vektory lisici sc v i-té komponentné. Jinak feteno,
princip motivace jedndni obsahuje implicitné piedpoklad, Ze Z4dny hraé ve strategické hie
v redukovaném kanonickém tvaru nenf indiferetni.

Podle postuldtu o znalosti hry shora uvedeného je tedy dvojice udajt (5.52) posta-
Sujici ke znalosti hry v redukovaném kanonickém tvaru. Spec. je znalost dvojice
vyplatnich matic (5.53) ve hie o dvou hrégich postalujici k tomu, aby bylo vyhovéno
hofej$imu postuldtu. Proto bimaticovou hru a podobné i maticovou hru povaZujeme
ze strategické hry v redukovaném kanonickém ivaru. V literatufe se strategické
h¥e v redukovaném kanonickém tvaru krdtce ¥ikd normdlni nebo normalisovand hra.

Vyzdvihnéme nakonec to, Ze hofejii postuldt o znalosti hry ve skuteénosti postuluje
Gdstenou neznalost vychozi konfliktni situace, a to neznalost téch skutecnosti, které
jsou pro analysu konfliktu nepodstatné.

Elementarni vyplatni funkce

Strategickd hra s uZitkovymi funkcemi byla definovdna jako &tvefice tvaru
(5'55) (I, Qp, {u}iep, 1)

kde IT = IT ., jsou pravidla hry v normdlnim tvaru. Jako strategickou hru s uZit-
kovymi funkcemi v rozvinutém tvaru lze definovat &tvefici (5.55), v niZ IT = I1,,,
jsou pravidla hry v rozvinutém tvaru (4.46). Elementdrni vjplatni funkci H
hrdce i (i € I) ve hie (5.55), kde IT = II,,, definujeme rovnici

(5.56) H(x)

ext

ufos(n)), ne?;

H{ je tedy &iselnd funkce na mno%ing viech partii dané hry a lze ji pro uréitost
nazyvat vyplatni funkce pro rozvinuty tvar.

Jako strategickou hru s uZitkovymi funkcemi v merozvinutém tvaru budeme
definovat &tvefici (5.55), kde IT = I, jsou pravidla hry s ndhodovymi faktory
(4.21), tj. pravidla jsou v pfednormdlnim tvaru; elementdrnf vyplatni funkci H{E
hrdée i (i €I) v této hie definijeme vztahem

i

(5.57) H®(0, a) = ufoio, a)), o€, aed;

H'® je tudiZ &iselnd funkce na kartézském soudinu prostoru stavl p¥irody s prostorem
vektori strategii; fikdme ji také vyplaini funkce pro pfednormdlni tvar. Normalisu-
sujeme-li pravidla dané hry podle (4.25), dostaneme touto normalisaci hru ve tvaru
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(5.31); soustava vyplatnich funkei {H}is této normalisované hry se odvodi ze sou-
stavy vyplatnich funkei {H{®},.; pivodni hry na zdklad® vztahd

(5.58) Hfa) = ¥ p(o) HP(0,a), aecA (iel),

o€l
jak ihned plyne z hypotézy o stfednim uZitku (5.22) a z definice normalisované
vysledkové funkce (4.25) podle (5.45).

Pfevedeme-li ve strategické hte s uZitkovymi funkcemi dané v rozvinutém tvaru
pravidla hry na pfednormdlni tvar podle (4.54) a (4.56), bude vztah mezi soustavou
vyplatnich funkci {H!{®},; a soustavou vyplatnich funkci {H{"},, odpovidajici
elementdrni normalisované vysledkové funkci vyjddien rovnostmi

(5.59) H®(0, a) = HP(n(0, a)), oeZ, acd (iel),

kde n{o, a) oznatuje podle kapitoly 4 partii vytvofenou pfislunym doplnénym
vektorem strategii. Dokon¢ime-li normalisaci dané rozvinuté hry, bude soustava
vyplatnich funkci {H};;; normalisovaného tvaru hry uréena soustavou elementdrnich
vyplatnich funkci pro rozvinuty tvar na zdkladé vztaht

(5.60) @) = 3 plo) HP(a(o, a)), acd (icl),

kde p je rozloZeni pravd&podobnosti definované rovnici (4.56); tyto vztahy jsou
okamZitym diisledkem rovnosti (4.58) a (5.59).

Pojem vyplatniho vektoru md smysl pro hru danou jako &tvefice (5.55), at jsou v ni
pravidla hry kteréhokoli z moZnych tvarii; srovn. definice (5.35), (5.36), (5.37).
Je-li takovd hra hrou s elementdrnimi vysledky, tj. bud v rozvinutém nebo v pred-
normdlnim tvaru, je v ni navic proti normdlnimu tvaru definovdn pojem ryziho
elementdrniho vysledku, tj. elementdrniho vysledku aposteriorné moZného. Ry:zi
elementdrni vyplatni vektor bude pak podle definice takovy &iselny I-vektor, k némuZ
lze najit ryzi elementdrni vysledek, tj. e € E(©, takovy, Ze plati x = u,(e). Ozna&ime-li
mnoZinu viech ryzich elementdrnich vyplatnich vektort symbolem X%, mdme:

(5.61) X = {ufe):ec EO}) = {ufe) : e QP},

kde posledni vyjddfeni plati oviem jen pro rozvinuty tvar; srovn. (4.55) a definice
(4.20), (4.7). KdyZ ze hry eliminujeme elementdrni vysledky, které jsou aposteriori
nemo¥né, takie E = E©, dostaneme vztah:

(5.62) X = [x]

slovy, prostor vyplatnich vektorQ je v tomto pfipadé identicky s konvexnim obalem
mnoZiny viech ryzich elementdrnich vyplatnich vektorii. TudiZ s pomoci ryzich
elementdrnich vyplatnich vektori miifeme konstruovat cely prostor vyplatnich
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vektorfl, coZ neni moZné provést s pomoci ryzich vyplatnich vektoril, které jsou
neelementdrni: ty ndm stanovi jenom redukovany prostor vyplatnich vektort. Snadno
nahlédneme, Ze lze ryzi elementdrni vyplatni vektory konstruovat s pomoci elementdr-

nich vyplatnich funkei:
XO = ({HP(o, s e S aed} resp. X = ({HO(r: me#) s

srovn. jejich definice (5.57) a (5.56).

Nahradime-li ve strategické hite s uzitkovymi funkcemi v rozvinutém tvaru prostor
smiSenych vysledk, soustavu uZitkovych funkci a vysledkovou funkci pro rozvinuty
tvar soustavou elementdrnich vyplatnich funkci pro rozvinuty tvar, dostaneme hru
jako Sestici

' (563) (19 (Z’ F)’ {H(iy)}ieb 07 (f, A)’ (Zzﬂ {(FZ, pz)}zszo‘)) .

Tuto Sestici miiZeme povaZovat za kanonicky tvar hry v rozvinutém tvaru. V literatufe
se hie dané ve tvaru (5.63) fikd krdtce rozvinutd hra. Provedeme-li obdobné nahrazeni
ve hie s uzitkovymi funkcemi dané v nerozvinutém tvaru, dostaneme Ctvefici

(5.64) (L (2, p}, {4} iers {HE'E)}iel) .

Tuto &tvefici miiZeme povaZovat za kanonicky tvar hry s nghodovymi faktory.
V obou pfipadech je prostor vyplatnich vektorl dostateéné uréen pfisluSnou sou-
stavou vyplatnich funkci, které jsou elementdrni, na zdkladé vztahu (5.62), nebot
bez Gijmy na obecnosti lze vZdy pfedpokladat, Ze ve vychozi hie jest E = E®. Nemu-
sime tedy rozlifovat mezi redukovanym a neredukovanym kanonickym tvarem,
jak bylo nutné pfi pravidlech hry danych v normélnim tvaru.

Pfechod od rozvinuté hry (5.63) k pfednormdlnimu tvaru (5.64) se déje zavedenim
vyplatnich funkci pro pfednormdlni tvar podle (5.59). Normalisaci rozvinuté hry
(5.63) se v literatufe rozumi jeji pievedeni na redukovany kanonicky tvar (5.50)
zavedenim normalisovanych vyplatnich funkei podle vztahii (5.60); vime jiZ, Ze to-
muto redukovanému kanonickému tvaru se fikd normalisovand hra. Podobné muiZe-
me povaZovat za normalisaci hry (5.64) jeji pfevedeni na normalisovanou hru, tj.
redukovany kanonicky tvar, zavedenim normalisovanych vyplatnich funkei podle
(5.58).

Matematické modely konfliktnich situaci, s nimiZ se setkdvame v literatufe o teorii her, jsou
pfevdiné bud typu (5.63) nebo typu (5.51), tedy jsou ddny bud jako rozvinutd hra nebo jako
normdlni hra. V normalni hfe se tedy vy$stfovani omezuje na redukovany prostor vyplatnich
vektortll, aniZ se tento fakt zdiraziiuje. O viech hrafich se oviem predpokladd, Ze nejsou indi-
ferenti.

Zivérem cheeme upozornit na skutenost, Ze pfi definici rozvinuté hry vychdzeji néktefi autcii
z pojmu partie, ktery se axiomatisuje, kdeZto posice je pojem odvozeny, ktery je definovan,
zhruba feleno, jako mnoZina téch partii, které maji spoleény potateéni isek. Jiny zpisob axio-
matisace rozvinuté hry se opird o pojeti tahu jako primitivniho pojmu.
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6. KOOPERACE
Koalice

Pravidla hry uréuji, jakym zplsobem muZe kaZdy z hrac¢dl ovlivnit vysledek,
ale nikterak nevyluéuil moZnost, aby se nékteff z hrd¢t mezi sebou dohodli jesté
pied zahdjenim hry, Ze budou b&hem hry v rdmci jejich pravidel spolupracovat.
Znamend-li K podmnoZinu hrdét, tj. K < I, ktefi se dohodnou o spoluprdci, a ozna-
Cuje-li Ay kartézsky soudin
(6.1) Ag =[] 4;,

ieK

predstavuje kooperaci hrd¢ti dohoda mezi nimi o tom, jakym zpiisobem budou
spolupracovat v prib&hu hry, coz v jazyce strategii znamend spolecnou volbu tzv.
K-vektoru strategii ax = {a;}i; € Ax, pfi¢emZ kaZdy hrd¢ i € K se zavéie, Ze v pro-
vedeni hry pouZije strategie a; tvofici sloZku dohodnutého K-vektoru strategil ag.
PodmnoZina hract K < I, kterd se v uvedeném smyslu dohodne na kooperaci, tvofi,
jak Fikdme, koalici; K-vektorim ax e Ax se pak fikd sdruZené strategie koalice
K a Ay je prostor sdrufenych strategii koalice K. Smysl dohod vyplyvd ze zdsady,
podle niZ se fidime pf¥i interpretaci pojmu koalice:

Princip zdvaznosti kooperace: KdyZz K < I, fekneme, Ze hradi z K tvoii koalici
v dané realisaci hry, kdyZ pfed jejim zahdjenim spoletné zvoli sdruZenou strategii
ax = {a;}x € Ax a pfi realisaci hry kaZdy hrd¢ i € K zdvazn& pouZije strategie a,
kterd je komponentou zvoleného K-vektoru strategii ag.

Jinak fe€eno, o koalici mluvime tehdy, kdyZ jednou p¥evzaté zdvazky jsou béhem
realisace hry nezrufitelné a musi byt dodrzeny, i kdyby néktery z ¢&lenii koalice
volbou jiné své strategie, tedy poruSenim dohody v pritbéhu hry mohl dosdhnout
pro sebe lepstho vysledku. V tomto piistupu k problematice kooperace ve strategic-
kych hrdch tim soudasné pfedpokldddame, ze Zddny hrdd nemiiZe byt clenem vice ne¥
jedné koalice. Pfedstavujeme si, Ze dodrZeni dohody je vynutitelné z vn&jiku, napf.
tim, Ze poruseni dohody by bylo penalisovdno ¢initeli piisobicimi mimo konflikt,
pficemz risiko podstoupené porusenim dohody by netimérné pfevysilo uZitek z do-
sazeného vysledku. Toto pojeti kooperace jako spoleéné volby sdruZzené strategie
koalice zdroveii ve vét§iné pfipadli predpoklddd moZnost vymény informaci mezi
Cleny koalice, tudiZ v podstaté niéim neomezenou komunikaci mezi nimi.

Proti pojeti kooperace ve smyslu jeji zdvaznosti stoji jiny typ spoluprdce, kdy hrddi
¢ini mezi sebou riizné dohody o volbé strategii, které v8ak nemaji charakter vynuti-
telnosti, tj. absolutni zdvaznosti. V tomto druhém piipadé se dd predpoklddat
dodrZeni dohody mezi partnery jenom tehdy, jestliZe jednostrannym porusenim
dohody nemfize Zddny z partnerlt dosdhnout Zddoucnéjiho vysledku.

Situaci prdvé popsanou vystizng ilustruje populdrni pfiklad konfliktni situace, kterd v litera-
tufe dostala ndzev ,,dilema vézné*“. Dva zateni stoji pfed soudem a kazdy z nich uvazuje,

88



zda se ma pfFiznat 3i nepfiznat k zloéinu, ktery oba spoleéné spachali. Reknéme, %¢ kdy?Z se nikdo
z nich nepfiznd, soud kazdého z nich odsoudi na rok Zaldfe, a kdyZ sc oba priznaji, budou ,,sedét*
oba pét let. Ale kdyZ se jeden z nich pfiznd a druhy nikoli, pak polehéujici okolnosti plynouci
z doznéani umoZni soudu prvaiho osvobodit, kdeZto druhy dostane deset let, Jestlize mezi zatle-
nymi vznikne zdvazna kooperace, tedy vytvori koalici, patrné se ddhodnou, ze se nikdo z nich
nepfiznd. Neporusitelnost zavazkd muizZe napf. vyplyvat z toho, Ze oba jsou Cleny téze gangsterské
bandy a ,,zradce‘* by se musil obavat po pfipadném osvobozeni nejhorsich represalii. Jestlize
si v8ak zatleni nemohou navzéjem davéfovat, takZe zdvaznd kooperace neni moznd, pak se oba
radé&ji pfiznaji, i kdyz si tim oba pohorsi. Dodrzeni pfipadné nezdvazné dohody o tom, Ze se oba
ptiznaji, lze pak s jistotou oCekavat.

Viimnéme si, Ze v pfipadé zdvazné kooperace vynucené z vnéj¥ku (Clenstvi v téZe bandd)
nemusi mezi ulastniky popsaného konfliktu existovat Zadnd mozZnost komunikace k tomu, aby
se dohodli: typ konfliktu je nuti k spoleénému postupu, ktery ma tedy charakter ,,tiché* dohody.

Poznamenejme, Ze strategické hry, v nichZ nemohou vznikat zdvazné dohody, se nazyvaji
nekooperativni. Na piedchézejicim prikladu vidime, Ze ,,FeSeni** jedné a téZe konfliktni situace
se li8i podle toho, zda ji bereme v kooperativnim nebo v nekooperativnim pojeti.

Pristupme nyni k problému tvorby koalic. Objektivni base konfliktni situace
je v podstaté charakterisovdna pravidla hry. Dal$i objektivni strdnka konfliktni
situace se tykd moZnosti spoluprdce, které jeji adastnici maji. Chapeme-li kooperaci
spoluprdci ve smyslu principu zdvaznosti kooperace, miZe brdanit vzniku koalic
napf. vzdjemnd nedtvéra mezi hrdéi. Jinou zdbranou ve vzniku koalic byvd prosté
nedostatek komunikace (tzv. nekomunikativni hry) nebo zdkaz kooperace mezi
n&kterymi hrd¢i (nap¥f. v ekonomickych konfliktnich situacich protitrustové zdkony),
vynuceny hrozbou penalisace zvendi (nadmdrnost pokut ve srovndni se zvySenim
uZitku) nebo dodrZovany z diwvodd etickych (napf. v obvyklych spoledenskych
hrdch). Na druhé strané& vznik koalice miZe byt vynucen vn&jsimi faktory (tzv.
nucend kooperace), které rovnéZz mohou byt ekonomického, legislativniho, etického
nebo 1 jiného charakteru,

MunoZina hrdéd I se tedy v konfliktni situaci rozpadd na jednotlivé navzdjem
disjunktni koalice, z nichZ nékteré mohou byt pfipadné jednodélenné, kdyZ nékteti
z hrdh nebo i vsichni hraji na svij vrub. Kazdy moZny rozklad mnoZiny I v systém
disjunktnich podmnoZin budeme nazyvat koalicni strukturou. Konfliktni situace
je z hlediska moZnosti (zdvazné) kooperace charakterisovdna tzv. mnoZinou vsech
piipustnych koaliénich struktur, ozname ji symbolem K, to jest dalsim zdkladnim
udajem o objektivni strance konfliktu; mnozina K pfedstavuje vycet viech koaliénich
struktur, jeZz mohou v dané konfliktni situaci vzniknout.

Mnozinu K < I, k niZ existuje p¥ipustnd koaliéni struktura &, tj. A € K, takovd,
Ze K leZi v A, nazveme pifipustnou koalici. Prdzdnou mnoZinu vidy mtiZeme po-
vaZovat ze pfipustnou koalici. Systém vSech pfipustnych koalic budeme oznadovat
pismenem ¥ nebo urditgji Y(K). Je-li pro i el jednotlennd koalice {i} p¥pustnd,
znamena to, Ze hrd¢ i v dané hi'e smi hrat na svilj vrub; neni-li tomu tak, jde o pfipad
nucené kooperace. ’

Jsou-li IT pravidla hry a je-li K mnoZina vSech pfipustnych koalinich struktur,
nazveme dvojici (K, IT) rozsifend pravidla hry, kterd interpretujeme podle zdsady:
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Princip realisace roz$ifenych pravidel hry: Pfed zahdjenim hry se hrddi v [
dohaduji tak dlouho, aZ vznikne pFipustnd koaliéni struktura " € K. Kazdd koalice
Ke o uiini dohodu o spoleéné volbé sdruZené strategie ay € Ay, a to nezdvisle
na ostatnich koalicich. Hra se provede podle principu realisace hry a podle principu
zdvislosti kooperace. Vysledek hry je pak o({ax)xex)-

Symbol {ag} ., oviem znali ten vektor strategii @ = {a,};p, Pro ktery jest ay =
= {d;}iex, K € A . JeZto v dohoddch mezi koaliénimi partnery vZdy vystupuji sdruZené
strategie koalice, i kdyZ jde o hru v rozvinutém tvaru, vystupuje v interpretacnim
principu roz§ifenych pravidel vysledek hry, ktery dostaneme s pomoci normalisované
vysledkové funkce.

Rozsifend objektivni base hry s elementdrnimi vysledky (tj. bud hry v rozvinutém
tvaru nebo hry s ndhodovymi faktory) je definovdna jako trojice »

(6.2) (I E, (K, IT)),

kde IT = I, (tj. IT jsou pravidla hry v rozvinutém tvaru dand pétici (4.46)) nebo
IT = M em (4. 1T jsou pravidla hry s ndhodovymi faktory dand trojici (4.21)), kdezto
rozsifend objektivni base hry v normdlnim tvaru je ddna trojici

(6.3) (I, 2, (K, 7)),

v niZ pravidla hry IT = II ., jsou vyjddfena jako dvojice (1.4); srovn. (4.29) resp.
(1.6).

Strategickd hra s vyznadenou kooperaci je podle definice &tvetice
(6:4) (I 2, {U} o, (K D),

kde (K, IT) jsou roziifend pravidla hry; srovn. (4.3). Jde-li zde o hru s kardindlnimi
preferencemi, lze ji pfevést na strategickou hru s uZitkovymi funkcemi, v ni% je
vyznacena kooperace, totiZ na tvar

(6.5) (I, Qp, {”i}ieh (K, H)) )

kde IT = I1,,,, a kde {u}, je soustava uZitkovych funkci dané hry; srovn. (5.4)
a (5.31).

Vidime tedy, Ze jedinou zménou ve shora zavadénych pojmech je rozSifeni ndm jiZ znamych
definic 0 mnoZinu v8ech piipustnych koalinich struktur K. V hotejsich definicich si ostatni sym-
je prostor vysledkid ve smyslu kapitoly 1 resp. kapitoly 4; srovn..(4.2).

Ve strategické hie s vyznaenou kooperaci vystupuji tedy misto pouhych pravidel hry roz§ifend
pravidla zachycujici moznosti kooperace mezi hradi, a proto v piipadé racionality vSech 1last-
nikl konfliktni situace je tfeba chapat postuldt o znalosti hry tak, Ze kazdy hraé interpretuje
roz§ifenou objektivni basi hry podle principu realisace rozsitenych pravidel hry zahrnujiciho
rovnéZ zdsadu o zavaznosti kooperace. Vignost interpretace rozsifenych pravidel hry, tykajici
se vzniku pfipustné koali¢ni struktury, je jednou z pficin, ale zdaleka ne jedinou, pro¢ obecna
teorie raciondlniho jedndni v konfliktnich situacich neumoZiinje dét jednoznatni doporudeni
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hradtim, jak maji volit své strategie. Na druhé strané tato vdgnost ma tu vyhodu, Ze je do mate-
matickych modelid konfliktnich situaci s pomoci jediného vdaje — mnoZiny vSech pFipustnych
koaliénich struktur — zahrnuto bohaté spektrum vSech moZnych zpasoba vyjedndvani a dohod
mezi hraci. Poznamenejme, Ze v literatufe jsou &inény rozmanité pokusy o precisovini procesu
tvorby koalic a vzniku koali¢nich struktur, avSak Z4dny z nich neni dosti vyhovujici.

S rostoucim podtem hracll rosie jesté rychleji poet moZnych koalic, a tim spise
pocet moZnych koali¢nich struktur. Klasifikujeme-li strategické hry podle vyznadené
kooperace K, dostaneme dva mezni piipady:

v

(1) hry s pevnou koaliéni strukturou, pro n& mnoZina K obsahuje jedinou pii-
pustnou koaliéni strukturu, ve znacich: K = {A};

(2) hry s volnou tvorbou koalic, v nichZ viechny koaliéni struktury jsou pfipustné,
a tedy i viechny koalice jsou pfipustné, {j. ¥ = {K: K < I}. V literatufe se fikd hrdm
s volnou tvorbou koalic kooperativni hry.

Pro hry s pevnou koaliéni strukturou dostaneme opét dva krajni piipady, mezi
nimiZ leZi vechny ostatni; jsou to:

(a) hry s tzv. bezkoaliéni strukturou, v nichZ kazdy hrd¢ hraje na sviyj vrub a jimZ
se fikd, jak jiz vime, nekooperativni hry (nebo také bezkoalicni hry); jde o hry,
pro &% K = {A',}, kde

(6.6) Ho = {{i}:iel}.

V nekooperativni hie jsou pfipustnymi koalicemi jenom koalice jedno€lenné, takze
Zadné netrividlni koalice nemohou vzniknout a tudiZ uvnitf Zddné skupiny hrdcd
nemiiZe nastat zdvaznd spoluprdce;

(b) hry s tzv. maximdlni koalici I, které maji jedinou piipustnou koaliéni strukturu
vyjddfenou vztahem

(6.7) Ay = {1},

pro néZ tedy K = {;}. Jsou to hry, v nichZ nastdvd nucend kooperace mezi viemi
hrd¢i. Témto hrdm budeme Fikat dohodové hry (v anglicky psané literatufe se nazy-
vaji ,,bargaining games* — jde v nich o vyjedndvdni resp. nakonec o vzdjemnou
dohodu mezi viemi hrdgi o spoleéném postupu vedoucim k dosaZeni vysledku).

Ke klasifikaci her podle mnoZiny vSech pfipustnych koaliénich struktur, kterou
jsme pravé v hlavnich rysech popsali, poznamenejme, Ze v literatufe zatim nebyly
vySetfovdny jiné typy her mimo hry kooperativni, nekooperativni a dohodové.
Pritom kazdy z téchto typh strategickych her se studuje specifickymi prostfedky
vhodnymi pro ten ktery typ a pravé tyto prostfedky spolu s vytyéenim problematiky
blize charakterisuji a dopliiuji jejich formdlni popis dany vyznafenim typu koope-
race K.

Na zavér tohoto paragrafu ucifime jesté nékolik pozndmek. V prib¢hu hry dané v rozvinutém
tvaru se aktivita hrade projevuje ve volbé alternativ. Zpiisob volby alternativ miZe hra¢ nahradit

91



tim, ze provede pfed zahajenim partie volbu nékteré ze svych strategii, coZ vyZaduje ngjprve
provést normalisaci hry. Aktivita hrife zaleZejici ve volné strategie se tim posunuje pied vlastni
realisaci hry. O zplsobu volby své strategie se hra¢ muZe dohodnout se ¢leny koalice, do niZ
vstoupi. Tim se aktivita hrace Casové posune jeSté pred okamZik vlastni volby strategie a projevi
se tim, Ze hrac hledd spojence mezi ostatnimi hrddi tak, aby s nimi vytvofil piipustnou koalici
a dohodl se s nimi o spolecné volbé sdruZené strategie koalice, kterd jiZ urCuje jeho strategii. Tuto
strategii, kterd uruje zptisob jeho volby alternativ v priibéhu hry, je pak hri¢ povinen zvolit.
V nekooperativni hfe odpada aktivita hriée zileZejici ve vytvofeni koalice s nékterymi ze spolu-
hraca, kdezto v dohodové hie je hra¢ nucen dohodnout se se viemi ostatnimi spoluhradi; jenom
v kooperativni hie neni hra¢ ni¢im omezovidn pfi vyjedndvdni se spoluhradi o vytvoreni které-
koli koalice, jeZ tohoto hrife zahrnuje.

Garance

V celém tomto paragrafu vénovaném pojmu garance ulinime pfedpoklad, ze K
je pevné dand p¥ipustnd (neprdzdnd) koalice v ndkteré strategické hie s vyznadenou
kooperaci vyjddiené &tvefici (6.4); ve znacich: 0 + K €¥(K). Déle budeme pfedpokld-
dat, Ze tato strategickd hra tvofi hru s kardindlnimi preferencemi, tak¥e ji lze transfor-
movat na tvar (6.5), kde {u},.; je n&kterd soustava uZitkovych funkci dané hry, o niz
pro uvrcitost pfedpokldddme, Ze je v dalsim rovnéZ pevn€ ddna; z kardinality preferenci
plyne oviem, Ze Q = Q.

Danou hru budeme vySetfovat z hlediska koalice K. V této souvislosti mnoZinu
1 — K, sklddajici se ze viech hradi, ktefi nejsou Eleny koalice K, nazveme antikoalici
(rozumi se tim, Ze I — K tvoii antikoalici ke koalici K); tato mnoZina mtiZe byt
pfipadné i prdzdnd, coZ nastane v pfipadé, kdyZz K = I. V naSem vySetfovdni zatim
zanedbdme fakt, Ze se antikoalice I — K pftirealisaci hry, pfi niZ se zformuje koalice K,
sama miZe rozpadnout v systém p¥ipustnych koalic tak, Ze vznikld koaliCni struktura
je prvkem mnoZiny K. Je zvykem oznadovat antikoalici ] — K krat§im symbolem — K,
&ehoZ se v dalsim vykladu pridrzime. Koalici K se jevi antikoalice — K de facto jako
koalice, kterd spoledn& voli (I — K)-vektor strategii a,_x = {d;}jer-x € Ar-x; sTOVIL
(6.1). Podle u¢inéné dohody o symbolice budeme psdt A_y misto 4;_x a genericky
symbol oznadujici (I — K)-vektory strategii &ili (—K)-vektory strategii budeme
zapisovat jako a_x s ptipadnymi indexy nahofe slouZicimi k jejich vzdjemnému
rozliSeni; pfitom budeme mluvit o sdruZené strategii antikoalice, 1 kdyZ — K nebude
piipustnd koalice. Specidlng kdyZ K je jedno&lennd koalice, tedy K = {i} pro ntkteré
iel, uzijeme k oznaleni prostoru sdrufenych strategii antikoalice symbolu A4_,
misto A_;, coZ je ve shod€ se skuteCnosti, Ze podle (6.1) jest Ay = A;. V duchu této
tmluvy bude pak a_; genericky symbol k oznadeni sdruZené strategie antikoalice
I —i,t.a_;= {a;};-; (zdpisu I — i je zde pouZito misto disledn&siho I — {i}).

Kdyby byla strategickd hra (6.4) ddna v rozvinutém tvaru, bylo by moZno popsat
jedndni koalice K v prub&hu hry jako postupné provddéni volby nékteré z alternativ
v kaZdém okamZiku, v nmz je na tahu n&ktery z hrd&i koalice K (1j. na informa&nich
mnoZindch &lentt koalice K), pfiCemZ kaZdd takovd volba by musila byt u¢inéna na
zdkladé dohody mezi viemi ¢leny koalice K. Tento z formélniho hlediska nepohodlny
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zpUsob popisu jedndni koalice jsme nahradili tim, Ze jsme jedndni koalice, vychdzejice
z normalisovaného tvaru hry, popsali jako volbu nékteré sdruZené strategie koalice
s interpretaci pozadujici zdvaznost dohody, kterou sdruZend strategie ptedstavuje.
Lze tudiZ bez ijmy na obecnosti predpoklddat, 7e pravidla dané hry (6.4) jsou vyjé-
dfena v normédlnim tvaru (1.4). Objektivni base této normalisované hry se koalici K
ziejmé jevi jako trojice

(6.8) (L g, (Ax A_x, 0)),

pfiCemZ hra se realisuje tak, Ze koalice K zvoli nékterou svou sdruZenou strategii
ay € Ay, antikoalice —K zvoli nékterou svou sdruZenou strategii a_; € 4 _g, ¢imZ
je dosaZeno vysledku g(ag, a_x); pfedpoklddd sc oviem, Ze koalice a antikoalice
provad&ji kaZdd svou volbu na sob& nezdvisle (poZadavek vzdjemné neinformova-
nosti: pfitom ovSem d&lenové koalice voli svou sdruZenou strategii po vzdjemné
dohodé, kdeZto o tom, jak voli sdruZenou strategii ¢lenové antikoalice, neCinime
zde Zddny predpoklad). Pfipomelime, Ze podle pfedchdzejictho paragrafu dvojice
(ak, a-x) oznaduje ten vektor strategii a = {a,},, pro ktery plati. Ze {a,}.x = ax
a soudasné {a;},c_x = a_x.

Vlastnosti ¢lenti koalice K z hlediska motivace jejich jedndni jsou formdlné popsdny
subjektivni charakteristikou koalice K, tj. soustavou jejich preferenénich stupnic

(6.9) - Ui

Stejné jako jsme zanedbali moZnost rozpadu antikoalice v pFipustné koalice ve shodé
s vyznadenou kooperaci K, nevezmeme v tomto paragrafu v Gvahu ani subjektivni
vlastnosti ¢lenlt antikoalice vyjdd¥ené jejich systémy preferenci. Jinymi slovy, posta-
vime se na stanovisko, Ze koalice K bud znd nebo ze svych znalosti pouZije jenom
objektivni basi hry ve tvaru (6.8) s p¥isluSnou interpretaci a svou subjektivni charak-
teristiku (6.9). Srovndme-li s timto stanoviskem zdkladni postuldt racionality o zna-
losti hry, znamend to, Ze se ¢lenové koalice K chovaji v dané hie raciondIng jen z&dsti:
bud nemayji znalost hry ve smyslu zdkladniho postuldtu racionality, nebo této znalosti
pln& nevyuZivajf. Jesté jinak chdpdno, dvojice (6.8) a (6.9) fidajit o konfliktni situaci
representuje celou t¥idu strategickych her se stejnou objektivni basi, ale pfipadng
s riiznou rozsifenou objektivni basi (srovn. (6.2) a(6.3)), znichZ v kaZdé je koalice K
piipustnd a které se mohou liit v subjektivni basi aZ na subjektivni charakteristiku.
koalice K, jeZ je pro vSechny hry této t¥idy stejnd. HoYejsi stanovisko tedy zachycuje
skuteCnost, Ze budeme vySetfovat z hlediska koalice K celou tfidu strategickych her
charakterisovanou dvojici dat (6.8) a (6.9): takové vyetfovani tvoii vychozi bod
vhodny k pfedbéZnému rozboru jedné hry z hlediska dané koalice.

Pro koalici K definujeme koalicni systém preferenci jako relaci Ug v prostoru
vysledkt Qp podminkou: pro w, o’ € Qp je splnén vztah

(6.10) oUgw’ , kdyZ a jen kdyZz oU,0’ prokazdé ie K,
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tj. kdyZ a jen kdyZ plati, Ze w >, @’ pro kaZdého &lena i koalice K. Relace Uy je,
jak ihned nahlédneme, ¢dsteCné uspofdddni v prostoru smiSenych vysledki.

Pozndmka. Relace R v mnoziné X se nazyva reflexivni, kdyZ pro ka?dé x € X plati, Ze xRx, tj.
kdyZ kazdy prvek v X je sam se sebou v relaci R. Relace v mnoZiné X, kterd je reflexivni a transitiv-
ni, se nazyva Castecné usporadani v X. Snadno se piesvéd¢ime, Ze totalni relace je reflexivni, takze
totdlni uspofddani tvofi zvlastni ptipad Cdstetného uspofadani. Podle pfedpokladu je U; (f € X)
preferencni stupnice, tedy totalni uspofadani v 2, takze wU o plati pro kazdé o € 2 a pro kazdé
i € K, coz zaruluje, Ze Uy je reflexivni relace v ;. Stejné tak lehko zjistime, Ze z transitivity U;
pro v8echna i € K plyne transitivita relace Ug. Na druhé strang, kdyZ nap¥. pro dvojici smiSenych
vysledklt @ a @’ plati, Ze © >; © a @’ > jw pro i = j, kde i, j € K, pak podle definice (6.10)
nzmiZe platit ani vztah Uy, ani o'Uge; fikame, ze vysledky o a o’ jsou pii relaci Uy
nesrovnatelné.

Rekneme, Ze sdrufend strategie ay koalice K zaruéuje (neboli garantuje) smiseny
vysledek w, kdyZ pro kaZdou sdruZenou strategii a_yx antikoalice —K plati, Ze
olag, a_g) Uxw; v tomto piipadd také fikdme, Ze vysledek w e Qp je garantovdn
sdruZenou strategii ay € Ag. S pouzitim formalismu b&Zného v matematické logice
Ize podle (6.10) vyjadfit podminku pro to, aby vysledek w byl garantovdn strategi
ag koalice K, ve tvaru:

(6.11) Va_xe A_)V(ieK)olax, a_x) > ;.

Pozndmka. V poslednim zapisu jsme pouZili znaku V(...) pro logicky operator zvany obecny
kvantifikdtor (Cili kvantor), ktery &teme ,,pro viechna...”” nebo ,,pro kazdé..."". Zapis v (6.11)
tedy vyjadfuje podminku, Ze pro kazdé a_ y, které je prvkem mnoZiny 4 _ g, a pro kazdé i, které je
prvkem mnozZiny K, plati relace o(ag, a_g) zi .

Pojem vysledku, ktery si koalice K zaruéi uritou volbou sdruzené strategie, je
definovédn jenom s pomoci subjektivni charakteristiky koalice (6.9) a objektivni base
(6.8). Smluvime-li se, Ze vztah w'Uxw” budeme &ist tak, Ze vysledek o' je koalici
K slabé preferovdn proti vysledku ", miZeme Fici, Ze sdruZena strategie ag koalice K
zaru€uje smiSeny vysledek w, kdyZ pro kaZdou sdruZenou strategii a_g antikoalice
je vysledek g(ay, a_) slab¥ preferovdn koalici K proti vysledku w. To znamend, Ze
pti jakémkoli jedndni protihract z antikoalice popsaném jejich sdruZenou strategii
a_y je vysledek hry odpovidajici pouziti strategiec ay pro kaZdého Clena koalice K
lepsi nebo alespoii tak dobry jako vysledek w, posuzovano z hlediska jeho systému
preferenci; srovn. (6.11). ,

MnuoZinu viech smiSenych vysledkil, které jsou garantovdny nékterou sdruZenou
strategii ag € Ag, oznadime symbolem G(ag); ve znacich:

(6.12) Glay) = {w:weQpV(a_ge A_g) olag, a_g) Uxw} .

Znak G tedy pfedstavuje zobrazeni pfifazujici kaZdé sdruZené strategii koalice K
munoZinu téch smiSenych vysledki, které tato strategie zarucuje. Plati tvrzeni:

(6.13) kdyZ o € G(ag), wUxw', pak o' € G(ay) ;
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slovy, jestlize smiSeny vysledek w je garantovdn sdruZenou strategii ay a jestliZe je
soucasné koalici K slabé preferovdn proti smienému vysledku o', pak také vysledek
' je garantovdn strategii ag. Tento fakt je okamZitym dusledkem transitivity koalié-
niho systému preferenci Uy.

Je-li koalice K jednotlennd, tj. K = {i} pro ndkteré i e I, redukuje se podminka
(6.11) na tvar

Va_jed_)elasa-) Ziw;

tedy strategie a; hrdée i (tj. a; € A;) zarucuje smifeny vysledek w, kdyZ pro jakékoli
jedndni spoluhrd¢t popsané jejich sdruZenou strategii a_; = {a;},.;~; dosdhne hrdg i
s pouZitim strategie a; vysledku hry, ktery je nejméné tak dobry jako vysledek o,
vzato ze stanoviska jeho osobnich preferenci. Podminku garantovanosti vysledku,
kterd je vyjadfena s pomoci normalisované vysledkové funkce, miiZeme vyjadrit
v ekvivalentnim tvaru s pouZitim uZitkové funkce u; hrdge i (srovn. pfedpoklady uve-
dené na zaldtku tohoto paragrafu) a z ni odvozené vyplatni funkce H; (srovn.
definici (5.45)):

Va_,e A_)YH{fa;, a.;) = ufw),
ktery lze pfepsat jako nerovnost
min {Ha,a_) a_,e A_} > ufw),

kde symbol min na levé strané nerovnosti oznafuje minimum, tj. nejmen$i z Cfsel
leZicich v &iselné mnoZing uvedené ve sloZenych zdvorkdch. Oznadme toto minimum
symbolem g(a;):

(6.14) g(a;) = min {Ha,a_)a_,ed_}.

Cislo g(a;) se nazyvd garancni vpplata pro strategii a; € A; a vyjadiuje podle (6.14)
nejmen$i z vyplat Ha,, a_;), které Ize dosdhnout pouZitim strategie a,, af antikoalice
I — i voli jakoukoli sdruZenou strategii a_;. Na g lze nahlifet jako na d&iselnou
funkci pYifazujici kazdé strategii hrdfe i garanéni vyplatu pro tuto strategii. Podle
provedené uvahy a vzhledem k definici (6.12) plati, Ze

(6.15) Gla;) = {w: we Qg ufw) < g(a)};

slovy, mnoZina viech smiSenych vysledkii, které jsou garantovdny strategii a; hrdde i,
se sklddd pravé ze viech vysledkd, jejichZ uZitek nepfevy$i garanéni vyplatu pro
strategii a;. MnoZiny G(a;) a garanéni vyplaty g{(a;) pro a; € 4, si tedy podle vztahu
(6.15) jednojednoznaén& odpovidaji. Vztah (6.15) miZeme vyslovit také tak, Ze
vysledek w je garantovdn strategii a,, kdyZ a jen kdyZ uZitek ufw) neni v&t3i nez
garanCni vyplata pro strategii a,. Jesté jinak feCeno, garanéni vyplata pro strategii a;
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je maximalni uZitek z vysledkli garantovanych strategii a;; v symbolech:
g(a;) = max {u{w): w e G(a))},

kde max oznafuje maximum, tj. nejvetsi z ¢isel leZicich v ¢iselné mnoZing€ vyznadené
ve sloZenych zdvorkach.

Jsou-li a; a a;} dv strategie hrale i takové Ze g(a;) > g(a}), lze oCekdvat, Ze hrac i, chce-li si
zarudit lepsi vysledek, da prednost pfi své volb strategii a; pfed strategii aj, tj. snaZi se maxi-
malisovat garanéni vyplatu. Je viak tfeba si uvédomit, Ze znalost hry, kterou racionalni hraé
mé podle zdkladniho postulatu o racionalité a kterd zahrnuje znalost kardindlnich preferenci
spoluhract, maZe vést k tomu, Ze hra€ / da prednost strategii a; pted strategii a;, i kdyZ g(a;) >
> g(a}). Bude tomu tak napf. v tom pfipadé, kdyz pro nékterou sdruZenou strategii a_; spolu-
hra¢i plati nerovnost

Hi(ai’ a—l‘) < H,‘(fl;’ a—i) s
pfi¢emZ hrd¢ i vyvodi ze znalosti preferenci svych spoluhraci, Ze ti zvoli pravé strategii a..;;

T

v tomto pfipadé by jist€ nebylo racionilni, kdyby se hra¢ tidil principem maximalisace garanéni
vyplaty. Garan¢ni princip pfi volbé strategie Ize povazovat za rozumny jen tehdy, kdyz hra¢ nema
Zadnou znalost o svych spoluhradich, tedy kdyZ znd o konfliktni situace jen udaje (6.8) a (6.9).

Viimnéme si jedné vlastnosti garantovanych vysledki, kterou miZeme vyslovit
jako tvrzeni: Je-li vysledek w garantovdn sdruZenou strategii ay koalice K a je-hi
vysledek ' garantovdn sdruZenou strategii ag, pak plati pro kterékoli &islo A leZici
mezi 0 a 1 vztah

dlag,a_g) + (1 — Dolag, a-g) 7= do + (1 — ) o

pro kaZdou strategii a_x antikoalice —K a pro viechny Cleny koalice i € K. Spec.
pro @' = w ndm posledni tvrzeni ¥ikd, Ze kdyZ o € G(ay), w € G(ak), pak pro libo-
volné 4, 0 < A < 1, plati:

(6.16)  V(a-xe A_y)V(ieK)Aglag, a_x) + (1 — A elag,a_x) 7 ;.

Pravime, Ze smiSeny vysledek w je garantovatelny dvojici sdruZenych strategii ay,
ay koalice K, kdyZ existuje redlné Cislo A vyhovujici nerovnostem 0 < 1 < 1, pro
n&% je splnéna podminka (6.16). Snadno nahlédneme, e vysledek, ktery je garantovan
bud strategii ay nebo strategii ag, je jiZ garantovatelny dvojici ag, ak; staci porovnat
podminky (6.11) a (6.16). Obecn¢ viak mohou existovat vysledky, které jsou garanto-
vatelné dvojici strategii, ale které nejsou garantovdny ani jednou z nich.

O tom se pfesvédéime na ndsledujicim prikladu, v némZ bude pro jednoduchost
uvaZovana koalice jednollennd, K = {i}, takZe se pro ni podminka (6.16) zredukuje
na tvar:

V(a_;e A_) Ao(a, a_)) + (1 — D ela a-) = .

Prepifeme-li tuto podminku s pomoci uZitkové funkce u; a vyplatni funkce H,
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hrdée i, dostaneme (srovn. (5.20)):

Ya_,e A_) AH{a, a_;) + (1 — ) H{a}, a_;) = ufw)

s

neboli
(6.17) min {AH{a,a_;) + (1 — ) Hfal,a_)a_eA.} = uw).

Rikdme tedy, Ze smiseny vysledek w je garantovatelny dvojici strategii a;, a’ hrdce i,
kdyZ Ize najit &islo 4, 0 < 1 < 1, pro n& je splnéna podminka (6.17).

Pfiklad. Jest ddna hra o dvou hrd¢ich, I = {1, 2}, v niZ prostor elementdrnich
vysledklt obsahuje prdvé dva rizné prvky, E = {e, e,}, a v niZ kaZdy z hrddi md
k disposici pravé dvé rliizné strategie:

Ay ={a, @y}, As = {a; a5}
Normalisovand vysledkovd funkce g je definovana vztahy:
o(a,, az) = o(a}, ay) = e, o(a,, ay) = ¢a), ax) = e; .

Ptedpoklddejme pro uritost, Ze jde o nekooperativni hru, tj. K = {of,}, kde A, =
= {{1}, {2}} (srovn. (6.6)), a Ze hru vySetfujeme z hilediska koalice K = {1}, tj.
z hlediska prvniho hride. Jako na zaédtku tohoto paragrafu budeme piedpoklddat,
Ze hrd¢i maji kardindlni preference, pfiemZ prvni hrd¢ preferuje vysledek e; proti
vysledku e,. JeZto znalost preferencni stupnice druhého hrdce neni pro pojem garance
relevantni, budeme zapisovat preferenéni vztahy prvniho hridce bez vyznaceni jeho
indexu, nebot se preferenéni vztahy druhého hrdce v na$i avaze nevyskytnou; tudiZ
e, > e,. Prostor smiSenych vysledki je vyjddfen podle (4.17) vyrazem

Qp = {le, + (1 — D) ey 0 is1},
piitems
/131 + (1 — }.) €y - /1,6'1 + (1 - /1,) (]

plati tehdy a jenom tehdy, kdyZ A > A, jak plyne z kardinality preferenci prvaniho
hride; srovn. pfedchdzejici kapitolu. Tim jsme pro nasi hru popsali viechny udaje
uvedené v (6.8) a (6.9).

Z obecné definice (6.12) okamZit® zjistime, Ze G(a;) = G(a}) = {e,}, takZe jediny
vysledek, ktery si miZe prvni hrd¢ zarudit nékterou ze svych strategii, je vysledek e,,
ktery je hodnocen nejniZe. Je-li u, ta uZitkova funkce prvniho hrdce, kterd pfitazuje
vysledku e, uZitek —1 a vysledku e, uZitek + 1, tedy obecng (srovn. (5.22))

~ (6.18) e, (1= e =241, 05 A1,
jsou podle definice (6.14) garanéni vyplaty pro obé strategie prvniho hrdge rovny
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&slu —1; vyplatni funkce prvniho hrdée totiz nabyvd hodnot (srovn. definici (5.45))

H(a,, a;) = Hy(ay, a3) =1, H(ay, ay) = Hy(a}, a;) = -1,
takZe
g(a,) = min {H,(a, a,), Hy(a,, a3)} = —1 = min {H,(a}, a3), Hy(a}, a3)} =
= g(ay) -

Tim jsme se znovu piesvédéili vzhledem k vyjddfeni (6.15), Ze si prvni hrd¢ nemiize
zarudit Zddny vysledek le, + (1 — 1) e, pro ktery jest A > 0.

Tvrdime.nyni, Ze vysledek w = le, + (1 — 1) e, je garantovatelny dvojici strategii
ay, aj prviiho hrice, kdyz jest 4 < 4, a neni garantovatelny touto dvojici strategii
pro 4 > 1. Mdme:

)].Hl(al, a2) + (1 - A) Hl(a;, az) =21 -1 5
AH((ay, ay) + (1 — A) H(a}, ay) =1 — 24,

tak¥e podminku (6.17) lze v naSem piipad& vyjddfit jako nerovnost
min {24 — 1,1 — 24} = uy(w).

Minimum v posledni nerovnosti je pro kaZdé &slo 4 (0 < A < 1) nekladné a nabude
nejvyse hodnoty 0 pro 1 = 1. Odiud soudime, Ze smifeny vysledek  je garantovatelny
dvojici strategii a,, a} tehdy a jenom tehdy, kdyZ jeho uZitek u,(w) je nekladny, coZ
podle (6.18) znamend, Ze musi platit nerovaost 24 — 1 < 0¢&ili 4 < 4. Dokadzali jsme
tak, e v dané hie lze najit nekoneéné mmnoho vysledkit garantovatelnych dvojici
a,, a3, z nichZ prvoi hrd€ hodnoti nejvyse vysledek te, + le,, jehoZ ufitek se rovnd
nule; pfitom jediny vysledek garantovany obéma strategiemi prvniho hrace je elemen-
tarni vysledek e, s uZitkem rovnym —1. Jinymi slovy, prvni hrd¢ si mtZze zarudit
kteroukoli ze svych strategii jenom minimdlni uzitek rovny —1, kdeZto jeho maxi-
malné garantovatelny uZitek se zvysi na 0.

Pfiklad, ktery jsme uvedli, je matematickym modelem konflikini situace, kterda vznikd pfi
jednoduché hie zndmé pod ndzvem ,,srovnavani minci* (angl. matching pennies). Zdcastni se ji
dva hraci, z nichZ kazdy poloZi na stiill minci o smluvené hodnoté, a to tak, aby protivanik nevédél
piedem, je-li mince licem nebo rubem nahoru. Prvni hria€ vyhraje, kdyZ mince ukazuji obég lic
nebo obé rub, tj. jsou poloZeny souhlasné, a prohraje v opainém piipadé, kdyZ jsou poloZeny
nesouhlasn€. V matematickém modelu oznacuje ¢; vyhru prvaiho hrice a e, jeho prohru, ¢imz
je charakterisovina soucasné i preferencni stupnice tohoto hrie: piedpokldda se o ném, Ze
vyhru preferuje proti prohfe. Kazdy z hrach ma dvé strategie; feknéme, Ze 2, resp. a, oznacuje
strategii, pfi ni% prvoi resp. druhy hra¢ polozi minci licem nahoru, kdeito ay resp. a4 znadi
strategii poloZit minci nahoru rubem; vektorim sloZenym z téchto strategii odpovidd shora
definovand normalisovand vysledkova funkce ¢. Hra je zfejmé nekooperativni, nebof vyhra
prvniho hridce md za nésledek prohru druheho hrace, takZe spolupraci nemohou hraci dosahnout
pro oba Zidouciho vysledku.
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Vyraz ley + (1 — 1) e, piedstavuje nedeterminovany vysledek, pfi némZ nastane vyhra
prvaiho hrace s pravdépodobnosti 1 a jeho prohra s pravdépodobnosti 1 — 1. Tento nedetermi-
novany vysledek vznikne napf. tehdy, kdyZz druhy hra¢ zvoli pevoé nékterou ze svych strategii,
tfeba a,, kdeZto prvni hri¢ poudije k volbé své strategie ndhodového mechanismu, ktery vol
v naSem piipadé strategii a; s pravdépodobnosti 1 a strategii a} s pravdépodobnosti 1 — 1.
Napt. pro 1 = 1/6 maZe byt timto ndhodovym mechanismem oby&ejna kostka, kterd neni fale$na:
hra¢ si pfed zahdjenim hry hodi kostkou, a padne-li' jedno oko, zvoli strategii-a; (lic}, a padne-li
vice ok, zvolf strategii a{ (rub). Viimnéme si, Ze kdyZ druhy hri¢ zvoli strategii 5, pak prvni hrac¢
dostane s pouZitim popsaného nihodového mechanismu vysledek (1 — 1) ¢; -+ de,.

Zvolené pocatecni podminky na uZitkovou funkci #, prvniho hrice charakterisuji vyhru
Gislem 1 a prohru &islem — 1. Zpnamena-l, jak je obvyklé, vyhra prvniho hrice zisk jedné mince,
totiZ té, kterou na stll poloZil druhy hrdé¢, a prohra ztritu vlastni mince, vyjadiuii hodnoty
vyplatni funkce H; prvniho hrace, Ze vyplata pfi vyhie (tj. pro vektor strategiii (e, a,) nebo
(@}, a%): viz hoiejdi vztahy) je rovna 1 a pfi prohie (tj. pro vektory strategii (2;, a3) nebo (2, a,))
je rovma —1; v tomto piipadé Ize vyplaty také chdpat jako penéini &istky, které predstavuji
zisk prvniho hriée, md-li vyplata kladnou hodnotu, kdeZto ztratu, je-li vyplata zaporna.

Hofejsi tvrzeni, Ze prvni hrac si mdZe garantovat kafdou ze svych strategii jenom minimalni
uZitek rovny — 1, tedy znamena pravé to, Ze si prvni hra¢ muZe zarucit kteroukoli z obou strate-
gii nejvySe prohru. Interpretaci pojmu garantovatelnosti vyvodime z nerovnosti (6.17): vysledek
je garantovatelny dvojici strategii daného hrace, kdyZ si tento hra¢ s pomoci vhodného nihodo~
vého mechanismou, kterého pougije shora naznadenym zptisobem k volbé jedné ze strategii dané
dvojice, miZe zabezpetit, aby stfedni hodnota vyplaty pro kaZdou sdruZenou strategii protihraci
neklesla pod uZitek tohoto vysledku; stiedni hodnota se bere vzhiedem k rozloZeni pravdé-
podobnosti realisovanému timto nidhodovym mechanismem. V nasem piipadé fakt, Ze uZitek
maximalné garantovatelny dvojici strategii a,, a} prvnibo hrice je nulovy, lze interpretovat tak,
Ze prvni hraé si miZe zabezpedit s pouZitim ndhodového mechanismu voliciho lic i rub s touz
pravdépodobnosti rovnoun %, aby jeho stifedni vyplata byla pravé rovna nule, ¢ili aby nic geprohral.
Pfi statistické interpretaci pojmu pravdépodobnosti to znamend, Ze kdyZ prvai hra¢ voli v dlouhé
sérii partii dané hry ndhodné lic a rub se stejnou pravdépodobnosti, Ze si v pruméra miZe zarudit
nulovou ztritu, a tudiZ nejvySe nulovy zisk.

Garantovatelnost a smiSené strategie

'V tomto paragrafu zachovdme pfedpoklady, které jsme udinili na zaCdtku para- '

grafu pfedchdzejiciho. V ném jsme vyslovili definici garantovatelnosti vysledku pro
dvojice strategii dané koalice K. Obecnéji pravime, Ze smifeny vysledek w je garan-
tovatelny k-tici sdrufenych strategii a'l’,ad, ..., a¥ koalice K, kdyZ existuji
redlnd Cisla A; v poctu k takovd, Ze

k P
zllj = 1 N O é }'J' _S_ 1 (j = 1, 2, veey k) 3 f\':' :ﬁ
J= - .

piitems je splnéna podminka | ‘%’%5 .
R . . \'@'é’\:ﬁiﬁ% "
V(a_xeAd_)V(ieK)Y 4oad, a_x) >, @. ‘
=1

i
Vysloveno jesté obecn&ji, smiSeny vysledek w je garantovatelny jednoparametrovou
soustavou {a$};p sdruzenych strategii koalice K, kde B je koneénd neprizdnd
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mnoZina, kdyZ existuje rozlozeni pravdépodobnosti 1 na mnoZiné B takové, Ze je
splnéna podminka '

(6.19) V(a_,(eA_K)V(ie‘K)ZA(ﬁ)Q(a%”,a_K) >0

) peB
srovn. (4.13). Budeme fikat, Ze smz’s’enf vysledek w je garantovatelny pro koalici K
(resp. pro hrdce i, kdyZ K = {i}), kdyZ lze najit jednoparametrovou soustavu
{a{f’} 45 sdruZenych strategii koalice K s koneSnou neprdzdnou mnoZinou parametri
B takovou, Ze vysledek w je garanmtovatelny touto soustavou podle ptedchdzejici
definice.

V piikladé uvedzném v minulém paragrafu jsme vidéli, ¢ v dané hie je kaZdy vysledek v =
=dey+ (1~ Dey, pii 05 A S + pro prvniho hride garantovatelny a Ze z téchto vysledka
je garantovan nékterou strategii prvniho hrace jenom vysledek e, odpovidajici &islu A = 0.

Vyjdéme z pfedpokladu, Ze vysledek w je garantovatelny pro koalici K. Potom
podle definice 1ze najit rozloZsni 1 na nékteré neprdazdné koneéné mnoziné B a jedno-
parametrovou soustavu {a%”},,e,, sdruzenych strategii koalice K takovou, Ze plati
podminka (6.19). Polozime-li

Blay) = {B: BeB; af’) = ax} pro aje Ay,

tvolf mnoZinovy systém {B(ak): ax € Ag} rozklad mnoZiny parametrit B (v némZ

rozkladové mnoZiny nemusi byt viechny neprdzdné) a piitom kaZdd mnoZina

B(ax) md pfi rozloZeni A pravdépodobnost A(B(ay)). Klademe-li definitoricky
sglax) = {B(ag)) pro axe Ag,

piedstavuje &iselnd funkce sy definovand na prostoru Ag poslednim vztahem rozlo-
Zeni pravdépodobnosti na tomto prostoru a s jeji pomoci miZeme podminku (6.19)
zapsat ve tvaru

(6.20) Va_geA_x)V(ieK)ofsg, a_g) >, 0,
kde jsme zavedli zkrdcené oznaceni

(6.21) o(sx, a_g) = Y selag) oag, a_g).

aged g

Tim jsme ukdzali, Ze vysledek w je garantovatelny pro koalici K, kdyZ a jen kdyZ
existuje rozloZeni pravdépodobnosti sy na prostoru Ay sdruZenych strategii koalice
K takové, Ze je splnéna podminka (6.20).

JestliZe je dand koalice jednoclennd, K = {i}, nabude podminka (6.20) tvaru

WaicA_)elsna ) zio,

kde v duchu umluv uéinénych v pfede§lém paragrafu piSeme s; misto s;;; Symbol s;
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predstavuje rozloZeni pravdépodobnosti na prostoru strategii 4; hrace i. Posledni
podminka znamend, Ze platf

V(a_iEA-i) Hi(si: a—-i) = ul-(a)),

kde jsme v zdpisu pouZili uZitkové funkce u; a vyplatni funkce H; hrdce i a kde jsme
pro zkrdceni poloZili
Hi(si’ a_;) = z Si(ai) Hi(ab a—i) ;
aicA;
posledni rovnost vyjadfuje, Ze symboi H {s;, a_;) pfedstavuje stfedni hodnotu vyplat
H{a;,a_), a;e A, pii rozlcZeni pravdépodobnosti s; na prostoru 4,. TudiZ pod-
minku (6.20} Ize pro pfipad jednoglenné koalice nahradit nerovnosti

(6.22) min {Hi(sia a):a; €A} z ufw);

srovi. obdobnou podminku v pfedchdzejicim paragrafu, v niZ vystupuje misto
rozloZzni pravdépodobnosti s; strategie a;. Je tedy vysledek w garantovatelny pro
hrace i tehdy a jenom tehdy, kdyZ lze najit rozloZzni pravdépodobnosti s; na prostoru
strategii 4; hrdge i, pro né% je splnéna podminka (6.22). '

V piikladé z predchoziho paragrafu jsme fakticky ukdzali, Ze vysledek o je garantovatelny pro
prvaiho hra¢e pravé tehdy, kdyZ pro rozloZeni pravdépodobnosti 5, na prostoru strategii Ay
prvnitho hriée, pififazujici kazdé ze strategii pravdépodobnost -;— tj-

S1(ay) = 5yla)) = %,

plati podminka (6.22), ktera je v tomto piipadé ekvivalentni s nerovnosti (6.17). Toto rozloZeni
pravdépodobnosti, jak jsme vidéli, lze realisovat pfislusnym nahodovym mechanismem.

Libovolné rozlcZzni pravdépodobmosti na prostoru Ag sdruZenych strategii
koalice K (srovn. (6.1)) se nazyvd smiSend strategie koalice K; sdruZzné strategie
koalice K se pak nazyvaji urCitéji ryz? strategie koalice K. MnoZinu viech smiSenych
strategii koalice K budeme oznadovat viude v dal$im textu symbolem Sg. Pro jedno-
dennou koalici K = {i} piSeme S; misto Sy @ prvky s; € S; nazyvdme smiSené strate-
gie hrdce i, kdeZto prvky a; € A; jmenujeme ryzi strategie hrdée i. PouZijeme-li
symboliky zavedené v kapitole 4, lze mnoZinu Sy, kterou nazyvdme prostor smiSenych
strategii koalice K, vyjdd¥it vztahem (srovn. (4.16) :

(6.23) Sk =[4g] pro K<1; spec.S;=[4;] pro iel.

Slovy, prostor smiSenyjch strategii koalice K (resp. hrdce i) je definovdn jako konvexni
obal prostoru ryzich strategii této koalice (resp. daného hrdde). Viimnéme si, Ze
vztahem (6.23) lze formdlné definovat prostor Sy i pro prdzdnou koalici, nebot
definice (6.1) md rovn(Z smysl pro K = 0 jest Sg = Ay, pfiCem¥ prostor 4¢ obsahuje
jenom prazdné zobrazeni.

101




PonévadZ ve smyslu interpretace pojmu pravdépodobnosti na konedné mnoZiné
neni faktického rozdilu mezi smifenou strategii pfifazujici n€které sdruZzné strategii
ay koalice K pravdépodobnost 1 a samotnou strategii ag, povaZujeme prostor ryzich
strategii koalice K za €dst prostoru smiSenych strategil této koalice; tj.

Ay < Sg; spec. A; <= S; pro iel.

Pfitom lze fici piesnéji, Ze ryz strategie koalice K je ta smiSend strategie této koalice,
kterd pfifazuje nékteré sdruZ:né strategii ag koalice K pravdépodobnost 1, kdeZto
viem ostatnim pravdépodobnost 0; v tomto pojeti ¢inime formdlnf rozdil mezi ryzi
strategii a sdruZznou strategii koalice.

UZijeme-li pojmu smiSené strategie, muZzme tvrdit, Ze vysledek o je garanto-
vatelny pro koalici K tehdy a jenom tehdy, kdy? existuje smifend strategie sy
koalice K, pro niZ je splnéna podminka (6.20). Pravime, Ze smifeny vysledek w
je garantovdn smiSenou strategii sy koalice K, kdyZ plati posminka (6.20}; v tomto
piipadé také fikdme, Ze smifend strategie sg € Sy zarucuje vysledek w. Tato definice
je ploé ve shod& s definici garance pro strategii, kterd neni smiSend, tj. pfesnéji, kterd
je ry, jak zjistime, porovndme-li podminky (6.11) a (6.20}; srovn. (6.21). TudiZ
vysledek je garantovatelny pro koalici K, kdyZ a jen kdyZ? je garantovdn nékterou
smifenou strategii koalice K.

Vidéli jsme v prikladé uvedeném v minulém paragrafu, Ze smiSenymi strategiemi lze obecné
zarudit rozsahlej$i mnozZiny vysledkl, nzz kdyZ pouZijeme jenom ryzich strategii. To je jeden
z ddivodil, pro¢ se v teorii her zavddéji smiSené strategie: maximdlni uZitek z vysiedkd, které je
moZno garantovat smiSenymi strategiemi, je obecné vét$i n=Z maximalni uZitek z vysledki, které
Ize garantovat jenom ryzimi strategiemi, vzato ze stanoviska uZitku jednoho hrice. Je zajimavé,
Ze pouZitim ndhodového mechanismu pfi volbé sdruZené strategie miZe koalice dosahnout pro
své Cleny vysSich uZitkd, neZ kdyZ voli strategii bez pouZiti vhodného ndhodového mechanismu:
ptitom nihodovy mechanismus o vhodnych pravdépodobnostaich vlastnostech representuje
,,vhodnou** smifenou strategii koalice. To se vysvétluje tim, Ze protivmici koalice nemohou
v sérii opakovani téZe hry z nahodné volby sdruZenych strategii s pomoci nahodového mecha-
nismu uhodnout faktické jednédni koalice a tim je jim znemoZné€no pii pokra¢ovaném opakovani
hry zvolit pro n€ vyhodnou protistrategii. To je zvlasté dobfe vidét ve hie se srovnavanim minci:
uvidime, Ze i kdyZ protivnik zjisti, Ze prvani hri¢ pouZiva p¥i volbé své strategie nihodového
mechanismu dévajiciho kaZdou z obou strategii se stejnou pravdipodobnosti, nemiZe této své
znalosti nijak vyuzit pii volbé své viastni strategie a nezbude mu nic jiného, neZ pouZit pfi volbé
svych strategii ndhodového mechanismu téhoZ typu. Nahodovému mechanismu odpovidajici
smiSend strategie zajiStuje prvnimu hri¢i nulovou ztritu, a tedy protivnikovi neumoZiiuje Zadny
zisk. TudiZ uvedend smiSend strategie poskytuje prvmimu hradi ochranu pred ztratou, coZ Zadna
Z jeho ryzich strategii necini.

Podminku (6.20) garantovanosti vysledku smiSenou strategii Ize vyjadfit v symetrié-
t&j8im tvaru, jeZto plati ndsledujici tvrzeni: je-li vysledek w € Qf garantovdn smiSenou
strategii sg € Sg, pak je splnéna podminka:

(6.24) - V(s—geS_g)V(ieK)olsk s-g) i @,
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kde jsme poloZili
osgs-x) = 2 s-gla-x) Q(sx: deg);
a.ged-g

srovn. (6.21). MnoZinu viech vysledkd garantovanych smiSenou strategii sy e Sy
oznatime ve shod€ s (6.12) symbolem G(sg). Podle (6.24) a (6.10) mdme:

(6.25) G(sg) = {w: we Qg V(s_xe S_g) osg, 5-x) Ug @} .

Pro mnoZiny G(sg), sg € Sk, plati tvrzeni analogické tvrzeni (6.13): s kaZ Iym vysled-
kem o leZicim v mnoZing G{sg) v ni leZ{ kterykoli vysledek, proti némuZ koalice K
vysledek w slabé preferuje.

Podle (6.24) plati, 7z smiSend strategie s; hrd¢e i zaruuje smiSeny vysledek o,
kdyZ a jen kdyZ je splnéna podminka:

V(S—i € S—-i) o5 5-3) Ziw (S_i=51-),
neboli (srovn. (6.22))

min {H s, s-)):s_; €S~} 2 u0),
kde jsme poloZili
Hi(sis S_y) = Z Z Si(ai) S—i(a-i) Hi(ai: a—-i)'
si€S; 5~ €S-

Oznadime-li ve shod€ s definici (6.14) minimum v posledni nerovmosti symbolem
g(s;), miZzme dokdzat platnost rovnosti:

(6.26) g(sy) — min {Hisps-):s—;eS_;} = min {H{s, a_):a_;e A_;}.

Cislo g(s;) budeme nazyvat jako v pfedchdzejicim paragrafu garanéni vyplata pro
smiSenou strategili s; € S;. Plati:

Teorém. Existuje aspoii jedna smifend strategie §; hrdce i, kterd md vlastnost,
Ze pro kaZdou smiSenou strategii s;€ S, téhoZ hrdce je splnéna nerovnost g{3;) 2
2 g(s;). Kazdé strategii spliujici posledni nerovnost pro vlechna s;€S; Fikdme
garancni strategie hrdce i. Jsou-li §; a §; dvé garandéni strategie hrdde i, pak plati
rovnosti:

(6:27) g(5;) = 9(5) = max {g(s;): s;€S} = v(i).

Pfitom jsme symbolem v(i) oznadili garanéni vyplatu pro libovolnou garanéni
strategii hrdde i; tuto vyplatu, tj. &islo v(i), nazyvdme garanéni vyplata hrdce i. Pro
garanéni vyplatu hrdce i je splnéna nerovnost

(i) = max {g(a;): a;€ 4;} ,

s wr

kterd ¥ikd, 7e garanéni vyplata hrdde i nenf mensi neZ maximdlni garantni vyplata
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pro ryz strategie daného hrade; obvykle viak plati v poslednim vztahu ostrd nerovnost,
jak jsme vidéli ve hie se srovndvdnim minci.

Ve hie se srovmdvdnim minci jsme zjistili, ¢ »(1) = 0, kdeito max {g(a,), gla])} = —1.
V této hie md prvni hra¢ jedinou garanéni strategii, kterou jsme nahofe oznadili 5, a ktera pfi-
fazuje kaidé z obou ryzich strategii prvmiho hrdce pravdépodobnost %

MnoZinu viech smiSenych vysledkd, které jsou garantovatelné pro koalici K, si pro
pHisté oznadime symbolem v,(K). Index o se uZivd v literatufe k vyznadeni toho, Ze
ide o garanci. Setkdme se je§té€ s indexem f, ktery bude charakterisovat pojem
prevence, o némZ pojedndme v dalfich paragrafech. MnoZinu v(K) lze vyjadfit
formuli: .

(6.28) v(K) = U G(sg),

SRESK
v niZ je symbolicky vyznaden ndm zndmy fakt, Ze vysledek je garantovatelny pro
koalici K, kdyZ a jen kdyZ je garantovdn nékterou smiSenou strategii této koalice.
Specidlng pro jedno¢lennou koalici K = {i} budeme psdt kraideji v,(i). Snadno
nahlédneme, Ze se garanéni vypiata hrdée i d4 vyjadiit vzorcem:

6.28) (i) = max {u.i(w): wev(i)},
nebot mezi g(s;) a G{s;) pro s; € S, plati vztahy:
G(s)) = {w: we Qg ufw) < g(s)}, 9(s;) = max {uw): we G(s;)} ;

stovn. vztah (6.15) a text za nim ndsledujici.

Nakonsc pcznamenejme, Z¢ bychom mohli stejné jako v predchazejicim paragrafu definovat
pojem vysledku garantovatelného dvojici smiSenych strategii dané koalice. Nedostali bychom
tim v3ak nic nového, protoze kazdy takovy vysledek by jiZ byl garantovan smési téchto smiSenych
strategii (ve smyslu kapitoly 4 je pojem smési smiSenych strategii definovin obdobné jako smés
smiSenych vysledk(; srovn. (4.9)), coZ je opét smiSena strategie. Stejné tomu tak jest pro pojem
vysledku garantovatelného soustavou smiscnych strategii.

Na zaveér cheeme jesté znovu zdiiraznit, 7e garanéni vyplata daného hrice predstavuje maximal-
ni uZitek z vysledku, ktery si hra¢ miiZe zaruéit optimdlni voibou smiSené sirategie, totiZ volbou
aékteré své garanéni sirategie.

Garancai hodnota hry

Doposud jsme vySetfovali problém garance z hlediska jedné isolované koalice
a nyni vezmeme v Gvahu viechny mcZié koalice véetné prazdné. Jako diive pfed-
pokldddme, Y¢ mdme ddnu strategickou hru (6.4) s vyznalenou kooperaci, s kardi-
ndlnimi preferencemi a s pevné zvolenou soustavou uZitkovych funkei {u;} ., takZe
se na tuto hru miZ>me divat také jako na hru s uZitkovymi funkcemi (6.5), v niZ je
wvyznacena kooperace. Navic viak ucinime pfedpoklad, Ze v této hie je kazdd koalice
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piipustnd, coZ lze formdlng zapsat jako poZadavek, aby platilo: P(K) = {K: K < I}.
Specidinim pfipadem takové hry je hra s volnou tvorbou koalic, tj. hra kooperativai.
VySetfovdni, které budeme provddét, lze také chdpat tak, Z= je ddna hra ve tvaru
(4.3), tj. bez vyznaleni kooperace, pfiemZ se zkoumd, jaké mcZnosti maji viechny
myslitelné koalice z hlediska garantovatelnosti vysledkl bez pfihlédnuti k tomu, zda
mohou ¢i nemohou fakticky vzniknout, tj. bez ohledu na to, zda jsou nebo nejsou
piipustné.

MnoZinu viech smisenych vysledki, které jsou garantovatelné pro koalici X, jsme
oznadili v,(K), kde K < I, K # 0; dopinime-li si definici (6.28) pro K = @ vztahem
v((0) = 0, tj. smiuvime-li se na pojeti, Z¢ prdzdnd koalice si nemiiZ> zarudit Zidné
vysledky, pfedstavuje symbol v, funkci, jejimiZ hodnotami jsou mnoZiny smiSenych
vysledkit a jeZ je definovdna na mmoZiné viech koalic, tj. pro libovolné K < I.
Mnoziné vysledkt va(K),, K < I, budeme tikat garancni hodnota hry pro koalici K.
Vysledky, které jsou prvky garancéni hodnoty hry pro koalici K, tj. garantovatelné
pro tuto koalici, budeme nazyvat také vysledky a-dosaZitelné pro koalici K. Tato
novd nomenklatura se opird o skuteSnost, Zz kaZdy vysledek w garantovatelny pro
koalici K md vlastnost, Zz ho miZz koalice K dosdhnout vhodnou volbou nékteré
své smifené strategie, coZ znamend, Ze vysledek hry pii jakékoli smiSené strategii
antikoalice nemiZe byt pro koalici K hor$i neZ vysledek w, srovndvdno podle jejiho
koali¢niho systému preferenci (srovn. {6.10)). Tuto vlastnost lze zapsat s pomoci
obvyklych logickych operdtorii ve tvaru (srovn. (6.24)):

sk € Sk) V(s_xeS—g) esk, s-x) Ugw .

Pozndmka. V poslednim zapisu jsme pouZili daldiho symbolu 3 oznacujiciho tzv. existenéni
kvantifikitor (Gili kvantor): 3(...) Cteme ,.existuje...*; pfitom dvojice operitord 3(...) V(..)
predstavuje vlastné zkratku slovniho vyjadreni ,,existuje..., Ze pro viechna...*.

Vyslovend vlastnost a-dosaZitelnych vysledkit plati jen pro koalici K, kterd je
neprazdnd. TudiZ definici garanéni hodnoty hry jako funkce na mnoZiné viech koalic
miZeme vyjadfit formulemi:

(6.30) v{(K) = {@w: we Qg Asx e Sk) Y(s-x € S_g) V(i € K) o5k, 5-x) = @}
pro P+Kcl,
VE(Q)) =0;

srovn. se vzorcem (6.28), ktery plati pro K + . PouZijeme-li ve vyjadfeni (6.30)
uZitkovych funkci a z nich odvozenych vyplatnich funkei ¢leni koalice K, dostaneme
(stovn. (5.45) a dale (6.40)

(6.31) v (K) = {o: we Qy; Hsge Sg) V(s-x € 4-x) V(i€ K) H{sx, 5_g) > ufw)}
pro@+=Kcl : ,
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Z vlastnosti mnoZin G(sg), zndmych ndm z pfedchdzejicich paragraf@i (srovn.
tvrzeni (6.13) a jeho zobecnéni v minulém paragrafu), vyplyvd vzhledem k vyjddfeni
{6.28) prvni zdkladni vlastnost garanéni hodnoty hry:

(6.32) kdy? wev[/K), owUgw', pak o €v(K);

slovy, miZz-li nékterd koalice dosahnout vysledkn @, pak mtZz dosdhnout viech
vysledkil pro sebe horfich anebo stejné dobrych. Druhd zdkladni vlastnost garanéni
hodnoty hry se opird o vlastnosti garantovanych vysledki, které nds vedly k zavedeni
pojmu garantovatelnosti (srovn. (6.16) a text této podmince pfedchdzejici), a zni:

kdy; wev{K), o' ev/K), pak o + (1-Vw'evfK) pro0<A=1;
(633)
slovy, jestl’Z: n€kterd koalice miiZ: dosdhnout jak vysledku w, tak i vysledku o',
pak miiZ: dosdhnout kterékoli jejich smési.

MncZzau vysledkit ' nazyvame konvexni, kdyZ pro libovolnou dvojici vysledkl
o, o' € Q plati, 22 Ao + (1 — 1) @’ € Q' pro kazié 0 £ 1 < 1. Vlastnost (6.33) ndm
tedy fikd, Zz garancni hodnota hry je pro kaZdou koalici konvexni mnoZina vy-
sledki.

Treti zdkladni vlastnost garancni hodnoty hry, kterou lze odvodit z tzv. topolo-
gickych vlastnosti prostoru smiSenych. strategii dané koalice, jimiz se v§ak nebudeme
zabyvat, nebot vyZaduji jemn&jSich prostfedkii matematické analysy, lze vyslovit
nejstruénéji takto: garanéni hodnota hry v(K), K < I, je mnoZina vysledkii uzaviend
vzhledem ke koalici K.

Pozndmka. Nejjednodussi d=finici uzavienosti mnozZiny vysledkii obdrZime, kdyz v ni pouZi-
jeme pojmu uZitkové funkce. O mnoZiné vysledks Q pravime, Ze je uzaviend vzhledem ke koalici
K, jestlize plati:

kdyi w, e’ (n=1,2,3,...), ufw,) - n{w) pro kazdé i€ K, pak @ € Q".

Symbol z{w,) - uw) znaci, Ze posloupnost Cisel ufw,), n= 1,2, 3, ..., konverguje k &islu
w{w), tj.
V(e > 0) A(np) Y(n.= ng) yw) — & < uy(w,) < u{w) + ¢.

Tedy tfeti zakladni vlastnost garancni hodnoty hry lze zapsat ve tvaru:

(634) kdyz w,€v(K), n=1,2,3,..., u@,) - uw) pro kazdé i € K, pak o € v (K).
Nejcharakteristictéj$i vlastnosti garanéni hodnoty hry z hlediska tvorby koalic

je jeji ¢tvrtd zdkladni vlastnost:

(635)

kdy? K,<I,K,<I,K,nK,=0, pak v/K)uv/K;)<v(K UK;);

slovy, dvé disjunktni koalice mohou époleéné dosdhnout vSech vysledkii, které jsou

dosaZitelné pro kteroukoli z nich. Utvofi-li tedy dvé koalice, jeZ nemaji spolené
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leny, novou koalici sloZsnou prdvé ze viech ¢lenlt obou koalic, dosdhnou tim ne]-
méné tolik, co- kazdd z nich zvldst, ale mohou dosdbnout vice.

Nakonec si v§imnéme, Z2 kdyZ hradi vytvofi maximdlni koalici, tedy se vichni
spoji k spoleénému postupu; mohou dosdhnout témét kaZdého vysledku, totiZ kaZ-
dého vysledku, ktery je smési ryzich smienych vysledki, tj. ryzich vysledkd v norma-
lisovaném tvaru hry; plati totiZ vztahy:

(6.36) vll) = {w: weQpI (0’ e[Q°])Viie) o' > w};

stovn. (4.5) a (4.18). Nahradime-li smiSené vysledky vyplatnimi vektory, lze ze
vztahu (6.36) vyvodit, Ze maximdlni koalice dosdhne kaZiého vyplatniho vektoru
leZiciho v redukovaném prostoru vyplatnich vektord; srovn. definice (5.44) a (5.43).
Ve znacich:

(6.37) vo{I) 2 {w: we Qp; ufw) e X} ;
srovn. (5.35).

SmiSené strategie maximdlni koalice, tj. koalice I, budeme nazyvat globdlni
smifené strategie a oznadovat je generickym symbolem s misto s;; prostor globdlnich
smiSenych strategii oznalime S:

(6.38) S =5, ti. S=[4]

(srovn. definici (6.23)). Podle (5.49) lze vyjddfit redukovany prostor vyplatnich
vektorli formuli:

(6.39) X = {H(s):5¢8},

kde jsme pouZli oznaceni, které je ve shod& s predchdzejicimi paragrafy. Klademe
totiZ definitoricky:
(6.40) H ,(s) =ufo(s)), a(s) =Y s(a)o(a) pro seS, iel,

His) = (5}

Pfitom z hypotézy o stfednim uZitku (5.21) plyne pro stfedni vyplatu H (s) vyjadfend
uvedené ve specidlnim tvaru jiZ v minulém paragrafu:

H{s) =an4 s(a) H{a),

Opieme-li se o formuli (6.39), kterd vyjadfuje, %2 redukovany prostor vyplatnich
vektorti je slcZzn prdvé ze viech vyplatnich vektort, jeZ jsou aposteriorné dosaZitelné
s pomoci n&které globdlni smiSené strategie, vyvodime platnost vztahu (6.36", a tim
i(6.37), z formule (6.30), uvédomime-li si, Ze antikoalice k maximdlni koalici
je prdazdnd.

Dfive neZ piejdeme k dal$imu vykladu, smiuvime se na nékterych oznadenich.
Pro kazdy vyplatni vektor x, tj. x € X (srovn. (5.36)), x = {x;},;;, @ pro kaZdou
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koalici K bude symbol xx oznadovat &iselny K-vektor, jehoZ komponenty jsou vyplaty -
¢lentim koalice K pro vyplatni vektor x: xg = {x,},.x- Obecnéji bude symbol xg
oznacovat jakykoli Ciselny K-vektor, tj. zobrazeni pfifazujici kaZiému prvku mno-
Ziny K redlné &slo. MnoZinu véech &iselnych K-vektorfi oznacime R; tedy xx € R¥
znamend, Ze xy je Ciselny K-vektor. PoloZime definitoricky:

(641) X = {xg:xeX} pro KcI; spec. X;={x;:xeX} pro iel.

X predstavuje mnoZinu viech K-vektorii vyplat ¢lenim koalice K pro vSechny vy-
platni vektory; spec. X; pfedstavuje mnoZinu vSech vyplat hraci i pro vsechny
vyplatni vektory.

Vyjdéme z vyjddieni (6.31) garanéni hodnoty hry pro koalici K a nahradme v ném
vysledky K-vektory vyplat clenum koalice; dostaneme tak rovnost:

(6.42) ' 1 (K) = {w: w e Qg; ug(w) € 1(K)},
kde ve shodé s pfedchozim odstaveem ug(w) = {uw)};x a kde jsme poloZili
(6.43) v(K) = {xg e R": Isg e Sg) V(s_xe S_¢) V(i€ K) Hsg, 5-x) = X} .

MnoZina v,(K) se nazyvd (Aumann-Pelegova) a-hodnota hry pro koalici K
a lIze ji povaZovat za kanonické vyjddfeni garan¢ni hodnoty hry pro danou koalici.

Z vlastnosti garanéni hodnoty hry snadno odvodime vlastnosti a-hodnoty hry.
PiSeme-li pro xg, yg € RX vztah xx = y, kdyZ a jen kdyZ x; = y; pro kazdé i e K,
1ze vyslovit prvni zdkladni vlastnosti a-hodnoty hry vzhledem k (6.32) jako tvrzeni:

(6.44) kdyZ xgevfK), xx Z yx, pak ygev(K).

Obdobu vlastnosti (6.33) a(6.34) ze vyjddfit jako tvrzeni, Ze a-hodnota hry v,(K)
pro koalici K je konvesni a uzaviend mnoZina v prostoru R

Pozndmka. Pojem konvexity mnoZiny v prostoru R, tj. veukleidovském prostoru, jsme defino-
vali v poznamce uvedené v minulé kapitole a pro prostor R¥ ziistane definice konvexni mnoziny
beze zmény. Uzaviend mnoZina v eukleidovském prostoru je pojem bé&Zné znamy a nszméni se
ani pro prostor R¥: mnozma M < RX je uzavfend (v prostoru RX), kdyZ z platnosti vztahti
x(é') EMMn=1,2,3,..), x 2 xg plyne vztah xy € M; ptitom predposledni vztah vyjadiuje
konvergenci po souf‘admcxch tj. x(l"’ — x; pro kazdé i€ K.

Charakteristickou vlastnosti a-hodnoty hry je ta, kterd se tykd tvorby koalic
a kterou zapiSeme (s jistou ddvkou licence v oznaceni) ve tvaru:

(6.45) 1(Ky) X 9(K;) = 9 (K, K,) pro K, nK,=0.

Slovy, mnoZina viech dosaZitelnych vektori vyplat ¢leniim koalice, kterd se zformuje
ze dvou riznych koalic, zahrnuje viechny vektory vyplat témto &lenim, které jsou
dosaZitelné pro kaZdou z obou koalic zvldst.
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TudiZ v, je zobrazeni, které pfifazuje kazdé koalici K nékterou mnozinu ¢iselnych
K-vektor®, ptitemZ toto zobrazeni md vlastnosti (6.44) a (6.45) a mnoZina v,(K) je
pro kaZdé K < I uzaviend a konvexni v prostoru R¥. Jakékoli funkci na systému
viech podmnoZin mnoZiny hrdéd I, které md prdvé zminéné vlastnosti, se fikd
Aumann-Pelegova charakteristickd funkce. V naSem piipadé jde o Aumann-Pelegovu
charakteristickou funkci pro garanci neboli garanéni charakteristickou funkci
dané hry.

K pojmu charakteristické funkce ve smyslu Aumann-Pelegové se podrobnéji vritime v pfistich
paragrafech. Zde jemom znovu pfipomeneme, Ze tuto charakteristickoun funkci pro garanci —
garanéni charakteristickou funkci dané hry — lze povaZovat za kanonicky tvar funkce v, kds jiz
piejdeme od abstraktnich vysledkii k jejich &iselnému vyjddfeni ve tvaru vektori vyplat
jednotlivym hradam.

Viimnéme si nakonec, Ze zdkladni vztah mezi garan¢ni hodnotou hry a a-hodnotou
hry Ize vyjadfit podle (6.42) a (6.41) vzorcem:

Xen oK) = {ug(o): wev(K)}; ug = {u}ig -
Strategicka hra v koalicnim tvaru

Uvahy predchdzejiciho paragrafu ndm umoZiiuji pfejit k nejvyabstrahovangjsimu
modelu konfliktni situace, v némZ si neviimdme vlastnich strategickych aspektd
konfliktu, nybrZz spife koneénych vysledkii dosaZitelnych jednotlivymi koalicemi.
Jde o matematické modely konfliktnich situaci, na néZ jsme upozornili v avodni kapi-
tole a jimZ fikdme strategické hry v koali¢nim tvaru. Pravidla hry v kealiénim tvaru
jsou charakterisovdna tim, Ze pro kaZdou koalici X (tj. K < I) je stanovena mnoZina
téch vysledk  (rozumi se obecn& smiSenych, tj. w € Qg), kterych miZe koalice K
spoleénym postupem dosdhnout; tuto mnoZinu vysledkl ,,dosaZitelnych pro koa-
lici K ozna&ime symbolem v(K). Jak interpretovat pojem ,dosaZitelnosti, neni
apriorné nikterak vymezeno. PonévadZ zatim nejde o hru s vyznacenou kooperaci,
pohlZ'me na udaj v(K) jako na mmoZinu téch vysledkd, jichZ by mohla koalice K
dosdhnout, kdyby se mohla utvofit. Je ovem ziejmé, Ze v tomto popisu pravidel
hry je pravé tvorba koalic hlavnim aspektem konfliktni situace, o ktery se zajimdame.

TudiZ v je funkce na systému vSech podmmuoZin mnoZiny hraci I, kterd kaZdé
mnoZné K < I pfifazuje jako hodnotu n&jakou mnoZinu v(K) smiSenych vysledkii:
v(K, < Qg; funkci v nazyvdme koaliéni vysledkovd funkce, kdyZ spliluje tyto poZa-
davky:

(1) Mnozina v(K) je konickd vzhledem ke koalici K, coZ znamend, ¥¢ vyhovuje
podmince: kdyZ w € v(K), w >, o' pro kaZdé ie K, pak rovné? o’ e v(K); STOVIL.
(6.32). :
~ (2) MnoZina ¥(K) je konvexni (srovn. (6.33)), pfi¢emz v(0) = ¢ a wK) % 0 pro

K+ 0. :
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(3) MnoZna v(K) je uzavfend vzhledem ke koalici K; srovn. (6.34).
(4) Funkce v je superaditivni, coZ znamend, Ze md vlastnost:

W(Ky) U fK,) = WK, U K,) pro K, nK, =90,

kde K, = I, K, < I; srovn. (6.35).

Interpretujeme-li koaliéni vysledkovou funkei jako garanéni hodnotu hry v nor-
mdlnim tvaru, jevi se ndm shora uvedené podminky zcela pfirozenymi. PoZadavek (1)
stejné jako tvar definice garanéni hodnoty hry je vSak spiSe diktovdn formdiné mate-
matickymi potiebami a bylo by moZné jej modifikovat; lze ho zdivodnit napf. tak,
Ze st kaZzdd koalice miZs vysledky, které md ve svém dosahu, libovolné zhor$ovat.
Poiadavek (2) mezi jin)’/m fikd, Z“ kaidé neprz'tzdnzi koaﬁce mﬁi° dosaihnout alespoii
sdruZi-li se dvé koa.hce bez spolecnych ¢lenil, mohou dosdhnout spoleénym postupem
nejméné téch vysledkit, které jsou v dosahu kazdé z nich.

V&imnéme si, Ze¢ neoddélitelnou soudast definice koalitni vysledkové funkce tvoii podle poZa-
davku (1) systémy preferenci hrac, tj. celé preferenéni schéma hry, takZe pravidla-hry v koali¢nim
tvaru, jeZ jsou popsdna koali¢ni vysiedkovou funkci, nemaji charakter komponenty objektivni
base hry. Objektivaiho charakteru pravid:l hry by bylo snadné dosici zavedenim nejprve pomocné
koali¢ni vysledkové funkce nevyhovujici pozadavku (1), a to za cenu komplikovanéjsi definice;
Z této pomocné funkce bychom s pomoci preferencniho schématu hry odvodili koali¢ni vysledko-
vou funkci spliwjici shora uvedené &tyfi pozadavky. Timto postupem bychom si zachovali
moznost rozloZit i hru v koali¢nim tvaru formalné na objektivni a na subjektivni slozku.

Strategickd hra v koaliénim tvaru je definovdna jako ¢tvefice

(646) (L @ {Upbier» V).

v niZ prvni tfi &leny maji obvykly vyznam (srovn. kap. 1) a &tvrty &len v piedstavuje
koali¢ni vysledkovou funkei, tj. funkei spliiujici shora uvedené poZadavky (1) aZ (4);
pritom se &ini predpoklad, Ze prostor vysledkii Q vyhovuje pozadavku:

(6.47) )= Q.

Tento predpoklad Ize jednodus§eji nabradit poZadavkem, aby prostor vysledkii byl
totoZny s prostorem smiSenych vysledki, tj. Q = Q,, &ili aby preferenéni schéma hry
bylo definovano na celém prostoru smiSenych vysledkii. Ze superaditivity funkce v -
dostaneme vztah:

(6.48) WK)<vI) pro K<l.

MnoZina v {I) tedy pfedstavuje maximdlni mnoZinu t&ch vysledkd, které jsou pro
hrade dosaZitelné. Mezi témito dosaZitelnymi vysledky nemusi byt Zddny, ktery by
byl elementirni. To snadno nahlédneme, interpretujeme-li koaliSni vysledkovou
funkci ve smyslu garance, nebot kaZdy z vysiedkd jsoucich v dosahu hrddi mfiZe byt
pod vlivem nahodovych faktor®; srovn. {(6.36), (4.5) a (4.25).
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Podminka (6.47) ma ovSem zajistit, aby jednotlivi hra¢i hodnotili z hlediska svych osobnich
preferenci vSechny dosaZitelné vysledky. Pokud se tye pravidel hry v koali€nim tvaru, vyplyva
ze schematického popisu konfliktni situace, ktery jsme uvedli na zacdtku prvai kapitoly, Ze pra-
vidla hry maji pfedstavovat matematicky popis moznosti, jimiZz acastnici konfliktu disponuji,
aby ovlivaili vysledek, spolu se zpasobem urceni finalniho vysledku. Koali¢ni vysledkova funkce, -
ktera je vyjadfenim pravidel hry tvaru (6.46), popisuje tyto mozZnosti i zpisob urleni fakti kého
vysledku jenom nepfimo, takZe neni divu, Ze pravidlim hry v koaliénim tvaru nelze ddt jednoznaény
vyklad. S timto jevem se setkavdme poprvé: v matematickych modelech konfliktnich situaci
danych na Grovni strategii nebo rozvinutych v ¢ase byly jak moZnosti hraéd, tak i zpisoby stano-
veni vysledku formalné popsdny pfimo, takZe o zpusobu jejich interpretace nemohlo byt Zadnych
pochyb; na druhé strané pojem ,,dosazitelnosti* je dosti vigni. Uvidime, %e pojmu dosaZitelnosti
je moZno dit s plnym opravnénim i takovy vyklad, ktery je nejenom odlisny od pojmu garanto-
vatelnosti, ale ktery nam ani neumoZni ucinit si obraz o zplisobu ovlivnéni findlniho vysledku.
Dopliime jesté, Ze pravidla hry vyjadiena koali¢ni vysledkovou funkci nelze rozumné interpre-
tovat ani z hlediska garantovatelnosti bez jejich rozsifeni: pfitom mnoZina viech pfipustnych
koali¢nich struktur tvofici souédst rozsifenych pravidsl hry by méla byt dosti bohatd, aby byl
dostatecny poéet ptipustnych koalic, které se mohou realisovat a garantovat si pro sebe dosaZitelné
vysledky. TudiZ interpretujeme-li hodnoty koali¢ni vysledkové funkce jako mnoZiny vysledki
garantovatelnych pro pfipustné koalice, 1ze chapat pravidla hry dané ¢tvefici (6.46) takto:

Je-li v koaliéni vysledkovd funkce a je-li K mnoZina viech pfipustnych koali¢nich
struktur, tvofi dvojice (K, v) tzv. roziiFend pravidla hry v koaliénim tvaru, kterd
obvykle interpretujeme podle zdsady:

Princip realisace rozSifenych pravidel hry v koalicnim tvaru: Pfed zahdjenim
hry se hrd¢i z I dohaduji, aZ vznikne pfipustnd koaliéni struktura " € K. KaZdd
koalice K € A" udini dohodu o spolené volbé pro ni dosaZitelného vysledku, oznacme
j&j wg, ti. wg < ¥(K), a to nezdvisle na ostatnich koalicich. Hra se skondi nékterym
vysledkem w € Q, ktery md vlastnost, Ze @ 2= ; wg pro kaZdého ¢lena i koalice K, a to
pro kaZdou koalici K€ A".

Podle uvedeného principu se ve hfe v koalinim tvaru jednani hraéd explicitné projevi jenom
pii hledani vzajemné dohody o dosazitelném vysledku uvniti koalic realisované koali¢ni struktury,
odhlédneme-li od vyjedndvani pred vznikem koalic. TudiZ hraci ovlivni vysledek dvojim zpiisobem:
predeviim vstupem do pripustné koalice a potom tim, Ze si zaruéi, aby fakticky vysledek nebyl
horsi z hlediska jejich osobnich preferenci nez vysledky dohodnuté v ramci utvoienych koalic
a lezici v dosahu téchto koalic. Uvedeny zptisob interpretace koalini vysledkové funkce, jak jsme
jiZ upozornili, neni jediny moZny: budeme jej nazyvat garanénim principem realisace pravidel
hry (6.46).

Jedndni hract tedy sméfuje k nalezeni dohod o dosaZitelnych vysledcich uvnitf
vzniklych koalic, takZe se vné&j§imu pozorovateli nutné jevi jako jedndni celych koalic.
Smysl systémi preferenci jednotlivych hrd¢il, o nichZ budeme vZdy pfedpoklddat,
72 tvoil preferen¢ni stupnice, nemiiZe plné vysvéilit motivaci jedndni utvofenych
koalic, tj. motivaci jejich volby dosaZitelného vysiedku. Vychdzime ze dvou odli§nych
zasad motivace koaliéniho jedndni, z nichZ kazd4d odpovidd jinému pojeti vyjedndvdni
uvnitf jedné a téZe koalice. Jsou to:

I. princip motivace dohod (o volb& dosaZitelného vysledku': KaZdd ve hfe realiso-_

vand koalice K se fidi pfi hleddni dohody o volbé dosaZitelného vysledku (tzv. meze
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dosaZitelnosti) vyhradné podle svého koaliéniho systému preferenci Ug. To znamend
Ze ze dvou vysledki w a w’, které jsou pro koalici K dosaZitelné a z nichZ je vysledek w
koalici K slab& preferovdn proti vysledkn o', tj. oUyw’, pfi¢emZ alespoii jeden &len
i koalice K preferuje w proti @', tj. @ >; @', koalice K nikdy nezvoli vysledek .

11. princip motivace dohod: Kazdy ¢len i realisované koalice K se fidi pfi hleddni
dohody s ostatnimi &leny koalice o volbé dosaZ'telného vysledku vyhradné podle
svého vlastniho systému preferenci U,. To znamend, Zz ze dvou vysledkil w a &', které
jsou pro koalici K dosaZitelné a z nichZ je vysledek @ preferovdn proti vysledku o’
kazdym Glenem koalice X zvldst, tj. w > ; o’ pro kaZdé i € K, koalice K nikdy nezvoli
vysledek o',

Druhy princip koali¢niho jedndni je v jistém smyslu duaslednéj$i neZ prvni princip. Vychazi
z pojeti, Ze kdyby tfeba jen pro jednoho Clena i realisované koalice K byla poruSena podminka
o >; ', napt. by bylo @ ~ ; @', nemél by hrac¢ i/ diivod preferovat dohodu wg = w proti dohodé
wg = w’: systém preferenci kazdého hriace ma totiZ zachycovat vSechny nuance jeho postoje
k moZnym vysledkiim, a tedy i ty, které se tykaji jeho chovani v koalicich.

Prvni princip se opird o stanovisko, Ze je-li podminka @ >>; ®” splnéna jiZ pro jediného ¢Clena 7
koalice X, i kdyZ postoj o tatnich €lentt koalice je indiferentni, tj. @ ~ ; @' proj = i (j € K), pak
pro koalici X jeho celek je vysledek @ Zadoucnéjsi: toto stanovisko vyjadfuje ochotu ¢lend koalice
k dohodé v pfipadé, kdy je Gstupek ve volbé dosazitelného vysledku neposkodi, tfebaze jim nemusi
prinést prospéch. Prvni princip koali¢niho jednani tedy v sobé odraZi silnéjsi ochotu ke spolupraci
neZz druhy princip: budeme proto nékdy mluvit o silnéjsim principu motivace dohod na rozdil od
slabsiho principu druhého.

Prvnimu principu motivace dohod odpovidd pojem vysledku maximdlng€ dosaZi-
telného pro danou koalici. Vysledek w e v(K) se nazyvd maximdiné dosaZitelny
pro koalici K, kdy? neexistuje vysledek dosaZitelny pro koalici K, ktery by byl
preferovan koalici K proti vysledku @, coZ znamend, Ze neexistuje o’ € v(K » spliujici
vztahy: o'Ugw a @' >; w pro nékteré i € K. Spec. je-i K = I, nazyva se vysledek
maximdlné dosaZitelny pro maximdlni koalici I struénéji maximdilné dosaZitelny
vysledek v dané hie (6.46). V3imnéme si, Ze mnoZina viech vysledkti maximdlné dosa-
Zitelnych pro danou koalici K pfedstavuje oblast vyjedndvdni, z niZ ¢lenové koalice
spoleéné voli, pokud se cht&ji chovat raciondlng€, spodni mez dosaZitelnosti wyg.

Druhému principu motivace dohod by odpovidal analogicky pojem jiného typu
maximdlni dosaZitelnosti, kiery zavedeme jen pro pfipad maximdlni koalice I.
Rikdme, Ze vysledek w je hromadné raciondini, kdyZ w € v{I) — je pro hrace dosa-
Zitelny — a kdyZ neexistuje vysledek o’ € w(I), pro ktery by bylo soudasné o' >; w
pro vSechna i € I. Plati tvrzeni:

KaZdy vysledek maximdiné dosaZitelny v dané hie v koali¢nim tvaru je jiZ hro-
madné raciondlni; ale nikoli obrdcené.

Uvidime, 7e hromadné raciondlni vysledky jsou prave ty, jichZ se racionalni Géastnici konfliktu
snazi dosahnout, i kdyZ jevi slab$i ochotu ke spoluprici ve smyslu druhého principu koali¢niho

jedndni, a to bez ohledu na to, kterd piipustnd ko:li¢ni struktura pii realisaci hry vznikne.
Vsimneme si otazky racionality hri¢i vystupujicich ve hie v koali¢nim tvaru nyni trochu bliZe.
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Vime jiZ, Ze strategickd hra v koaliénim tvaru s vyznacdenou kooperaci je podle
definice &tvefice majici tvar (6.4), kde pravidla hry jsou representovdna koaliéni
vysledkovou funkci, tj. IT = v. Abychom mohli hrade d€astnici se této hry povaZovat
za raciondlni, musime piedeviim suponovat, Ze jde o’hru s kardindlnimi preferencemi.
Popis konfliktni situace udaji (6.4) s pravidly hry IT = v znamend podstatné osla-
beni znalosti o konfliktu. Proto pfi nafem vySetfovdni racindlniho jedndni ve hrach
v koalinim tvaru musime vychdzet z takového zdkladniho postuldtu racionality,
v némZ se obrdZi fakticky omezend znalost konfliktni situace:

Postuldt o znalosti hry v koaliénim tvaru: Kazdy hrdé znd vSechny udaje o dané
strategické hie, coZ vyZaduje

(1) Uplnou znalost subjektivni base hry, tj. kardindlnich preferencnich stupnic
vSech hrdéd, a tim 1 mnoeZiny hrdaéd a prostoru smisenych vysledki;

(2) aplnou znalost rozsifenych pravidel hry, tj. mnoZiny vSech p¥ipustnych
koalinjch struktur (a tim i pfipustnych koalic) a koali¢ni vysledkové funkce;

(3) spravnou interpretaci viech dat, a to interpretaci roziifenych pravidel hry
podle principu jejich realisace a interpretaci subjektivnich charakteristik pfipust-
nych koalic podle principu motivace dohod: tzn. Ze hrda¢ musi védst, zda md inter-
pretovat rozsifend pravidla hry podle garanéniho principu jejich realisace nebo podle
jiného a kterého a zda md interpretovat subjektivni charakteristiky koalic (srov.
(6.9)) podle silnéjsiho nebo podle slabsiho principu motivace dohod.

Postuldt o znalosti hry v koali¢nim tvaru nutné zahrnuje znalost rozSifenych pravidel hry,
nebot hlavnim Géelem zavedeni tohoto matematického popisu konfliktu je studium tvorby koalic.
V piipadé vyznacené kooperace, v niZ je kaZzda koalice pripustnd, interpretujeme subjektivni cha-
rakteristiku kazdé realisované koalice obvykle podle druhého, slab8iho principu motivace dohod:
opirame se pritom o stanovisko, Ze svoboda pri vytvafeni koalic umoZiuje kazdému hraci voiné
manévrovat se svym ¢lenstvim v koalicich a hrozbou vystupu z koalice pfipadné nepfipustit
zménu dohody, kdy? mu to nepfinese prospéch. Ve hriach s nucenou kooperaci vétSinou vycha-
zime z prvniho, silné€j$iho principu motivace dohod: 1ze se domnivat, Ze hraci nuceni vstoupit
do uréité koalice projevuji vét§i ochotu spolupracovat.

Zavedeni pojmu koali€ni vysledkové funkce, a tim i hry v koaliCnim tvaru bylo
motivovdno rozborem pojmu garance. Nahradime-li danou hru v normdlnim tvaru
(s kardindlnimi preferencemi) odvozenou hrou v koali¢nim tvaru, jejiZ subjektivni
base zlistane beze zmény a jejiZz pravidla dand ve tvaru koaliCni vysledkové funkce

. jsou odvozena z normalisovanych pravidel na zdkladé vhodného principu, jako je
napft. garanéni princip, fikdme tomuto pfechodu komprimovdni dat normalisované
hry do koali¢niho tvaru: jde tu v podstaté o pfechod od normalisované vysledkové
funkce ke koaliéni. Spec. je-li koali¢ni vysledkovd funkce definovdna s pomoci norma-
lisovanych pravidel tvaru (1.4) a subjektivni base hry (srovn. (4.30)) rovnici v = v,,
tj. vztahy (6.30), kde tedy %K) je garanéni hodnota hry pro koalici K(K < I, nazy-
vame odvozenou hru koali¢nim tvarem dané hry v normalnim tvaru pro garanci.

Pozndme je$té jiny zpasob komprimovani dat hry v normdalnim tvaru, ktery je zaloZen na pojmu
prevence; existuji oviem je$té dal§i zphsoby komprimovini dat. Pfechod od normalisovaného
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tvaru ke koali¢nimu tvaru lze tedy zaloZit nejenom na pojmu garance, nybrZ i na jinych principech,
takZe neni jednozna¢ny, nebof kaZdému z t€chto principd odpovidd jind koaliéni vysledkova
funkce. Na rozdil od této skutecnosti je prechod od rozvinutého tvaru k normalisovanému zcela
jednoznaény, jeZto jej lze zaloZit jediné na pojmu strategie.

Nakonec poznamenejme, Ze interpretacni zdsady tykajici se motivace koali¢niho jednani lze
snadno rozsifit na ostatni nam znamé typy her s vyznacenou kooperaci: v téch je koali¢ni jednani
charakterisovano volbou sdruZené strategie koalice nebo smési takovych strategii. Tim dostaneme

proni a druhy princip motivace dohod o volbé (obecné smiSenych) strategii realisovanych koalic.

e

Pfitom postuldt o znalosti hry doplfiujeme nejenom pozadavkem, aby kazdy hra¢ znal rozsifend
pravidla hry, ale také principem motivace dohod, kterym se hra¢i fidi pii vyjedndvani o volbé
sdruZenych strategii v koalicich. O raciondlnim hra¢i mi¢ky predpoklidame, Ze umi pracovat se
smiSenymi strategiemi (,,znalost* prostori Sg pro K € W(K); srovn. (6.23)) a Ze dovede prevést
hru z normalniho tvaru na kterykoli kompnmovany koali¢ni tvar, ktery pii analyse konfliktni
situace pfipada v avahu.

Strategicka hra ve tvaru s charakteristickou funkei

Strategickd hra s uZitkovymi funkcemi v koaliénim tvaru je definovdna podle
piedchdzejici kapitoly jako &tvefice (5.55), v niZ IT jsou pravidla hry dand koali¢ni
vysledkovou funkci, tj. IT = v, piiemZ {u,-}l-E, je soustava uZitkovych funkci dané hry.
Hru v koali¢nim tvaru s kardindlnimi preferencemi snadno pfevedeme na tvar (5.55),
jsou-li ddny po&dtetni podminky (5.29) kladené na uZitkové funkce, jeito jimi je
soustava uZitkovych funkei dané hry uréena jednoznaéné. S pomoci uZitkovych
funkci a koaliéni vysledkové funkce definujeme (Aumannovu-Pelegovu) charak-
teristickou funkci v hry v koali¢nim tvaru s kardindlnimi preferencemi (I, Qg, {U}icr» ¥)
resp. s uZitkovymi funkcemi (I, Qg, {u,} ., v) rovnici

(6.49) oK) = {xg e R: Jwev(K)) xg S uglw)}, K<1,

kde ug(w) = {u{w {, & piiemZ nerovnost v (6.49) znamend jeji platnost pro vSechny
soufadnice obou K-vektorti; srovn. (6.44) a text této podmince pfedchdzejici. Cha-
rakteristickd funkce pfedstavuje kanonické vyjddieni koaliéni vysledkové funkce:
srovn. definici (6.43) spolu se vztahem (6.42).

Charakteristickd funkce v pfifazuje kaZzdé myslitelné koalici K Ja.ko hodnotu
nékterou mnoZinu &selnych K-vektorii: o{K) = R* (K + 0). Z poZadavki kladenych
na koalicni vysledkovou funkci plyne, Ze charakteristickd funkce v m4d tyto vlastnosti:

(1) »(K) je konickd mnoZina v prostoru R*: kdyZ xg € o(K), xx = yg, pak yx€
€ v(K); stovn. (6.44). Znamend to, Ze s kazdym K-vektorem xg obsahuje cely ,,kuzel“
K-vektori {yg: yg < xg} s vicholem x. -

(2) »(K) = 0 pro K = @ a »(K) pro K = 0 je neprdzdnd konvexni mnoZna v pro-
storu RY: kdyZ xg € o(K), yg € o(K), pak Axg + (1 — ) yre oK) pro 0 < 4 < 1.
Znamend to, Ze s kaZdymi dvéma body xXx 2 Y obsahuje celou ,,usetku {/lxK +
+(1-Hyu0=s1=51}

(3) ®(K) je uzaviend mnoZina v prostoru R,
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(4) v je superaditivni funkce: pro Ky < I, K, < I plati, Ze
oK) x oK) = (K1 W Ky) pro Ky nK;=0;

srovn. (6.45). Kartézsky soucin na levé strané posledni inkluse pfedstavuje mnoZinu
viech (K, U K,)-vektortt xg, g, = {xi},-exw K,» Které vzniknou z nékteré¢ho K -vek -
toru {x;},., leZictho v mnoZin€ »(K,;) a z nékterého K,-vektoru {x}.x, leZictho
v munoZing v(K,). ; .

Trojice (I, X, v), kde X je prostor vyplatnich vektord definovany v (5.36) a kde »
je charakteristickd funkce odvozend z koaliéni vysledkové funkce podle (6.49),
representuje kanonicky tvar bry s kardindlnimi preferencemi resp. s uZitkovymi
funkcemi dané v koali¢nim tvaru; o tomto kanonickém tvaru plati obdobné pozndm-
ky, jako byly uvedeny v minulé kapitole pro kanonicky tvar (5.50). Pfitom mnoZiny
Xg n o(K) se sklddaji z K-vektorf vyplat Slenim koalice K, které jsou pro tuto
koalici dosaZitelné (srovn. (6.41)). Soudasng plati vztahy:

(6.50) Xxn oK) = {ug(w): wev(K} +0 pro K +0;
(6.51) W(K) = {w: 0 € Qp; ug(w) € v(K)} ;
stova. (6.42).

Prevedeme-li hru s kardinalnimi preferencemi resp. s uZitkovymi funkcemi danou v normalnim
tvaru komprimovédnim dat na koali¢ni tvar pro garanci (tj. v = v,) a definujeme-li charakteristic-
kou funkci komprimovaného koali¢niho tvara hry podle (6.49), dostaneme titmto postupem pravé
garanéni charakteristickou funkci vychozi hry: tedy pievedenim komprimovaného koaliéniho
tvaru na kanonicky tvar (Z, X, v) dostaneme totéZ, jako kdyZ nejprve vyjadiime vychozi hru v kano-
nickém tvaru (5.50) a z n€ho vychézejice zavedeme garanéni charakteristickou funkci definici
(6.43); jinak feCeno, plati rovnost v = v,

Utitime predpoklad, ¥e hra v koali¢nim tvaru (6.46) spliiuje poZadavek, Ze pro
nékterou neprdzdnou koneénou mnoZinu vysledkd, oznadme ji Q) plati rovnost:

(6.52) WI) = {0 we Qg o' e [QU)V(iel)o >, w};

slovy, W(I) je tzv. konické rozsifeni konvexniho obalu nékteré konené mnoZiny
vysledkd. Spec. garanéni hodnota v,(I) hry v normdlnim tvaru tomuto poZadavku
vyhovuje, jak je uvedeno v (6.36). Danou mnoZinu @, pro niZ plati rovnost (6.52),
budeme nazyvat stejné jako pro normalisovany tvar prostorem ryzich vysledki dané
hry (6.46). Z ni odvodime redukovany prostor vyplatnich vektori X vztahy (5.44)
a (5.43) pro pfipad, Ze jde o hru s kardindlnimi preferencemi, a to za pfedpokladu
fixované soustavy uZitkovych funkci. Pfitom trojici (I, X, v) povaZujeme za reduko-
vany kanonicky tvar dané hry s koali¢ni vysledkovou funkci spliujici podminku
(6.52). Charakteristickd funkce v vystupujici v tomto redukovaném kanonickém
tvaru vyhovuje navic podmince:

(6.53) . » o) ={x:xeRGH(yeX)y = x};
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Ize ji charakterisovat slovy, e maximdlni mnoZina pro hrite dosaZitelnych vyplatnich
vektorti je tzv. konickym rozsiFenim redukovaného prostoru vyplatnich vektort.

Hromadné racionalni vysledky ve hfe s koalitni vysledkovou funkci vychovujici podmince
(6.52) lezi vesmés v konvexnim obalu prostoru ryzich vysledki, tj. v [2¢®?]. Podle tvrzeni uvede-
ného v minulém paragrafu lezi v [2(?)] tim spiSe viechny vysiedky v dané hie maximalné dosaZi-
telne.

Na redukovany kanonicky tvar (I, X, v) pfevadime obvykle jenom ty hry v koali¢nim tvaru,
které neobsahuji Zadné indiferentni hriaCe: opoustime i nepiimou znalost o elementarnich vypiat-
nich vektorech, redukujice prostor X na prostor X, a tim jsme ochuzeni o moZnost p¥ipadné
indiferenty rozeznat; srovn. ivahy paté kapitoly.

Redukovany kanonicky tvar (5.51) hry dané na drovni strategii Ize pfimo prevést na reduko-
vany kanonicky tvar s garanéni charakteristickou funkci zavedenim prostoru X definici (5.49) resp.
(6.39) spolu s (6.40) a funkce v, definici (6.43). Timto postupem se v literatufe obycejné kompri-
muje normdlni hra podle garanéniho principu na tvar s Aumannovou-Pelegovou charakteristic-
kou funkci.

Konvexni obal kone¢né mmoZiny leZici v n-rozmérném eukleidovském prostoru R" (nebo
obecnéji v prostoru R!, kde I je konetna mpoZina: ve hie jest n = |Z]) ma nazev konvexni polyedr
neboli mnohostén; uréitéji n-rozmérny kompaktni komvexni polyedr. Lze tedy fici, Ze podle
(6.53) je mmnoZina o(I) konickym roziifenim jistého konvexniho polyedru leZiciho v prostoru
R!, totiz konvexniho polyedru X.

Vime jiZ z dfiv&jsich paragrafi, Ze jakdkoli funkce v spliiujici poZadavky (1) aZ (4),
a tedy nejenom ta, kterd je odvozema z koaliéni vysledkové funkce, je nazyvdna
Aumannovou-Pelegovou charakteristickou funkei. Libovolnd trojice (I, X, v), kde I
je konetnd mnoZina, X je konvexni polyedr a v je Aumannova-Pelegova charak-
teristickd funkce spliujici podminku o konickém roziifeni (6.53), se nazyvd strate-
gickd hra ve tvaru s Aumannovou-Pelegovou charakteristickou funkci, nebo krat-
Ceji, hra s abstraktni charakteristickou funkci (na rozdil od her s &iselnou charak-
teristickou funkci). Hry (I, X, v) a (I', X', v') povaZujeme za v podstaté stejné, kdyZ
I' = I (obé& hry maji tytéZ hrdde) a kdyZ lze najit redlnd &isla «; > 0 a g, (i I) takovi,
Ze plati

v(K) = {{ax; + Biliex: {Xi}iek€W(K)}, K1,
X' = {{ax; + Bl xeX}.

Hodnoty abstraktni charakteristické funkce obvykle interpretujeme z hlediska garance, tj. jako
by to byly a-hodnoty hry (srova. paragraf vén vany garanéni hodnoté hry): »(X) intuitivné cha-
peme jako mnoZinu vSech ,,vyplat®™ (tj. Ciselnych K-vektori), které si koalice K miiZe zabezpecit,
rozumi se vhodnym spolefnym postupem ¢lenti koalice; jak vypada takovy spole¢ny postup hraéa
sdruZenych do koalice, neni oviem pravidly hry explicitné popsano. Odiivodnéni konicity cha-
rakteristické funkce je stejné jako pro koalitni vysledkovou funkci: koalice K si miZe zarudit
s kaZdou ,,vyplatou‘ i kteroukoli ,,vyplatu* hor$i. Konvexita intuitivné plyne ze skuteénosti,
Ze hra¢i mohou sdruZovat a sméSovat své strategie k zabezpeceni pro né piijatelného vysledku.
Uzavfenost je matematickym disledkem definice a-hodnoty hry (srovn. definici (6.43)) a v apriorni
definici charakteristické funkce vystupuje proto, Ze se s uzavienymi mnoZinami v matematice
pohodlnéji pracuje: je splnéna ve viech ,,rozumnych* aplikacich teorie. Smysl pozadavku super-
aditivity je ndm jiZ dobfe znadm.
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Na nasledujicim prvoim obrdzku je zakreslen atvar v rovin€, ktery pfedstavuje typickou
ukdzku kounické konvexni uzaviené mnoZiny ve dvou dimensich: ukazuje formu, jakou miZe mit
hodnota o(K) charakteristické funkce, je-li pocet &lend koalice |K| = 2. (Soufadnicové osy na
obrazku vyznadéené maji obvykiou orientaci; mnoZina »(K) se sklada ze vSech bod v roviné leZicich
pod k¥ivkou tvotici jeji hranici, body lezici na kfivce v to pocitaje.) Druhy obrizek ukazuje, jakou
formu miZe mit mnozina o(/) a polyedr ¥ v piipadé hry o dvou hragich: o(J) je konickym rozsi-
fenim mnohotuhelniku X (podminka (6.53)): »(I) > X (dvojrozmérny polyedr je mnohoiihelnik).

v(I) P

i}

v(K)

]

a) ‘ b)

Také pro abstraktni charakteristickou funkci plati stejné jako pro koali€ni vysledkovou funkei,
e je ji moZno dat i jiny vyklad, neZ ktery plyne z hlediska garance, tj. pojem dosaZitelnosti
,,vyplat* lze chdpat v nejrizn&j$im smyslu. Z intuitivaiho hlediska plati pfi jakékoli interpretaci
charakteristické funkce, Ze jedndni hraél ma sméfovat k utvofeni pro né vyhodnych koalic
a k nalezeni dohod o dosaZitelnych ,,vyplatach* v ramci uskutetnénych koalic. Jednini koalice
ako celku je motivovano podle zdsad, odpovidajicich v&tsi & mensi ochoté ke spoluprici:

1. princip motivace dohod (o volb& dosaZitelnych vyplat): Realisovand koalice K
ze dvou K-vektorl xx a yx nikdy nezvoli K-vektor y, kdyZ pro n€j plati, Ze xg = yx
axg * Y

II. princip motivace dohod: Realisovand koalice K ze dvou K-vektorii {x:}iex
a {y,—}‘-ex nikdy nezvoli druhy z nich, kdyZ pro néj plati, Ze x; > y; pro kaZdého
flena i koalice K.

Vychdzejice z prvnibo silngj§iho principu motivace dohod, zavedeme pojem

Paretovy optimdlni mnoZiny pro koalici K, oznaéme tuto mnoZinu symbolem P,,
definici

(6.54) Py = {xy: xg € o(K); ¥(yx € o(K)) kdyZ yx + xg, pak neni yx = Xg} ;
prvky mnoZiny P, jsou kvantitativnimi prot&jiky vysledkit maximdlné dosaZitelnych

pro koalici K ve hie s koaliéni vysledkovou funkci. Paretova optimdlni mnoZina
dané hry s abstraktni charakteristickou funkci je definovdna jako mnoZina Py pro
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K = I, tj. pro maximdlni koalici. KaZdy prvek mnoZiny P, le#i v redukovanem
prostoru vyplatnich vektoru

(6.55) o P cX;

tudiZ viechny &iselné I-vektory leZici v Paretové optimdlni mnoZiné dané hry jsou
vyplatni vektory. s '
Viimnéme si, Ze Paretova optimdalni mnoZina pro danou koalici representuje oblast vyjednivani,

Z niZ raciondlni Elenové koalice, ktefi projevuji silnéjii snahu o kooperaci, voli spodni mez dosaZi-
telnosti svych vyplat.

Na uvedeném drubém obrdzku vidime, Ze se v uvazovaném piipadé Paretova optimalni mno-
Zina hry skladd pravé z bodi obou tucné€ vyznacenych tsecéek.

Druhy princip motivace dohod indukuje pojem hromadné raciondlniho vyplatniho
vektoru (a obecngji &iselného I-vektoru): &selny I-vektor x je podle definice hromadné
raciondlni, kdyZ neexistuje &iselny I-vektor y € o(I), pro ktery by platily nerovnosti
y; > x; pro.viechna i &1; je-li x € X, mluvime o hromadné raciondlnim vyplatnim
vektoru. Plati, Ze vsechny vyplatni vektory leZici v Paretové optimdini mnoZiné
dané hry s abstraktni charakteristickou funkci jsou hromadné raciondini.

Z vlastnosti charakteristické funkce » plyne, Ze &iselnd mnoZina o({i}), skiddajici
se z vyplat dosaZitelnym pro jednodlennou koalici K = {i}, tj. dosaZitelnych pro

vr W

hrdde i, obsahuje nejvétsi islo, které oznadime symbolem v(i):
(6.56) o(i) = max o({i}) .

Toto oznadeni je ve shodé s oznaCenim zavedenym v (6.27) pro garanéni charak-
teristickou funkei v = v,. Cislo v(i) pfedstavuje uZitek z vysledku maximdlng dosai-
telného pro hrdde i: je to pro ného maximdlné dosaZitelnd vyplata. Pfi interpretaci
charakteristické funkce Z hlediska garance znamend &slo v(i) maximdlni z vyplat,
kterou si hrd€ i miZe zarudit bez pomoci svych spoluhrdaéi a tedy bez vstupu do
vice€lenné koalice. TudiZ od raciondlniho hrie muZeme ocekdvat, Ze vstoupi do
koalice jenom tehdy, kdyZ mu zaruéi vyplatu, kterd neni men§i neZ pro n¢ho maxi-
malné dosaZitelnd vyplata. Odtud:

Princip individudini racionality: Hrag i nevstoupi do Z4dné koalice K(K o {i}),
kterd mu nabidne dohodu representovanou Eiselnym K-vektorem {*;} ek Pro néjz
jest x; < o(i).

Na zdklad€ principu individudlni racionality definujeme individudiné raciondini
¢iselny I-vektor jako takovy vektor x, jehoZ kompomenty vyhovuji podmince, Ze
plati nerovnost x; = v(i) pro kazdé i e I. Je-li navic x € X, nazyvdme x individudlng
raciondlni vyplatni vektor. Ve hrdch s raciondlnimi udasiniky budeme tedy oCekdvat,
¥e findlni vysledek hry po jeji realisaci je moZno kvantitativné representovat indivi-
dudlné raciondlnim vyplatnim vektorem.

Strategickd hra ve tvaru s charakteristickou funkci je matematickym modelem konfliktni
situace, v némZ jsou zachyceny jenom nékteré diléi udaje o kondflikiu, a to ty,.které povaiujeme
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za vyznamné z hlediska tvorby koalic. Na této arovni neuplnych znalosti o konfliktu, jak jsou
vyjadfeny udaji vystupujicimi v trojici (Z, X", ), se predevsim smifujeme s faktem, Ze jsou zanedbany
znalosti Clend koalic o subjektivmich charakteristikach protivniki z antikoalic (srovn. vstupni
dvahy paragrafu vénovaného pojmu-garance: garantovatelnost se opird o udaje uvedené v (6.8)
a (6.9)); pfi racionalité vSech G¢astnikil konfliktu to znamend, Ze ¢lenové koalice navic nevyuzi-
vaji své zmalosti o racionalité svych protivnikli. Pro hry s hojnym poitem piipustnych koalic
se Ize domnivat, e je tato okolnost vyviZena voln&jsi tvorbou koalic, takZe de facto se téchto
znalosti o racionalité a subjektivmich charakteristikach protivaikit vyuZije béhem vyjedndvani
pfed vznikem pfipustné koali®ni struktury. To pfestiva platit, je-li pfipustnych koalic mélo:
v takovém piipadé nemusi byt model s charakteristickou funkci vhodny ke studiu problémi
raciondlniho jednani. :

V nasem piipad¢ jsou pravidla hry representovdna abstraktni charakteristickou
funkei », a tedy roziifend pravidla hry jsou ddna dvojici (K, v). Pro krajni pfipad,
kdy K obsahuje jedinou koaliéni strukturu, a to bezkoaliéni, tj. K = {.%" o} (srovn.
(6.6)), kdy tedy hrd¢i jsou nuceni jednat kaZdy na sviyj vrub.(jde o nekooperativni
hru), je zfejmé, Ze z hodnot funkce v lze vyuZit jenom soustavu {o({i})}is, neboli
jenom soustavu {v(i)},; maximdIng dosaZitelnych vyplat. Hra, tj. znalost o konfliktu,
se tim fakticky redukuje na trojici ‘

L, {o())}er

z 1iZ Ize vy&ist jen tolik, Ze hrd&i z mnoZiny I majici moZnost jednat kazdy jenom na
sviij vrub mohou dosdhnout p¥i realisaci hry vyplatniho vektoru x leZicfho v prostoru
X, pro ktery jest x; = 1(i) pro ka¥dého hrdce i, ktery je tedy individuding raciondlni.
Z této uvahy je ziejmé, Ze teorie nekooperativnich her nelze na matematickém modelu
s charakteristickou funkci rozvinout, nebot zanedbdni znalosti o racionalité a subjek-
tivnich charakteristikdch protivaiki se jevi pro tento pnpad jako podstatné.

Kompensace

V konfliktnich situacich nastdvaji asto pfipady, Ze néktefi hrdaéi mohou dosdhnout
vysledku, jemuZ pfipisuji vysoky uZitek, jen kdyZ se jim podafi vytvofit koalici s urci-
tymi partnery. Takovi hradi se pak snaZi zabezpedit si spoluprdci partner napf. tim,
Ze jim zdvazné pfislibi édst svého vysokého uZitku. K tomu jest tfeba pfedpoklddat,
Ze uZitek lze pfendet z jednoho hrdde na druhého (tzv. transferabilita uZitku), coz
se miZe dit pouze prostfednictvim nékteréf®,nositele” uZitku, v ekonomickém
pojeti prostfednictvim statkii (nebo sluZeb), které existuji nezdvisle na konfliktni
situaci a jimZ hradi pfipisuji uZitek. Obvykle se piedpoklddd existence urcitého
neomezeng dglitelného statku — tzv. penéz —, ktery si mohou hra¢i mezi sebou
vyméiiovat a tim kompensovat maly uZitek nékterého. vysledku. MoZnost kompen-
sace uZitku je zaloZena pfedeviim na pfedpokladu, Ze pro ka¥dého hrade vystupuji-
ciho v dané hie jsou penize ufitecné, tj. %e kady hrd& i umi jednoznatn& piitadit
kazdému vysledku @ mnoZstvi ¢ tohoto statku tak, Ze uZitek u{®) je rovay uZitku
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z penéZni Gdstky ¢ a Ze s rostoucim u{w) pro ménici se w roste penéZni &dstka &
piifazend vysledku w.

Hypotéza o ufiteénosti penéz (v dané hie): KaZdému hrdéi i € I v dané hie s mno-
Zinou hrd&d I a se soustavou uZitkovych funkci {u;},, je pfifazena redlnd funkce
jedné redlné proménné uf zvand ufitek penéz (obsirndji, uZitkovd funkce penéz),
kterd je rostouci: uZitek u;(£) z penéZni Cdstky & roste s pen&Zni &stkou . Ddle je
pro kaZdého hrdce i €l ddno zobrazeni w; pfifazujici kazdému vysledku we Q,
&islo w{w), které predstavuje penéZni Cdstku pfindSejici hrdCi i stejny uZitek jako
vysledek w: uf{w{w)) = u w).

Hypotéza o uZite¢nosti penéz m4 specidlni vyznam ve hrdch, v nichZ jsou vysledky

vyjddfeny pfimo v penézich. V takovych hrdch je prostor smiSenych vysledki Qg
representovdn konvexnim polyedrem v prostoru R{, pfiemZ smiSeny vysledek w =
= {W.} s je Ciselny I-vektor, jehoZ i-td komponenta w; je Sislo vyjadiujici penéZni
dastku, kterou obdrZi hrd€ i, skon&i-li hra vysledkem w. Strategickym hrdm, v nichZ
jsou vysledky vyjadfeny v penézich, budeme fikat hry s penéZnimi vysledky neboli
penézni hry. Tento ndzev se tykd nejenom typu matematického modelu konfliktni
situace, ale i zplisobu jeho interpretace.
- Hypotéza o uZitenosti penéz se pro hru s penéZnimi vysledky redukuje na pied-
poklad, Ze uZitkovd funkce u; hrice i zdvisi jenom na i-té komponenté vysledku:
Cufw) = ui(w), o= {w}e (i€l); uf je zde suponovany ufZitek penéz hrdce i.
Z tohoto predpokladu a z vlastnosti uZitkové funkce snadno plyne, Ze v penéZnich
hrdch je uZitek penéz linedrni funkei penéz, tj. funkce u} md tvar: uf(¢) = a;l + B,
(; > 0). Tento fakt znamend, Ze v penéZnich hrich s uZitkovymi funkcemi a s uZitec-
nymi penézi je uZitek pfenositelny z jednoho hrace na druhého.

Hypotéza o transferabilité uZitku: O hie spliinjici hypotézu o uZite€nosti penéz
fikdme, Ze m4 transferabilni uZitek, kdyZ pfiristek uZitku penéz u kaZdého hrace
zd4visi linedrné na pfirastku penéZni ¢dstky; vyjidfeno formdlné: kaZdému i € I odpo-
vidd &slo a,(>0), Ze :

ui(@) — i) =af¢ - &); & eR'.

Sphiuje-li dand hra hypotézu o transferabilité uZitku, lze pro ni jednoznadéné sta-
novit redlnd &isla g; (i 1), pro kterd plati vztahy:

(6-57) u,'((D) = o; Wi(Q)) + ﬁi , WE QE s iel.

Slovy, uZitek ufw) hrdce i z vysledkn w se rovnd G&slu, které dostaneme linedrni
transformaci z tzv. penéZni vyplaty hrdci i pro vysledek w. Vztah (6.57) vyjadiuje,
Ze funkce w; predstavujici vyplaty v penézich je jiZ sama uZitkovou fumkci hréde i
odpovidajici uréité zméné jednotky a poddtku méfeni uZitku ve srovndai s uZitkovou
funkci u;.
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Hypotéza o uZiteCnosti penéz umoZiuje pievést danou hru na hru s penéZnimi vysledky tim,
Ze kazdy vysledek w nahradime vektorem pené€znich vyplat {wi((u)},»e 1- Hypotéza o transferabilité
uzitku nam Fika, Ze tyto penézni vyplaty w(w) jiZ samy predstavuji uZitky hrace i, méfené oviem
v jinych jednotkéich a pfi jiném polatku, neZ které hra zvolil.

V nékterych pifipadech ndm ddvaji uZitelné penize jinou moZnost, neZ je transfera-

bilita uZitku, totiZ moZnost mezi sebou srovndvat uZitek jednotlivych hraca.

Hypotéza o srovnatelnosti uZitku (mezi hradi v dané hie): O hfe spliujici hypotézu
o uZiteGnosti pendz pravime, Ze jeji hrd¢i maji uZitek mezi sebou srovnatelny, kdyZ
piirtstek uZitku kazdého hrace zdvisi jenom na p¥irtistku penézni &dstky a nezdvisi
na tom, o kterého hréace jde: jinymi slovy, v8ichni hrd¢i maji stejnou jednotku méfeni
uZiiku a pfitom kazdy hrd¢ bere za jednotku mé&feni svého uZitku (standard) uZitek
z nékteré pevné penéini astky &,; formdlné vyjddfeno,

uf(€) — uf(&) = u(¢ — &) prokazdé iel; & EeR'.
Zde u je nékterd redlnd funkce jedné redlné proménné.

Spliiuje-li dand hra jak hypotézu o transferabilité uZitku, tak i hypotézu o srovna-
telnosti uZitku mezi hrd¢i, projevi se to v rovnostech (6.57) tim, Ze jsou v nich viechny
koeficienty «; stejné, tj. o; = o pro kazdé i € I; obdrZime tak vztahy

(6.58) ufw) = awfw) + ;, weQy; iel.

Jest oviem « > 0; viimnéme si, Ze kladnost isel a; resp. o je disledkem toho, Ze
uZitek penéz u} je rostouci funkce, takZe bychom ji nemuseli suponovat. Bere-li
kazdy hrd¢ za jednotku méfeni svého uZitku uZitek z jednotkové penéZni &astky
&y = 1, odpovida tato skuteénost koeficientu a = 1. Jestlize se pro daného hrdce
i shoduje po&dtek méfeni uZitku s poédtkem méfeni mnoZstvi penéz, coZ znamend, Ze
penéZni obnos ¢ = 0 ddvd hradi nulovy uZitek, projevi se to tim, Ze §; = 0. Funguji-li
oba pfedpoklady o méfeni uZitku hrddem i soucasné, redukuje se rovnost (6.58) na
vztah kongruence mezi uZitkem a penézi: u; = w;,.

V poslednim piipadé uZzitek u;(w) je pro kazdy vysledek w Ciseln€ shodny s mnoZstvim penéz,
které je pfifazeno vysledku w podle zdsady stejného uzitku. M4 tedy &islo u;(w) za pFedpokladu
kongruence mezi uZitkem a penézi dvoji interpretaci: za prvé pfedstavuje uZitek hréce i z vysledku
@ a za druhé pfedstavuje penéZni ¢astku, kterd dava hradi 7 stejny uZitek jako vysledek w.

Diive nez prejdeme k pojmu kompensadnich dohod, vysvétleme jest&, jak je tfeba chépat
formalni poZadavek vystupujici v hypotéze o transferabilité uzitku: vyslovena hypotéza prosté
tvrdi, Ze k tomu, aby bylo moZno uZitky hra¢d mezi nimi pfendset, rozumi se prostfednictvim
penéz, je postadujici, aby uZitek penéz kazdého hrale byl linearni funkci penéz; v souladu s hofejsi
symbolikou, uF (&) = o, + B;, tedy a;& + B; je uZitek hrade i z pendZni Eastky £ (i € I). O posta-
¢itelnosti této podminky o linearité uZitku se budeme moci piesvédcit, az bude jasné, co se vlastné
ve hi'e pfendSenim uZitku mezi hra¢i resp. kompensacemi uZitku pfesné mini.

Princip kompensace uzitku: Clenové realisované koalice K se dohodnou pro kaZdy
visledek @ (w € Q) o pendZnich Eistkdch &(w), i € K, kompensujicich vzdjemng
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jejich uZitek: pen&Zni obnos &(w) pfedstavuje odskodné, které hrd¢ i dostane od
ostatnich ¢lent koalice, skon&i-li hra vysledkem w, kdyZ je toto &islo kladné; je-li
zdporné, poskytne hrd¢ i obnos — £{w) jako odskodné partnertim v koalici. Dohod-
nuté &dstky se navzdjem kompenzuji: 3 .« &{w) = 0.

K vytvdfeni kompenzaénich dohod je tedy tieba existence penéz. Dohodnutym
kompensaénim &dstkdm &{w) se obvykle fikd postranni vyplaty; za pfedpokladu,
Ze jsou v dané hie penize uZitetné, p¥inese hradi i vysledek o pii dohodnuté kompen-
saci &(w) uZitek, ktery je roven &islu pfedstavujicimu uZitek tohoto hrdde z pen&ini
Sdstky wiw) + &(w): o penézich totiZ mleky pfedpokldddme, Ze jsou aditivni
velicinou. Pritom &islo

(6.59) i yi(a’) = Wx(w) =+ fz(a))
nazyvame podil hrdce i na vysledku w.

Piedpokladejme, Ze je v dané hfe spinéna hypotéza o transferabilité uZitku, tj. Ze uZitek penéz
je pro kazdého hrace linedrni. Je-li hra¢ i ¢lenem koalice, v niZ byly dohodnuty pro tohoto hrace
postranni vyplaty & (w), w € Qp, pfinese hridi 7 vysledek o uZitek rovny &islu u;“(yi(cu)), tj. vzitek
z jeho podilu y(®) na vysledku w; srovn. definici (6.59). Ucifime pfedpoklad, Ze kaidy hrad
dostane jako &len nékteré koalice pti dané realisaci hry postranni vyplatu v zdvislosti na vysledku.
Potom mlZeme nahradit kazdy vysledek o tzv. podilovym vektorem { y i(w)},-el, jehoz i-t4 kompo-
nenta representuje podil hrade i na vysledku w podle (6.59). Nechtf Y je n€ktery konvexni poly-
edr v prostoru R, ktery obsahuje viechny podilové vektory {y;(®)} ;s Pro o € Q. Polozme

()= u¥(y) pro yev, iel,

kde ovsem ¥ je uZitek penéz hrade i. Z linearity uZitku penéz ihned vyplyva, Ze funkce u} spliiuje
pro i € [ hypotézu o stfednim uZitku, takZe ve hie s prostorem vysledktl Y a s preferenénim sché-
matem {U}};; indukovanym soustavou uzitkovych funkei {u}};; (s pravidly stejnymi jako ma
hra vychozi) hraje uZitek penéz soudasng roli uzitkové funkce pro kazdého hrade: je to tedy uZitek
ve smyslu kapitoly 5; srovn. (5.32), (5.33) a (5.39). Systém preferenci U] je zfejmé pfirozeny, tj.
sefazuje vektory z prostoru Y podle velikosti i-tych komponent, Nahradili jsme tak puvodné
danou hru se systémem uZitkovych funkci {ui},-el na prostoru abstraktnich vysledkd Q2 na
zdklad€ hypotézy o transferabilité uZitku s penézi majicimi uZitek u’i" (i € I) a na zakladé pfed-
pokladu o smluvenych kompensacich novou hrou s penéZnimi vyplatami, v niZz ma kazdy hrac
uzitkovou funkci odpovidajici vZitku penéz pavodni hry.

Kdyby nebyla splnéna hypotéza o transferabilité uZitku, neméla by odvozena hra s penéZnimi
vyplatami kardinalni preference, a tim spi§e by hra¢i neméli uZitkové funkce charakterisujici
jejich uZitek penéz. Linearita uZitki penéz tedy zabezpeSuje, Ze jim lze pfitknout smys! uZitki,
a to pro jakkoli vyvkompensovany uZitek typu u’i"(yi(co)), ve smyslu hypotézy o stfednim uvZitku.
Tim je zaji§téno, Ze vektory {fi(co)},-ef pfedstavujici kterykoli zpusob kompensovani uZitku
vysledku w representuji realisované pfenosy uzitku mezi hraci. Touto Gvahou jsme se pfesvéd<ili,
Ze formalni poZadavek vystupujici v hypotéze o transferabilité uZitku sta&f k tomu, aby bylo mozno
prostiednictvim penéz uZitek prendlet.

Celd pfedchdzejici Givaha plati také ve specidlni pfipads, Ze kompensaéni &dstky
¢ () jsou pro viechny hrdde identicky nulové: y, = w, (i €I). Hypotéza o transfera-
bilité uZitku ndm umoZiiuje z dané hry s uZitkovymi funkcemi u; (i € I) definovanymi
na prostoru Qg odvodit hru s pen&Znimi vyplatami, jejiZ prostor vysledkil je konvexni
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polyedr W dany formuli

(6.60) W= {{wl®)}ier: @ € O}

a kterd md uZitkové funkce ui(i € I) odpovidajicim uZitkéim penéz podle vzorce
(6.61) uiw) = ow; + f;, weW.

Skuteénost, Ze W je konvexni polyedr, vyplyvd z faktu, Ze v plivodni hie pfedstavuje
w; jednu z moZnych uZitkovych funkci hrdée i pro kazdé i € I; srovn. (6.57). Je-li H
hra s uZitkovymi funkcemi dand &tvefici (5.55), kterd spliiuje hypotézu o transfera-
bilité¢ uzitku s uZitetnymi pendzi charakterisovanymi soustavami parametrs {o},,,
{Bi}ir a soustavou funkci {w,},;, nazveme &tvefici (I, W, {u}} s, IT) penézni hrou
sdruZenou s hrou H; pfitom W a uj(i € I) jsou ddny formulemi (6.60) a (6.61) a odvo-
zend penéZni hra je opét hrou s uZitkovymi funkcemi. Studium her s transferabilnim
uzitkem lze tedy pievést na vy3etfovdni s nimi sdruZenych her s penéZnimi vyplatami,
které maji uzitkové funkce vyjadtujici uZitek penéz ve smyslu rovnosti (6.61).

Vratme se na chvili k principu kompensace uZitku. Zjistili jsme, Ze ma smysl jenom pro hry
vyhovujici hypotéze o transferabilité uZitku, jeZto v nich se postrannimi vyplatami uzitek skuteéng
pienasi. Jednoduchym typem zminénych her jsou pené&zni hry s uZitenymi penézi. Pfedpokla-
dejme, Ze pfirealisaci takové penéZni hry nastane vysledek vyjadieny Ciselnym I-vektorem w a Ze K
je realisovand koalice. Kazdy ¢len i koalice K ma podle pravidel hry obdrZet penézni vyplatu w;,
takZe koalice K jako celek docili ihrnné &astky Y ;x w;. JestliZe Elenové koalice K provedou
ve smyslu kompensaénich dohod mezi sebou pfenos uZitku postrannimi vyplatami &; (i € X),
dosahne kazdy &len i koalice K uZitku odpovidajiciho jeho podilu y; = w; + &;; srovn. (6.59).
M4-li &islo y; predstavovat podil hrade i na uhrnné &astce Y ;cxw;, musi platit rovnost

(6.62) Tyi= Y w.

ieK ieK

Tato rovnost je zaru¢ena poZadavkem o vzijemné kompensaci postrannich vyplat, ktery vystupuje
v principu kompensace uZitku a je kladen proto, Ze koalice miZe rozdélit mezi své Cleny pravé
jen tu &astku, kterou ziskd; tedy > ;.x&; = 0.

Z rovnosti (6.62) usuzujeme, Ze ve hie realisovand koalice K mé zdjem na docileni co nejvétsiho
sumdrniho obnosu Y ;.xW;, zvaného dhrnnd penéni vyplata koalici K, kterou tato koalice distri-
buuje mezi své ¢leny na zakladé jejich vzdjemné dohody. Jestlize koalice K je postavena pied
kol volit mezi dvéma vysledky w a w’ dané penéZni hry, lze ocekdvat, Ze se rozhodne pro ten
vysledek, pro ktery je thrnna penéZni vyplata koalici K vét§i: da pfednost vysledku w, kdyZ plati
nerovnost

Swp > owh.

ieK ieK
Piedpokladejme, Ze pro uvaZovanou hru s penéznimi vysledky plati jeS§té hypotéza o srovnatel-
nosti uZitku mezi hradi; tedy u,(w) = aw; + f; s koeficientem o (>0) nezdvislym na indexu i/
(srovn. (6.58)). Snadno nahlédneme, e pro tento piipad je pfedchézejici nerovnost ekvivalentni
s nerovnosti

2 ui(w) > %ui(wl) 3

134

. 123



v niZ vystupuji jiZ pfimo uZitkové funkce jednotlivych &lenil koalice. Zobecnime-li naSe uvahy
na piipad vSech her s transferabilnim uZitkem, dospé&jeme k zdsadé, podle niz se fidi ve hie se
srovnatelnym uZitkem jedndni koalice.

Princip motivace kompensacnich dohod: Realisovand koalice K ve hfe, v niz
jsou pfipustény postranni vyplaty, se fidi pfi hledani dohody vyhradné podle své
koaliéni uZitkové funkce iy definované rovnici

(6.63) ig(w) =Y ufw), we,
icK
kde {u;};x je soustava uZitkovych funkei Glent koalice K. To znamend, Ze ze dvou
vysledktt @ a o’ dd koalice K pfednost vysledku w proti vysledku ', kdyZ a jen kdyZ
ufw) > 3 ufw);
ieK ieK

v piipad€ rovnosti je koalice mezi ob&ma vysledky indiferentni.

Funkce iy definovand vztahem (6.63) je skuten& uZitkovou funkci ve smyslu
predchdzejici kapitoly, nebof spliiuje hypotézu stfedniho uZitku. Ozna&ime-li Uy
systém preferenci indukovany uZitkovou funkei it podle (5.33)), plyne z pfedpokladu
o tom, Ze dand hra spliiuje hypotézu o transferabilité uzitku a soufasné i hypotézu
o srovnatelnosti uZitku, zdvér, Ze funkce Y . xw; pfifazujici kaZdému vysledku soudet
pendZnich vyplat hra¢im koalice K pro tento vysledek je rovndZ uZitkovd funkce
pro systém preferenci Uy. Cislo Y ;.x w{w) ptedstavuje tedy na jedné stran& Gthrnnou
vyplatu koalici K pro w a na druhé strané také fiktivni uZitek koalice K z vysledku w.
Jest totiZ:

iig(w) = of %Kwi(w)) + iEZK,Bi.

Fiktivnl uZitky #1x(w) maji proti fiktivaim uZitkim Y, x wi(w) tu vyhodu, Ze pfi
jejich méfeni koalice K zachovdvd spoleénou jednotku méfeni, v niZ jsou uddny
uZitky jejich Elent. Poddtky méfeni obou fiktivnich uZitkd se od sebe 1ifi o konstantu
Y exB: Dopliime jests, Ze relaci Uy budeme nazyvat kompensacni systém preferenci
koalice K.

Hru, ktera splituje hypotézu o transferabilité uzitku a soucasné hypotézu o srovna-
telnosti uZitku mezi hrddi a ve které &lenové realisovanych koalic mohou mezi sebou
piendlet sv{yj uZitek podle principu kompensace uZitku — jinymi slovy, v niZ jsou
dovoleny postranni vyplaty —, nazveme strategickd hra s kompensacemi. Hru, ve
které nejsou postranni vyplaty dovoleny, nazveme strategickd hra bez kompensaci.
Oba ndzvy se tykaji zplsobu interpretace zakladnich dat uvedenych v matematickém
modelu konfliktni situace, a nikoli typu tohoto modelu; jde tu oviem vidy o hry
s vyznadenou kooperaci.

Ve strategickych hrdch s kompensacemi pfedpokldddme, Ze koalice jednaji podle
principu motivace kompensaénich dohod, kdeZto ve strategickych hrdch bez kom-

Morwr

pensaci &inime predpoklad, Ze koalice jednaji bud podle silng¥iho nebo slabsiho
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principu motivace dohod, jak jsme je vyloZili v pfedchdzejicich paragrafech. Princip,
7e se kaZzd4 koalice ve hie s kompensacemi fidi podle svého kompensaéniho systému
preferenci, je ze v8ech ti principlt motivace dohod nejsiln&jsi v tom smyslu, Ze hrdci
jevi, fidice se jim, nejvétsi ochotu ke spolupraci; tato ochota vyplyvd z toho, Ze si
mohou své uZitky navzdjem kompensovat.

Uvahy tohoto paragrafu ndm umoZiiuji vyslovit pro hry s vyznagenou kooperaci,
které interpretujeme jako hry s kompensacemi, princip realisace hry v nasledujici
jednoduché forme.

Princip realisace hry s kompensacemi: Hra se provede podle principu realisace
roziifenych pravidel hry (pti zachovéni principu zdvaznosti dohod). Je-li w vysledek
po skondeni hry, rozdéli se Elenové kazdé realisované koalice K o fiktivn{ uZitek o K(w)
této koalice na zdkladé vzdjemné dohody podle klie charakterisovaného nékterym
K-vektorem {yj(w)}.x, ktery spliiuje podminku: ) .k yi(w) = iig(w); pro i€ K
predstavuje &islo yj(w) uZitek hrd&e i docileny z vysledku w v rdmei kompensa¢ni
dohody.

Skute¢nost, Ze &isla yi(w) pro i € K lze interpretovat jako uZitky &lend koalice, je disledkem
transferability a srovnatelnosti uZitku ve hie s kompensacemi. Provedeme-li totiZz pfenos uzitku
s pomoci postrannich vyplat

1
i) = yi(w) ~ wiw), kde yw)= ;(yi-(w) — By

(srovn. (6.59)), pfedstavuje Cislo ay;(w) - B; uzitek hrade i z pen&€Zniho podilu y{w) a je skutetnd
rovno podilu yj(w) hraCe i na fiktivnim uZitku #y(w). Tudiz dohoda o K-vektoru {y’i(co)}iEK
piedstavujicim distribuci fiktivniho uZitku je rovnocenna dohodé o kompensacnich ¢astkich
¢iw), i€ K.

Strategicka hra s Ciselnou charakteristickou funkei

Zatim jsme vySetfovali otdzku vzdjemné kompensace uZitku mezi hrdéi obecné
bez ohledu na to, na jakém stupni abstrakce tvofime matematicky model konfliktni
situace. V tomto paragrafu se zaméfime na matematicky model konfliktni situace,
v némZ jsou ddna pravidla hry koaliéni vysledkovou funkci. Nechf tedy (srovn.

(5.55))

(6'64) (I, Qg {ui}ieb V)

je strategickd hra s uZitkovymi funkcemi v koaliénim tvaru, kterou budeme inter-
pretovat jako hru s kompensacemi. JeZto matematicky model (6.64) predstavuje hru
bez vyznacené kooperace, znamend to, Ze vySetiime diisledky moZnosti vzdjemné
kompensace uzitku mezi &leny vSech myslitelnych koalic bez pfihlédnuti k tomu, zda
se mohou ¢i nemohou tyto koalice vytvofit.

Ve své nvaze nejprve vyjdeme z predstavy, Ze v dané hie je vyznalena kooperace,
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pfiemzZ v nékteré realisaci hry vznikne koalice K. Podle principu realisace rozsifenych
pravidel hry v koaliénim tvaru zdleZi jednani élendl koalice K v tom, Ze ucini dohodu
o spoledné volb& pro n& dosazitelného vysledku, oznaéme jej wy, tj. wg € v(K). KdyZ
pouzijeme principu motivace kompensacnich dohod k volb€ dosaZitelného vysledku,
dospéjeme k zdvéru, Ze Clenové koalice K zvoli takovy pro né€ dosaZitelny vysledek
wy, aby byl fiktivni uZitek ifx(wy) koalice K z vysledku wy (srovn. (6.63)), tj. soudet
> u,-(coK), co nejvétsi. Z pozadavki kladenych na koaliéni vysledkovou funkci lze
ieK

snadno vyvodit, Ze mezi Cisly leZicimi v mnoZiné vSech dosaZitelnych fiktivnich
uZitk koalice K, tj. v ¢iselné mnoZzing

{ierui(w) cwev(K)},

wr

existuje nejvétdi &islo, které budeme oznadovat symbolem v(K):
(6.65) v(K) =max { Y ufw):wevK)}; KcI.
. ieK

Vysledek w € v(K) se nazyvd maximdlné dosaZitelny pro koalici K pFi kompensacich,

kdyZ plati rovnost 3 u(w) = v(K). Z provedené uvahy vyplyvd, Ze realisovand koa-
ieK

lice K uéini dohodu o spole¢né volbé takového vysledku wy, ktery je pro tuto koalici

pii kompensacich maximdlné dosaZitelny.

Snadno se presvédéime, Ze vysledek @ € v(K) je pro koalici K maximéin€ dosaZitelny pfi kom-
pensacich, kdyZ a jen kdyZ neexistuje vysledek o’ € v(K) splitujici vztahy o' Ugw a o’ >; © pro
nékteré i € K, kde U x je podle predchdzejiciho paragrafu systém preferenci indukovany koali¢ni
uzitkovou funkci #g (srovn. (6.63) a (5.33)); relaci Uy muZeme nazyvat kompensacni systém
preferenci koalice K. V paragrafu vénovaném strategickym hram v koali¢nim tvaru jsme nazvali
vysledek @ € W(K) maximalné dosaZitelnym pro koalici K, kdyZ neexistoval vysledek o’ € W(K)
splitujici vztahy o’Ugw a o' > ;0 pro nékteré i € K; zde Uy pfedstavuje koali¢ni systém prefe-
renci koalice K (srovn. (6.10)), tj. &dstené uspofddani v prostoru 2, na rozdil od relace Uy, ktera
je totdlnim uspoiddanim v prostoru Q. Vysledek maximdln€ dosaZitelny pro koalici K, v jehoZ
definici vystupuje koalini systém preferenci Uy, budeme nazyvat urlit&ji vysledek maximdiné
dosazitelny bez kompensaci. Tudiz definici vysledku maximdalné dosazitelného (pro danou koalici
K) pfi kompensacich dostaneme z definice vysledku maximainé dosaZzitelného bez kompensaci
tim, Ze v ni zam&nime koalini systém preferenci Uy kompensaénim systémem preferenci Ug.
Pfitom koali¢ni systém preferenci Uy odpovida prvnimu principu motivace dohod bez kompen-
saci, kdeZto kompensacni systém preferenci UK odpovida principu motivace dohod s kom-
pensacemi.

Z definice vysledku maximalné dosazitelného pfi kompensacich plyne, Ze takovy vysledek
dostaneme na zdklad€ principu odvozeného z principu kompensalnich dohod, ktery miiZeme
nazvat principem maximalisace fiktivniho uZitku.

K poZadavkiim kladenym na strategickou hru (6.64) pfipojme nyni predpoklad,
e mnoZina v(I) je konickym roziifenim konvexniho obalu n&které kone&né mnoZiny

vysledkil, kterou oznadime jako diive (srovn. (6.52)) symbolem Q. Konické roz-
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Sireni libovolné mnoZiny vysledku €', které oznacime symbolem con ', lze definovat
v terminech uZitkovych funkei rovnici:

(6.66) con Q' ={w:weQpHw eQ)V(iel)uw) 2 u(w)).
Nas predpoklad lze tedy struéné vyjddiit vztahem:
(6.67) W(I) = con [Q©],

ktery je ekvivalentni s rovnosti (6.52). Pfedstavime-li si na okamZik, Ze hra (6.64) je
odvozena s pomoci garanéni hodnoty (srovn. téZ (6.36)) ze hry v normédlnim tvaru,
v niz Q@ je prostor ryzich vysledki, skon&i kazdd realisace hry vysledkem w, ktery
nutné le#i v konvexnim obalu mnoZiny Q(°), nebof tento vysledek bude podle pra-
videl hry piifazen normalisovanou vysledkovou funkci smiSenym strategiim koalic
z realisované koali¢ni struktury (4. @ = o({Sk}xex); sTovn. ddle (6.82)). Oznaduje-li #~
realisovanou koaliéni strukturu, musi platit vztahy

Z"—'K(w) = Z Z ”t(w) = Z ”i(w) =M,

Kedt” KeX ieK icd
kde jsme polozili
(6.68) M =max{) ufw): we[Q"]}.
iel

Pritom existence posledniho maxima je zaruCena nasimi predpoklady.

Podle principu realisace hry s kompensacemi se kazdd koalice K € " rozdéli
o fiktivni uZitek iix(w), docileny ve hie konéici vysledkem w, podle dohodnutého
klide daného &iselnym K-vektorem {y(®)}cx, jehoZ komponenty predstavuji podily
jednotlivych ¢lentt koalice K na fiktivnim uvZitku u K(w), tj.

i;{ yi{w) = ig(w) = iEZK ufw).

Pro thrnny soudet podilii viech hrd¢d dostaneme podle pfedchdzejicich vztaht ne-

rovnost
Y Yyfo)=Lyfo)s M.
Kex' ieK iel
Jezto kaZdy vysledek w € [Q(%'] je aposteriorn& moZny a napt. ve hie s neomezenou
tvorbou koalic resp. koaliénich struktur mtiZe libovolné rozdéleni sumdrniho uZitku
Y uw) na podily hrd&tm skutein& nastat, predstavuje kazdy &iselny I-vektor
iel
{yd(®)} e, ktery splituje podminku, Ze Y y; (0) £ M, mo#zny podilovy vektor v dané
iel
hie interpretované jako hra s kompensacemi. Proto mnoZinu
(6.69) Y={yeR :Y y, £ M},
iel
kde &islo M je definovdno rovnici (6.68), nazyvame prostor podilovych vektorii
dané hry (6.64).
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V tomto paragrafu jsme disledné p¥eSli od pojmu penézniho podilu na daném vysledku o

ve smyslu definice (6.59) k pojmu podilu na sumarnim fiktivnim vZitku 3 u;(w), odpovidajicim
iel

vysledku w; v tomto novém smyslu chapeme rovnéz pojem podilového vektoru. K tomu jsme
opravnéni, jak plyne z Gvah piede$lého paragrafu. Vyhoda tohoto nového pojeti podilovych
vektornu zalezi v tom, Ze k jejich definici stadi za danych predpoklad jenom znalost soustavy
uZitkovych funkci dané hry; srovn. definice (6.68) a (6.69). Ve hrach, v nichZ jsou vSichni hradi
kongruentni s penézi (tj. u; = w, pro viechny i € I; srovn. piedchdzejici paragraf), ma podilovy
vektor dvoji vyznam: miiZeme jej chapat jako vektor sloZeny z podild hrach na Ghrnnych vypla-
tach koalicim, nebo jako vektor sloZzeny z podilti hra¢d na fiktivnich uzitcich vytvofenych koalic,

Z vlastnosti (6.67) dané hry ihned dedukujeme, Ze konstanta M charakterisujici
prostor podilovych vektord, jez je vyjadiena vztahem (6.68), spliiuje rovnost

(6.70) M = ofl), |
kde o(I) je &islo dané rovnici (6.65) pro K = I.

Vedle strategickych her, v nichZ je prostor podilovych vektord Y charakterisovin podle (6.69)
konstantou M = »(I), se studuji hry, v nichZ je prostor podilovych vektorl Y definovdn s pomoci
konstanty M obecné rizné od &isla o(J). Pritom se rozdilu M — o(I) tik4 excess prostoru podilo-
vych vektori dané hry, nebo kratleji excess hry. Excess dané hry lze interpretovat jako pfiriistek
resp. ubytek sumdarniho wZitku vynuceny z vnéjsku; p¥i kongruenci hracr s penézi lze kladny
excess chapat prosté jako penézni dar z vnéjsku resp. zaporny excess jako penale ¢i poplatek, ktery
hraci plati spoletnou rukou za provedeni hry.

Studium her s excessem md vyznam pfedeviim pii vySetfovani téch strategickych her, které
jsou sloZeny z nékolika jednodusSich her s navzdjem disjunktnimi mnozinami hrac¢d. Interakce
mezi hraci takové sloZené hry se projevuje transferem uZitku mezi komponentnimi hrami, ktery’
vzat z hlediska jedné komponentni hry pfedstavuje excess uvazované komponenty.

Jiny pfistup k pojmu excessu obdrzime, kdyz pfedpoklddame obecnéji, Ze misto vztahu (6.67)
plati jenom inkluse

wWI) < con [Q(7],

z niZ snadno odvodime nerovnost M = v([), kde konstanta M je dina ptivodnim vzorcem (6.68).
Dospivame tak opét k pojmu straregické hry s excessem (zde nezdpornym); pfitom pojem Ary
bez excessu je synonymem hry s nulovym excessem, tj. vyhovujici vztahu (6.70). Hra odvozena
ze hry v normélnim tvaru definici koaliCni vysledkové funkce vziahem v == v, kde tedy »(X) je
garanéni hodnota hry pro K < I, pfedstavuje ovSem hru bez excessu, nebot podle (6.36) je splnéna
podminka (6.67).

Nenf tfeba zvlasté zdhraziiovat, Ze pojem excessu ma smysl jenom pro hry interpretované jako
hry s kompensacemi.

Cislo v(K) definované rovnici (6.65) se nazyvd von Neumannova hodnota hry
pro koalici K, rozumi se dané hry (6.64). Von Neumannova hodnota hry odpovidd
interpretaci hry v koali¢nim tvaru jako strategické hry s kompensacemi. Aumann-
Pelegova hodnota hry v(K) pro koalici K je definovéna pro hru (6.64) rovnici (6.49)
a odpovidd interpretaci dané hry v koaliénim tvaru jako strategické hry bez kom-
pensaci; »(K) je na rozdil od &sla v(K)mnoZina &iselnych K-vektord, tedy sloZit&jsi
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matematicky objekt. PoloZzme pro K < I, kde K + 0,
(671) vcomp(K) = {yk € RK Vg = {yi}iEK’ ZK)7i '—<‘- D(K)} .

Dostdvdme tak pro danou hru (6.64) dvé mnoZiny Ciselnych K-vektortl odpovidajici
dané neprdzdné koalici K, a to mnoZinu v(K), sklddajici se z K-vektorti vyplat dosa-
zitelnych pro koalici K, a mnoZinu vmmp(K), skladajici se z K-vektort podilit dosaZi-
telnych pro koalici K; pfitom vyplat se dosahuje bez kompensaci, kdeZto podily
vzniknou vzdjemnymi kompensacemi uZitku mezi ¢leny koalice.

Snadno nahlédneme, Ze ucomp(K) je mnoZina pravé téch Ciselnych K-vektord xg, k nimz
existuje vysledek « maximaln€ dosazitelny pro koalici K pfi kompensacich takovy, Ze plati ne-
rovnost (srovn. (6.63))

Xp SUdplw), kde Xg=73 x;.
ieK
Na druhé strané v(K) definovand vztahem (6.49) je mnozina téch &iselnych K-vektort xg, pro
néz plati nerovnost
xg Sug(ow), tj. x; Zufw) pro iek,

kde w je néktery vysledek maximaln€ dosaZitelny pro koalici K bez kompensaci (zavisly na xg).

Definujeme-li 0.qmp(K) jako funkci na systému viech podmnoZin mnoziny hrac [ rovnici
(6.71) pro K == () arovnici veomp(@) = 9, lehce zjistime, e tato funkce splituje pozadavky (1) az (4)
vystupujici v definici abstraktni charakteristické funkce. TudiZ oo, representuje ,,kompen-
sadni‘“ abstraktni charakteristickou funkci dané hry, odpovidajicf kompensacnim systémim
preferenci Uy (K < 1), kdeito v piedstavuje ,,bezkompensaéni* charakteristickou funkci, odpo-
vidajici koali¢nim systémam preferenci Uy (K < I).

N

Teomp (K) x1 + x2 =v(K)
<)

Trojici (I, Y, v¢omp), kde Y je prostor bodilovych vektort dany formuli (6.69), bychom mohli
poklddat za kanonicky tvar hry (6.64), interpretované jako hra s kompensacemi.

Na obr. ¢) je patrné, jak vypadd hodnota v.epn,(K) ,,kompensalni** charakteristické funkce,
je-li polet &lent koalice |K| = 2; je to mnoZina viech bodid uzaviené poloroviny leZici pod
piimkou danou rovnici x; - x, = v(K) pro K = {1, 2} (srovn. s obr. a) na str, 117).

Ciselnd funkce v definovand na systému vSech podmno¥in mnoZiny hrd&t I rovnici
(6.65) se nazjyvd von Neumannova charakteristickd funkce dané hry (6.64). Pro
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prazdnou koalici dostaneme z formule (6.65) vztah:

(6.72) v0) =0.

Charakteristicka funkce v je superaditivni: je-li K, < I, K, < I, pak

(6.73) u(Ky) + o(K,) S Ky uK;) pro K;nK,=90.

Superaditivita funkce v je dusledkem superaditivity koaliéni vysledkové funkce v.

Vidime, Ze ,kompensalni‘‘ charakteristickou funkci Vcomp Ize nahradit jednodussi Ciselnou
charakteristickou funkci », coZ nebylo mozZné ve hie bez kompensaci. Dospivime tak k zdvéru,
Ze hry s kompensacemi jsou formalné jednodussi neZ hry bez kompensaci; tento poznatek zlstava
v platnosti i pfi vy$etfovani racionality jedndni hraél ve hie s kompensacemi.

Je-li v ,,bezkompensaéni* charakteristickd funkce dané hry (6.64) definovana
rovnici (6.49), odvodime z ni von Neumannovu charakteristickou funkci v podle
vzZorce

(6.74) ¥(K) = max {1521\ x; i {x}ex€o(K)}, Keal.

Z posledni formule ihned obdrZzime vztah

(6.75) o{i}) = o(i), iel,

kde &islo (i) je definovdno s pomoci mnoZiny v({i}) rovnici (6.56). Proto naddle
budeme psdt hodnotu charakteristické funkce v pro jedno&lennou koalici K = {i}
ve tvaru (i), i eI

Rozsifime-li princip individudlni racionality na kompensaéni dohody, tj. na podi-
lové vektory, dosp&jeme k pojmu individudiné raciondlntho podilového vektoru jako
takového vektoru y e ¥, pro ktery plati nerovnost y; = »(i) pro kazdé iel.

Jako hromadné raciondlni podilovy vektor definujeme takovy vektor y e Y, pro
ktery plati rovnost ) y; = M, kde M je konstanta charakterisujici prostor podilovych
iel

vektort podle (6.69).

Ve strategické hie bez excessu (v niz M = v(I)) se mnozina viech hromadné raciondlnich podi-
lovych vektorli skldda ze v§ech bodl leZicich na hranici mnoZiny vcomp({) a odpovidd mnoZiné
vysledk®t maximalné dosaZitelnych pfi kompensacich pro maximalni koalici K= I. Na obr. ¢)
je to mnozina vSech bodll na pfimce x; + x, = v(K), povaZujeme-li koalici K= { 1, 2} za
maximalni koalici v dané hte, tj. pfedpokldddme-li, Ze K = I. Podobn& se mnoZina v8ech hro-
madné raciondlnich &iselnych I-vektori ve hi'e bez kompensaci skldd4 ze viech bodi leZicich na
hranici mnoZiny o(I). Napf. na obr. ¢) je to mnoZina viech bodi lezicich na celé kiivce ohraniCujici
mnozZinu v(I); hromadné racionalni vyplatni vektory jsou pak ty vektory leZici na uvedené hranici,
které jsou prvky prostoru X. Paretova optimélni mnoZina na obr. ¢) tuéngji vyznadena, kterd
odpovidd pojmu maximalni dosazitelnosti bez kompensaci, tvofi jenom ¢ast mnoZiny vsech
hromadné racionélnich vyplatnich vektort.
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Podilovy vektor, ktery je soudasné individudIng i hromadné raciondlni, budeme
nazyvat raciondlnim podilovym vektorem nebo krdtce imputace (angl. imputation).
K pojmu imputace nds vede pfedstava, Ze se raciondlni hrddi ridi pii vnitrokoali¢nim
vyjednavani o distribuovdni fiktivniho uZitku principem individudln{ racionality a Ze
jsou zaroveti schopni pies rozdilnost svych zdjm@ koordinovat svou ¢innost resp.
jedndni jimi vytvofenych koalic tak, aby dosdhli maximdlniho sumdrniho uZitku
(srovn. definici konstanty M v (6.68)). Prostor raciondlnich podilovych vektorii
Yimp j€ vyjddien vzorcem

(676) Yimp = {J’GR' V(l EI) y; 2 U(i) , Zlyi = M} .

Predpokldddme-li, Ze vychozi hra (6.64) spliiuje podminku (6.67), pak dvojice
(I,v), kde v je von Neumannova charakteristickd funkce dané hry, representuje
kanonicky tvar hry (6.64), interpretované jako hra s kompensacemi. Je tomu tak
proto, Ze z dvojice (I, v) lze odvodit prostor podilovych vektorii Y na zdkladg definic
(6.69) a (6.70), &imZ je proveden hlavni krok k rekonstrukci trojice (I, Y, veomp)s
kde ,.kompensacni* abstraktni charakteristickd funkce vy, je ddna formuli (6.71)
pro K = 0. Prostor Y predstavuje mnoZinu vSech I-vektorl, jejichz komponenty
jsou moZné uZitky, jichZ mohou hrdéi ve hfe dosdhnout, zahrneme-li do nich kom-
pensace. Na rozdil od hry s kompensacemi ve hie bez kompensaci byla mnoZina
vSech I-vektord s komponentami, predstavujicimi moZné uZitky hrd¢il, charakteriso-
vdna prostorem vyplatnich vektordt X.

Za kanonicky tvar strategické hry s excessem Ize povaZovat trojici (I, M, v), kde M je konstanta
charakterisujici prostor podilovych vektori Y podle (6.69); pfitom obecné M + v(I).

Kanonicky tvar oviem zavisf na dané soustavé uZitkovych funkci. Nahradime-li hru s uZitko-
vymi funkcemi (6.64) hrou v podstaté stejnou, tj. takovou, Ze se lisi od dané hry jenom soustavou
uzitkovych funkci, ozna¢me ji {u;}id, pak z toho, Ze mezi obéma soustavami plati transformacni
vztahy tvaru (5.34), vyvodime zavér, Ze kompensaZni systém preferenci Uy libovoiné neprazdné
koalice K je indukovan transformovanou koaliéni uZitkovou funkeci

> ajtuf, nebot H(w)=3 o Hulw) — B)
fex ick

pro @ € 2, jak plyne z (6.63): neni tedy indukovén koali¢ni uZitkovou funkei 3 #} nové hry. To

ieK
je zptsobeno tim, Ze nova hra se soustavou uZitkovych funkci {ug}ie, nemusi spliovat na rozdil
od vychozi hry (6.64), kterou jsme interpretovali jako hru s kompensacemi, hypotézu o srovna-
telnosti uZitku. Skuteénost, Ze i nova hra vyhovi hypotéze o srovnatelnosti uzitku, se projevi tim,
Ze bude platit rovnost «; = « pro viechna i € I, coZ odpovida souCasné zméné spolecné jednotky
méfeni uzitku, a to stejné u viech hraca (srovn. tivahy minulého paragrafu); transferabilita uZitku
se oviem pfi transformacich typu (5.34) zachovava.

TudiZz podminka o; = a(i €I) je nutnd i postalujici k tomu, abychom novou hru mohli inter-
pretovat jako hru s kompensacemi. Je-li tato podminka splnéna, lehce zjistime, Ze skutené funkce
> u}, tj. koali¢ni uZitkova funkce odpovidajici nové soustavé uzitkovych funkci podle (6.63),
ieK
indukuje tenty# kompensaéni systém preferenci Ug (@ + K < I). Tyto uvahy motivuji zavedeni
nasledujiciho pojmu strategické ekvivalence.
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Dvé strategické hry s uZitkovymi funkcemi v koali€nim tvaru, které se lidi jenom
svymi soustavami uZitkovych funkei, pfiemZ {u;},, je soustava uZitkovych funkci
v prvni hie a {ug}ie, v druhé hie, nazveme strategicky ekvivalentni, kdyZ existuji
redlnd Cisla a > 0 a (i eI) takovd, Ze plati vztahy

(6.77) ui=oau;, + f;, iel.

Je-li v resp. v" von Neumannova charakteristickd funkce prvni hry resp. druhé hry,
z nichZ obg jsou navzdjem strategicky ekvivalentni, pak plati transforma&ni rovnice

(6.78) V(K) =a(K) + Y. B;» K.

ieK

Vztah mezi konstantami M a M’ charakterisujicimi prostory Y a Y’ podilovych
vektorli obou strategicky ekvivalentnich her je vyjadfen formuli:

M, = OtM + Z ﬁi .
iel

Z toho, co jsme zatim Fekli, by se mohlo zdat, Ze kompensace uzitku maji smysl jenom ve
hrach, v nichZ je uZitek nejenom transferabilni, nybrZ i srovnatelny. Ve skutenosti jsme viak
hypotézy o srovnatelnosti uZitku pouZili jen k tomu, abychom mohli operovat jen s uzitkovymi
funkcemi bez pomocnych pojm, jimiz jsou uzitek penéz u‘}‘ a funkce w,(i € I). Ve hie s nesrovna-
telnym, ale transferabilnim uZitkem lze rovné€Zz provadét kompensace, a to tak, Ze se hradi v koali-
cich Fidi principem maximalisace whrnné penéini vyplaty > w, (K < I), kterou mezi sebe distri-

ieK

buuji podle dohodnutého K-vektoru penéZnich podili { yi} iexs tim kazdy z nich docili uzitku
aiy; + B, jestlize o uzitku penéz ucinime pfedpoklad, Ze spliiuje podminku transferability ve
tvaru

WO =i+ Bj; o;>0 (iel).

Po piechodu k jiné soustavé uZitkovych funkei splfiujicich transformaéni vztahy (5.34) poskyt-
nou penéZni podily y; uZitky, méfené novymi jednotkami a k novym potatkiim, velikosti

a oy + B+ B
pfitom nové uZitky penéz (u’f)’ budou vyhovovat rovnicim
@ & = woié + (@B + B, iel.

Nechceme-li pfipustit omezujici hypotézu o srovnatelnosti uzitku, miZeme se divat na mate-
maticky model (6.64) jako na hru, v niz {ui(w)}iel pro w € Q2 interpretujeme jako vektory
pen&Znich vyplat hra¢iim, pro néZ jsou penize uZzitené, a spokojit se se svou znalosti, Ze v§ichni
hraéi maji transferabilni uZitek, tj. jsou linedrni s pen&zi. Potom lze transforma&ni rovnice (6.77)
pro strategickou ekvivalenci chdpat tak, Ze konstanta « charakterisuje zménu pen&ini jednotky
a Ze konstanty B; predstavuji Castky, které hra¢i dostanou vyplaceny (v piipadé f; > 0), nebo
které hraci vloZi do hry (v pfipadé B; < 0) v novych pen&Znich jednotkich pfed zapoletim hry.
Tim se nezméni strategické aspekty dané konfliktni situace, nebof koalice se snazi maximalisovat
vhrnné pendZni vyplaty odpovidajici novym penéZnim jednotkdm: odtud ndzev strategicka
ekvivalence.

Dvojici (I, v), kde I je neprdzdnd mnoZina (interpretovand jako mnoZina hrdcit
obvykle ogislovanych podle (1.1)) a kde v je &iselnd funkce definovand na systému
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viech podmnoZin mnoZiny I, prifazujici kaZdé mnoziné K < I koneéné redlné &islo
o(K) tak, Ze je splnéna podminka (6.72) pro prdzdnou koalici a podminka (6.73)
o superaditivité, nazyvame strategickd hra ve tvaru s von Neumannovou charakte-
ristickou funkci, nebo kratéeji hra s éiselnou charakteristickou funkci. Prostor podi-
lovych vektort Y hry (1. v) je definovédn vztahy (6.69) a (6.70): v prostoru Y definujeme
pojmy podilového vektoru individuding€ resp. hromadné raciondlniho stejné jako
dfive; spec. prostor raciondlnich podilovych vektorlt Y;,, je ddn vztahem (6.76).

Hry (I,v) a (1,v') s touz mnoZinou hra&a jsou podle definice sirategicky ekviva-
lentni, jestlize mezi jejich charakteristickymi funkcemi plati vztah (6.78), kde x > 0
a Piel) jsou nékterd redlnd &isla. Strategickou hru (I, v) nazyvdme neesencidlni,
kdyzZ plati rovnost

' ol) = 3, ()5

iel
v opadném piipad® ji nazyvame esencidlni hrou. Z nerovnosti

Yu(i) < u(K) pro K<,

ieK
plynouci ze superaditivity charakteristické funkce v, dedukujeme, Ze dand hra (I, v)
je neesencidlni, kdyZ a jen kdyZ plati rovnosti

oK) = o(i) prokaidé K <.
ieK
K esencidlni hie (I, v) pfifazujeme hru (I, v") s ni strategicky ekvivalentni, jejiZ charak-
teristickd funkce je definovdna vztahem

(679) - &
6.79 V'(K) = ———SF—— pro Kcl.

o)~ 3o
Takto odvozend hra (I, v") se nazyvd redukovany tvar (esencidlni) hry (I, v) typu
(0, 1); tento ndzev v sobé& obraZi skute¢nost, Ze pro charakteristickou funkci v” danou
v (6.79) plati vztahy

V(i) =0(Giel), vI)=1, 0<Zv(K)<1 pro Kcl.

Hra, kterd je identickd se svym redukovanym tvarem, tj. v = v”, je tzv. hra v reduko-
vaném tvaru typu (0, 1). Redukovany tvar typu (—— 1, 0) se definuje obdobng, a to tak,
aby pro ng&j bylo v(i) = —1 (iel)a o(I) = 0.

Interpretujeme-li strategickou hru (I, v) s &iselnou charakteristickou funkci jako
kooperativni hru s kompensacemi, pfi jejiZz realisaci kazdd vytvofend koalice K
obdrZi pen&Zni &4stku v(K), o kterou se maji &lenové koalice podglit, pak jmenujeme
dvojici (I, v) koali¢ni hra; jedingm strategickym aspektem koaliéni hry je snaha
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hrdéh vstoupit do pro né vyhodnych koalic. Z tohoto hlediska neesencidini hra je
takovd, v niZ hrddi dosahnou vstupem do koalic stejné, jako kdyZ hraji kaZdy na sviij
vrub, nebof jejim ,,feSenim* je jeji jediny raciondlni podilovy vektor {v(i)},; (srovn.
shora uvedenou rovnost pro neesencidini hry).

Obecngji, kdyz se dvojice (I, v) interpretuje jako kooperativni hra s kompensa-
cemi, kterd hypoteticky vznikla kanonisaci z nékteré hry v koali¢nim tvaru, pak
byvd v literatufe nazyvdna strategickd hra s postrannimi vyplatami.

O kooperativni hie s kompensacemi musime vzdy pfedpokladat, Ze na ni neparticipuji zadni
indiferentni hradi (tedy indiferentni i vii¢i penéziim). Ve smyslu postulatu o nezavislosti na irele-
vantnich faktorech (srovn. kap. 5, Zakladni postulat racionality) neni indiferentni hra¢ ochoten
vstoupit do Zddné koalice, nebof neni na hie zainteresovdn.

Pfiklad. Vy3etfime esencidlni hru o tfech hrdgich, I = {1, 2, 3}, v redukovaném
tvaru typu (0, 1), kterou budeme interpretovat jako koali¢ni hru a o niZ udinime
zjednodusujici pfedpoklad, Ze pro jeji charakteristickou funkci v plati vztah

o({1,2)) + o({1, 3}) + ({2, 3}) = 2.

Charakteristickd funkce v uvaZované hry je jednoznacné uréena trojici &isel

@ =o({1,2)), f=o({L3), y=0o(23)).

Za ,feSeni* této hry povaZujeme raciondlni podilovy vektor 3¢ = ({2, yi©, {®
urCeny vztahy

PO =He+B=79), yW=3e=B+7), ¥W=H-a+p+7).

Duivod, pro¢ tento vektor representuje feSeni dané hry, vysvitne nejlépe pro pfipad,
kdyjea < 1, B < 1, y < 1. Tehdy totiZ pfedpoklddani raciondlni hrddi, aby dosdahli
podle principu hromadné racionality maximdlniho sumarniho vyiéZzku, musi vytvofit
maximalni koalici I, jeZto kaZd4d jind koaliéni struktura rliiznd od {I} dd sumdrni
vytéZek niZsi neZ o(I) = 1. Pfi vyjedndvdni o vytvofeni maximdlni koalice se kazdy
hrdg¢ fidi principem individudini racionality a zdroveii se kaZdd dvojice hrdcl i, j snaZi
dosdhnout, aby jejich celkovy podil y; + y; z thrau v(I) = 1 nepoklesl pod v({i, j}),
jeZto jinak hrozi, Ze vytvofi samostatnou koalici {i, j}, &mZ zbyly hrd& vyjde na-
prdzdno (v(i) = 0, i el). Z pfedpokladu, Ze a + f + y = 2, vyplyne, Ze jedinym
raciondlnim vektorem, ktery popsanym poZadavktim vyhovi, je prdve shora defino-
vany vektor y(®. Tento vektor m4 vlastnost, Ze pro n&j plati rovnosti y{» + (¥ =
= o({i,j}), i £ j(i,j = 1,2,3).

Poznamenejme, Ze pro hru, v niZ by bylo « + 8 + v # 2, nelze obdrZet feSeni tak
jednoduché; nap¥. princip, jimZ jsme se Fidili p¥i hleddni hofejsiho feseni, selZe v pii-
padé, kdy uvedeny soucet je < 2.
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Prevence a minimax

V tomto paragrafu vyjdeme pfi svém vySetfovani z normdlniho tvaru strategické
hry, v niZ v8ichni hrd¢i maji kardindini preference; pfitom budeme piedpoklddat,
7e je v této hfe pevné ddna n&kterd soustava uZitkovych funkei {u;},;. Je-li v dané
strategické hfe vyznagena kooperace, pak md tato hra tvar (6.4), kde

H = nnorm = ({Ai}ieb Q) ) Q= 'QE .

Podle principu realisace roz§ifenych pravidel hry vznikne pted zahdjenim vlastni hry
nékterd piipustnd koaliéni struktura # e K, pti¢emZ kazdd realisovand koalice
K e " zvoli nékterou svou sdruZenou strategii ay € 4. Spoleénd volba sdruZené
strategic se muZe uskuteénit bud pfimou dohodou nebo dohodou o ndhodovém
mechanismu, charakterisovaném rozloZenim pravd&podobnosti s; € Sk (srovn. (6.23))
na prostoru sdruZenych strategii Ay, ktery vybere sdruZenou strategii ay s pravdé-
podobnosti sg(ag); v druhém piipadé fikdme, 7e &lenové koalice K zvolili smidenou
strategii sg.

Necht tady kazdd koalice K zvoli nékterou svou smienou strategii sy € Sg. Potom
vektor strategii a = {ag}x.y € 4 nastane s pravdépodobnosti, oznadme ji s(a), kterd
je rovna
(6.80) s(a) = s({ag}gex) = JHrSK(aK) ; agedg (KeX).

=
Ciselnd funkce s definovand poslednim vztahem ptedstavuje globdlni smiSenou
strategii, tj. s € S (srovn. (6.38)), kterou nazyvdme A -vektorem smisenych strategii
(rozumi se koalic v £°); rovnost (6.80) zapisujeme v krat$im tvaru

(6.81) s=[]sk resp. s={sg}xexs Sx€Sx (KeX).
Kext”

Vztah (6.80) resp. (6.81) charakterisuje tzv. stochastickou nezdvislost slozek vektoru {aK} Kex
chépaného jako nahodny vektor s rozloZenim pravdépodobnosti s. Rikdme také, Ze globalni
smiSend strategie s je nekorelovand modulo koali®ni struktury #°. TudiZ pfedpoklad, Ze mezi
&leny rznych koalic z ndjaké koaliéni struktury . nenastiava (zdvaznd) kooperace, ktery jsme
ucinili v avodnim paragrafu této kapitoly, se z pravdépodobnostniho hlediska projevuje ve sto-
chasticky nezavislé volbé slozek vektoru {ag} ke

MnoZinu viech . -vektorti smiSenych strategii oznalime Sg; v symbolickém
zapisu:
SJ{ = 1_[ SK .

TudiZ plati: S,, < S. Podle (6.40) plati rovnost

(6.82) olsetxer) = 3 2 (11 sx(a)) el{artnar)

et agcdg KeX

kde Q({SK}KE,{) representuje vysledek, jimZz skondi uvaZovand realisace hry, kdyz
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koalice patfici do koaliéni struktury o zvoli A -vektor smiSenych strategii {sx}xex-
UtZitek hrdde i z vysledku (6.82) je vyplata hrddi i vyjddiend podle (6.40) a (5.21)
formuli

(6.83) H{sklker) =2, 2 (T1sx(ax)) H({ax}kex) -

KeX axeAx Kext

Z provedené uvahy plyne jednoduchy zdvér. KdyZ se totiZ v dané hte realisuje
koaliéni struktura ", jevi se hrdéim objektivni base pivodni hry ve tvaru

(6.84) (I, 25 ({Sx}kex- 0))

v némzZ je vysledkovd funkce g rozSifena z prostoru A ryzich vektorl strategii na
prostor S, o A definici (6.82). Trojice (6.84) predstavuje tzv. smiSené rozsifeni
objektivni base dané hry vzhledem ke koaliéni struktufe A .

Snadno nahlédneme, Ze pojem garantovatelnosti vysledkii pro danou koalici K
vychdzi ze smi§eného rozdifeni objektivni base dané hry vzhledem ke koaliéni struk-
tufe {K, — K} (srovn. 6% (6.8)) a opird se pfitom o subjektivni charakteristiku koalice
K vyjadtenou v (6.9). Také pfi vySetfovdni pojmu prevence, ke kterému nyni pfistou-
pime, se stardme jenom o subjektivni vlastnosti ¢lent koalice K a vychdzime ze smi-
Seného rozsifeni objektivni base, charakterisujici interakci mezi koalici a antikoalici:

(1, Q¢ (Sk, S_k» 0)) -

SmiSend strategie s_ antikoalice — K se nazyvd strategie hrozby proti smiSenému
vysledku @ (Vzato z hlediska koalice K), nebo také strategie prevence vysledku w,
kdyz lze pro jakoukoli smiSenou strategii sy koalice K najit ¢lena této koalice i € K,
ktery dosdhne niZ§iho score, neZ pfedstavuje w, ve smyslu vztaho

W >; Q(Sxa S—K) .

V tomto piipadé také fikdme, Ze strategie s_g zabrafiuje tomu, aby koalice K do-
sdhla vysledku w. Obrdceng pravime, Ze smiSeny vysledek nelze ohrozit strategii s_y
antikoalice, jestliZe s _ g neni strategii hrozby proti vysledku w, coZ znamend, Ze je
spInéna podminka:

(6.85) I(ske Sp)V(ieK)osk, S-x) 71 @ ;

srovn. s touto podminkou podminku garantovanosti (6.24) resp. (6.11).

Smifeny vysledek w nent antikoalici —K ohrozitelny, neboli neni preventovatelny,
jestliZe pro kaZzdou strategii s_g je spln&na podminka (6.85); v tomto piipadé se
vysiedek w nazyvd f-dosaZitelny pro koalici K. Oznatime-li vﬂ(K) mnozinu vSech
B-dosazitelnych vysledkil pro koalici K, dostaneme vztah:

(6.86) vy(K) = {w:0e€QuV(s-xeS_g)3 (sx € Se) V(i € K) olsg S_g) 7 0}
bro 0+ K<,
ptitem? klademe definitoricky v4(0) = ¢.
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Lze se presvédcit, Ze v, jako funkce na systému vSech podmnoZin mnoZiny hrdca I
vyhovuje poZadavkam (1) aZ (4) kladenym na koaliéni vysledkovou funkei; pfitom
mnoZina v,(K), sklddajici se ze smigenych vysledkd, predstavuje tzv. prevenéni hod-
notu hry pro koalict K. Komprimujeme-li data vychozi hry v normdlnim tvaru do
koali¢niho tvaru (6.46) podle principu prevence, tj. klademe-li v = v,, tedy definu-
jeme v(K) jako prevenéni hodnotu hry pro K < I, nazyvime odvozenou hru koalic-
nim tvarem dané hry pro prevenci. Snadno nahlédneme, Ze tento koaliéni tvar nelze
interpretovat podle principu realisace hry v koaliénim tvaru, ktery jsme uvedli
hodnotou hry zfejmé plati vztah

v(K) = v(K), K.

Nakonec poznamenejme, Ze prevenéni hodnota hry spliluje podminku o konickém
rozsifeni (6.52), takZe podle (6.36) plati

v(I) = vg(I) = con [Q]

(srovn. (6.66)). Lze viak ukdzat, Ze obecn& rovnost v(K) = v4(K) neplati.
Aumannova-Pelegova charakteristickd funkce odvozend z prevencni hodnoty hry v,
rovnici (6.49), kterou budeme oznadovat vy, spliiuje vztah

(6.87) wy(K) = {xx € R :V (s_x € S_¢) I (sx € S) V (i € K) H (56, 5-x) = X;}
pro §F+Kcl;

srovn. s touto rovnosti vztah (6.43) pro v,. MnoZing v,(K) fikdme (Aumannova-
Pelegova) B-hodnota hry pro koalici K a funkci v; nazyvime Aumann-Pelegovou
charakteristickou funkci pro prevenci neboli prevenéni charakteristickou funkci
Mezi garanéni a prevenéni charakteristickou funkci plati obdobng vztahy v,(K) <
< vK), K = I, pfifemZ plati v,(I) = vy(I), kdeZto rovnost v(K) = v,(K) obecné
neplati.

Diilezitd von Neumannova véta o minimaxu, kterd md centrdlni vyznam v teorii
strategickych her, tvrdi, Ze i kdyZ v, + v, (resp v, + v;), pfesto plati rovnost

max {g{ ufw) : w e v (K)} = max {g{ ufw) : we v K)}

pro K < I (srovn. (6.65)). Z této vyznamné rovnosti plyne, Ze &iselnd charakteristickd
funkce odpovidajici garanéni hodnoté hry je identickd s &iselnou charakteristickou
funkci odpovidajici prevencni hodnot€ hry dané v normdlnim tvaru. Pro hru v nor-
mdlnim tvaru tedy klademe

(6.68) v(K) = max {E\ ufw):we va(K)} =

max {ig(ui(w) tw e v(K)}
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a &islo v(K) nazyvdme von Neumannovou hodnotou nebo prost& hodnotou hry
pro koalici K; funkce v takto definovand se nazyvd von Neumannova charakteristickd
funkce dané hry v normdinim tvaru. Vétu o minimaxu lze vyjad¥fit v ekvivalentnim
tvaru jako rovnost
max { ) x;:xg€v,(K)} = max {} x;:xgeviK)}, Kl
ieK | ieK
(srovn. (6.74)), kterou lze ptepsat podle (6.43) a (6.87) na tvar
(6.89) o(K) = max min Y Hfsg s_x) =
skgeSk 5s- k€S- ik ieK

min  max ) Hsg,s-x), K I,

s-keS-k SkeSk ieK

il

podle n&hoZ dostala tato véta své jméno. Von Neumannova hodnota hry u(i) pro
jednoglennou koalici K = {i}, i e, je totoZnd s garan&ni vyplatou hrdce i, jak byla
definovdna v (6.27); srovn. (6.75). Vztahy (6.89) tedy plati specidlng pro garanéni
vyplatu kazdého hrice, ¢imZ ndm poskytuji prostiedek k jejimu efektivnimu vypodtu.

TudiZ interpretujeme-li strategickou hru v normdlnim tvaru jako hru s kompen-
sacemi a komprimujeme-li jeji data af jiZ podle principu garance, nebo podle principu
prevence, dostaneme pfevedenim jejitho komprimovaného koaliéniho tvaru na kano-
nicky tvar, odpovidajici moZnosti kompensaci uZitku, stejnou &iselnou charakteris-
tickou funkei v definovanou vztahem (6.88) resp. (6.89). Zdroveii odvozend hra
(I, v), kterd representuje maximdlni moZné komprimovéni dat vychozi hry, je jedno-
znaén& urfena redukovanym kanonickym tvarem (5.51) dané hry podle (6.89).
Definici (6.89) se obycejné v literatufe komprimuje normélni hra na tvar s &iselnou
charakteristickou funkci.

Strategickd hra v normdlnim tvaru (s kardindlnimi preferencemi) se nazyvd hra
s konstantnim soubtem, kdyZ nékterd soustava uZitkovych funkci {ui} wer této hry
m4d vlastnost, Ze
(6.90) Yufw) =1y prokaidé weQg,

iel

kde 7 je nékteré redlné &islo. Soustavé uZitkovych funkei spliiujici podminku kon-
stantniho souétu tvaru (6.90) fkdme soustava o konstantnim souctu. Jsou-li {u;},,
a {u}}ir dve soustavy uZitkovych funkei o konstantnim soudtu, pak existuji konstanty
a > 0a Biel), takové, Ze plati transformadni rovnice (6.77). Z posledniho tvrzeni
plyne, Ze ke kaZdé hie s konstantnim souétem existuje takova jeji soustava uZitkovych
funkci, v niZ je konstanta y rovna nule; fikdme ji soustava o nulovém souctu. Proto
se hry s konstantnim souétem nazyvaji také hry s nulovym souctem.

Je-li v von Neumannova charakteristickd funkce hry s konstantnim souétem, kterd
je urdena formuli (6.88) resp. (6.89) ze soustavy uZitkovych funkci o konstantnim
souctu, pak pro ni plati vztah

(6.91) 4 uK) + o(~K) =o(I) pro Kcl,
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pfidemz v(I) = 7. JestliZe v a v’ jsou charakteristické funkce odpovidajici dvéma sou-
stavdm uZitkovych funkci o konstantnim soudtu téZe hry, pak jsou hry (I, v) a (I, v')
strategicky ekvivalentni. Spec. je-li v’ charakteristicka funkce uréend soustavou uZit-
kovych funkci o nulovém souctu, je pro ni splnén vztah

(6.92) v(-K)= —v(K), KclI.

Pii vySetfovani racionalniho jednani ve strategickych hrach s nulovym souctem vzdy volime
soustavu uzitkovych funkci, kterd ma konstantni popfip. nulovy soulet, nebot jak vime, strate-
gické aspekty konfliktnich situaci zistavaji invariantni vi¢i linearnim transformacim uzitk jed-
notlivych hracd.

Pro strategickou hru o dvou hradich s konstantnim souétem plati, Ze jeji preferenéni
schéma (U, U,) vyhovuje podmince:

(6.93) oU 0, kdyZajen kdyZ o'U,o (0, o eQ).

Dva systémy preferenci U, a U, nazyvame navzdjem antagonistické, jestlize pro né
plati podminka (6.93). Kterdkoli hra o dvou hrégich, nejenom v normdlnim tvaru
a s kardindlnimi preferencemi, se nazyvd antagonistickd, kdyZ jeji preferenéni schéma
(U1, Us,) splituje podminku (6.93), tj. kdyZ jsou systémy preferenci obou hrdd
navzdjem antagonistické; podminka (6.93) charakterisuje antagonismus zdjmt obou
protivnikti participujicich v takové hie.

V antagonistické hie v normdlnim tvaru s kardindlnimi preferencemi vZdy volime
pii jejim vySetfovani ve smyslu hofejsi pozndmky soustavu uZitkovych funkei (uy, u,)
o nulovém souétu, tj. takovou, Ze plati rovnost

Uy +u, =0 Cli u, = —u,.
Odtud vyplyva, Ze pro vyplatni funkce antagonistické hry plati vztah
H1+H2=O éili H2='_H1.

Z posledniho vztahu je patrné, Ze redukovanym kanonickym tvarem antagonistické
hry je maticovd hra (srovn. pfedchdzejici kapitolu). Garanéni hodnoty maticové
hry (i) jsou vyjddfeny formulemi (6.89) pro K = {i}, i = 1,2, tj.

(1) = max min H,(s, s,) = min max H,(s;, ;) = —v(2).
S1€51 52682 $2€S2 $1681

Cislo v(l) se nazyva hodnota maticové hry. Garanéni strategie v maticové hie se
v literatufe nazyvaji optimdlni strategie. Jsou-li §, a §, garanéni strategie prvniho
a druhého hrdce, plyne z (6.27) podle predchdzejiciho vztahu rovnost

o(1) = H,(51,3,) -

Pro antagonistické hry tedy plati tvrzeni: kdyZ kazdy z obou hrd¢l zvoli nékterou
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svoji optimdlni strategii, je vysledek hry jednoznaéné urden jako vyplatni vektor
(o(1). —o(1) .

Je-li (I , v) jakdkoli strategickd hra s Giselnou charakteristickou funkci, kterd spliiuje
podminku (6.91), nazyvd se hrou s konstantnim souctem. Jsou-li (I, v) a (I, v") dv&
hry strategicky ekvivalentni, z nichZ jedna je hrou s konstantnim soudtem, pak i druhd
je hrou s konstantnim soutem. K esencidlni hte (I, ) s konstantnim soudtem pfi-
fazujeme hru (I, v") s ni strategicky ekvivalentni, jejiz charakteristickd funkce je
definovdna vztahem

v'(K) = m'(K) — |[K| pro K<1I, n=]I,

pficemZ v” je ddna vzorcem (6.79). Takto odvozend hra se nazyvd redukovany tvar
(esencidlni) hry (I, v) typu (— 1, 0). Pro redukovany tvar (I, v') dané hry s konstantnim
soudtem plati vztah (6.92), pficemz

v(i)= -1 (iel), v{I)=0.

Je-li v = v/, ¥ikdme, Ze hra (I, v) je ddna v redukovaném tvaru typu (—1, 0).

Na zdvér poznamenejme, Ze jsme kanonické resp. redukované kanonické tvary
zavedli pro hry bez formdiné€ vyznadené kooperace. Pfi studiu strategickych her
s vyznadenou kooperaci se omezujeme na tfi typy, jak jsme jiz o tom mluvili d¥ive:
na hry kooperativni, nekooperativni a dohodové. Za zdkladni tvary téchto her, pro
néZ se vede vySetfovdni raciondlniho jedndni, povaZujeme: pro kooperativni hru
s kompensacemi strategickou hru s &iselnou charakteristickou funkci; pro koopera-
tivni hru bez kompensaci strategickou hru s abstraktni charakteristickou funkci
(zvanou t6Z hra bez postrannich vyplat); pro nekooperativni hru normalisovanou
strategickou hru; pro dohodovou hru trojici (I, X, {v(i)},;), kde X je konvexni
polyedr (redukovany prostor vyplatnich vektord) a kde (i) jsou libovolnd &isla,
kterd interpretujeme ve smyslu vztahu (6.56).
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