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KYBERNETIKA CISLO 4, ROENIK 1/1965

Potencialni analogie

Mirko NovAK

V &lanku jsou popsany principy modelovdni metodami potencidlnich analogii a ukazuje se
jejich vyuziti v réznych oborech.

1. UVOD

V kybernetice se asto pouZivd modelovdni. Jednou z méné zndmych metod je
modelovéni na principu potencidlnich analogii, které nalézd pouZiti ve velmi Siroké
oblasti, od teorie automatické regulace, teorie obvodi, teorie signdld a bioniky, pies
elektrotechniku a mechaniku aZ po optiku a geologii. ProtoZe FeSeni potencidiniho
pole je tlohou, se kterou se setkdvdme v celé fad€ oboril, umoziiuje jeji piendseni
s jednoho prostfedi do druhého nalezeni Casto netusenych souvislosti. Tim pfispivd
metoda potencidlnich analogil k vytvdfeni komplexniho pfistupu ke zddnlivé spolu
nesouvisejicim problémiim a k odhaleni novych neobvyklych fefeni, n8kdy se znag-
nymi hospoddiskymi vysledky (napf. ndhradou ndkladnych mechanickych &i hydrau-
lickych modeld pii feSeni inZenyrskych staveb mnohem levng&j§imi modely elektricky-
mi apod.).

Tento &ldnek md &tendfi usnadnit pfehled o problematice modelovdni na principu
potencidlnich analogii se zvld§tnim zfetelem prdvé k uvedenym dvéma hlediskiim.
Neni moZno zde pochopitelné podat vyCerpdvajici soupis vSech modifikaci a aplikaci
této metody. Podrobngjsi poznatky jsou vesmss zachyceny v dosti bohaté literatufe,
jeijiz malou &dst zde cituji.

2. PRINCIP POTENCIALNICH ANALOGIi A JEJICH MATEMATICKE
ZAKLADY

Pt fedeni jakéhokoliv technického problému se setkdvdame se tfemi druhy veli€in:
s budicimi velig&inami (p¥i€inami), s jejich odezvami (ndsledky) a s parametry daného
systému. Budici veli€iny a odezvy jsou obecn& zdvislé na Case a na poloze v daném
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poli. Miizeme je rozd&lit na skaldrni (vzdjemné, relativni, potencidlni) a na vektorové
(priichozi). Skaldrni veli€iny uddvaji vztahy mezi stavy dvou riiznych bodd téhoZ
pole a typické pro né je, Ze pfi jejich uréovdni musime méfit soudasn& ve dvou riiznych
bodech, pfi¢em? jejich hodnota je obvykle uddna rozdilem zjisténych hodnot. Vekto-
rové velidiny jsou naopak vztaZeny ke kazdému jednotlivému bodu pole a lze je urdit
pouze méfenim v tomto bod&. Parametry systému pak uddvaji vzdjemny vztah ska-
ldrnich a vektorovych veli¢in.

Pfi studovdni analogif mezi riznymi potencidlnimi poli, v nichZ jsou jednotlivé
veli€iny uplattiovdny, musime mit na zfeteli pfedev§im princip kontinuity a princip

. Velitina | Parametry soustay
Fyzikélni prostfedi [———— T By R R
skaldrni | vektorovd ztritové | kinetické potencidlni |
t 1 {
elektrické ‘ ¢ ’
proudové pole napéti | proud odpor induk&nost | kapacita
elektrostatické pole | potencidlni | tok - —_ dielektrikum |
rozdil | |
pienos tepla | teplota : tepelny tok | tepelny — tepel. kapacita |
i | odpor
i
difiizni pole - | koncentrace.| mnofstyi difézni inercie stlatiteinost
| pFenasené odpor
| hmoty
1 hydrodynamické rychlostni | tok kapalin | viskozita inercie stlatitelnost
pole | potencidl | (hustota)
| (tlak) {
| | i
elektromagnetické ‘ potencidlni | tok reluktance permeabilita | dielektrikum
pole rozdil |

Obr. 1. Vztahy mezi velitinami v riznych fyzikélnich polich.

konservativnosti pole. Vektorové veliiny jsou kontinudlni v tom smyslu, Ze musi
vychdzet ze zdrojii a vracet se opét do tychZ &i jinych zdrojd, pfi¢em? jejich celkové
mnozstvi v daném poli musi byt stdle rovno souctu jejich mnoZstvi, které v ném bylo
pied zaddtkem pisobeni budicich veliin, a mnoZstvi, které je do pole doddvano &i
odebirdno. Obecné se oba tyto principy navzdjem podmiiiuji. Mezi vektorovymi
a skaldrnimi veli¢inami v riznych potencidlnich polich plati zndmé vztahy, shrnuté
Cdstené v obr. 1.

Poméry v riiznych potencidlnich polich miZeme popsat soustavami parcidinich
diferencidlnich rovnic, jejichZ formdlni podobnosti se pak vyuZivd k tomu, abychom
feSeni daného problému pfevedli z méné pfistupného fyzikdiniho prostiedi do podmi-
nek, které miZeme sndze ovlddat a vySetfovat. To je zdkladni princip celé metody
potencidlnich analogii. Druh modelovaciho prostfedi pfitom volime podle povahy
feseni dlohy a typu diferencidlnich rovnic, platicich pro origindlni dg&j. Jestlize si



oznadime symbolem & piislusnou skaldrni veliginu (tzv. potencidlni funkci) a symbo-
lem t &as, pak v&tSinu v Gvahu pfichdzejicich ptipadii lze popsat bud Laplaceovou
diferencidlni rovnici

(1) V2o =0,

nebo tzv. diftizni rovnici

0P
2 V2 =k,
® o
¢i tzv. vlnovou rovnici

o’
3 Vi =k —,
) ¥

(kde k je konstanta zdvisici na parametrech vyietfované soustavy) nebo jejich
modifikacemi.

Velmi &asto vystadime pfitom s rovnici (1), kterd popisuje d&je v elektrostatickém,
proudovém, magnetickém a gravitaénim poli, a za jistych podminek téZ s dostatenou
presnosti i d&je v jinych prostfedich (napf. priitok tekutiny poréznim prosttedim).

.. —'%M* 1 ‘K———qr—

Obr. 2. K principu me-
chanickych modeld.

Kromé toho lze na ni p¥evést téZ otdzky souvisici s priichodem signdlu linedrni
soustavou, a proto se v dal¥im v&nujeme pfedev§im metoddm modelovéni tiloh tohoto
typu.

3. TECHNICKA REALIZACE POTENCIALNICH ANALOGIQ

V soucasné dobg se ustdlily dv& hlavni koncepce modelovacich zaFizeni, a to jednak
mechanické modely a jednak elektrické proudové modely. VSechny ostatni moZnosti
vyuZivajici jinych fyzikdlnich principi maji jiZ jen podruzny vyznam.

Mechanické modely jsou v&t§inou vytvoteny pomoci pruZné membrény (napiiklad
gumové bldny ziskané z meteorologickych sonddZnich balonﬁ) napnuté na kruhovém
nebo obdélném rdmu. Ta je pak vychylovdna na jednu ¢&i druhou stranu soustavou
hroti & profil, prestavitelnych v plose membrany. Velikost vychylky je moZno také
ménit. Timto zpasobem je dobfe moZno modelovat veskeré situace popisované
rovnici (1). Vychylka membrény z klidové polohy v uréitém jejim mist¥ pak odpovidd
logaritmu absolutni hodnoty modelované funkce. Indikaci tvaru ¢ar o konstantni
velikosti této veliiny lze provést napf. pomoci tizkého svételného svazku, kterym
se strany osvétlime reliéf vznikly na membrédng (obr. 2). Tvar spddnic lze zjisfovat
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napf. z drdhy kulicky spus§téné z n&kterého z vrcholé reliéfu. Jeho vyhodou je
piedeviim velkd ndzornost a nendrodnost. Ziskany model je vSak dosti nepfesny,
protoZe se zde uplatiiuje celd Yada zdroji chyb. ProtoZe membrdna je na okrajich
pevnd upnuta, neni moZno modelovat pfipady s vychylkami blizko okrajii a cely
modelovany Gtvar musime omezovat na oblast blizko jejiho stfedu. Kromé& toho
plsobi obtiZe mald hothogenita membrdn, jejich stdrnuti a zmenSovdni pevnosti
v oblasti maximélnich vychylek (to Ize za cenu obtiZn&jsi manipulace z&4sti odstranit
uZivdnim membrédn z mydlovych film{). Mechanické modely maji proto pfedeviim
vyznam pro studijni udely, k rychlému vytvoieni ndzoru na kvalitativni povahu
fe§eného problému a nehodi se k podrobngj§imu kvantitativnimu vySetfovdni.
Velmi dobfe se viak mohou uplatnit také jako pedagogickd pomiicka.

Podstatng v&tsi moZnosti ddvaji modely uZivajici elektrického proudového pole.
Li§i se navzdjem jednak podle povahy modelovaciho prostfedi, jednak podle toho,
zda FeSend uloha je rovinnd & prostorovd. V§imnéme si nejprve prvniho hlediska.
Proudové elektrické pole miiZeme vytvofit v ldtkdch nalézajicich se jak v tuhé, tak
kapalné a p¥ipadng té% v plynné fizi (ionizovany plyn). Z technickych diivodd md
pro t&ely modelovdni vyznam pouze pouZiti tekutého nebo tuhého prostfedi. Prvni
mozZnost je starsi a vedla k vytvofeni zndmych elektrolytickych van, af jiZ uréenych
pro feseni prostorovych &i pouze rovinnych problémi. Druhd moZnost se uplatnila
ve v&t§i mife teprve asi od konce druhé svétové vdlky, a to jednak na zdkladg vyuZiti
elektricky vodivych papir &i tenkych kovovych vrstev pro FeSeni rovinnych tloh
(nebo takovych prostorovych tloh, které Ize na rovinné pfevést), jednak v podobé
modelovacich (napf. odporovych) siti, kterymi je principidlng moZno fesit jak rovin-
né, tak i prostorové tlohy. Modelovdni na zaFizenich s elektrickym proudovym polem
se provadi tak, Ze do jeho mist, odpovidajicich singularitim modelované dlohy,
umistime z¥idla & nory proudu (af jiz ve tvaru bodovych, darovych, ploinych nebo
prostorovych elektrod) a m&fime bud napéti vzniklé mezi vySetfovanym a referenénim
mistem, nebo velikost elektrického gradientu, z néhoZ lze uréit intenzitu proudu
v daném bod& Modelovaci zafizeni uZivajici elektrického proudového pole jsou
pondkud sloZitj$i ne7li mechanické modely (vyZaduji zvldstni napdjeci jednotky,
zvldStni méici pistroje a pod.), pfesto viak jejich pofizovaci cena leZi vétsinou hlubo-
ko pod cenou analogovych zafizeni jinych druhi.

ProtoZe v teorii systémfl, teorii pfenosu informace a teorii automatické regulace
md zvld§tni vyznam fefeni rovinnych problémi, nebudeme se zde bliZe zabyvat mo-
delovdnim prostorovych tloh. Pfipomeneme pouze, Ze k tomu jsou b&Zné uzivdny
tzv. hluboké elektrolytické vany o obsahu nékdy aZ nékolik m® s rliznym stupném
automatizace napdjeciho, modelovaciho a méficiho Ustroji (€astd jsou zejména sle-
dovaci zatizeni zapisujici na papir pribgh riznych fezd ekvipotencidlnimi plochami).
Kromé& hlubokych elektrolytickych van jsou nékdy k témto ufelim uZivdny téZ
prostorové modelovaci sit€. Otdzky modelovdni prostorovych uloh jsou dosti
pedrobné rozebirdny napf. v [1], kde je téZ uvedena dal3i literatura.

Pii modelovéni rovinnych Gloh musime nahradit idedlni nekoneéng tenké a abso-



lutné homogenni* modelovaci prostfedi o neomezenych geometrickych rozmérech**
jistym fyzikdlnim prostfedim. Vzhledem k technickym moZnostem to znamend, Ze
kazdé modelovaci zaFizeni p¥indsi sebou jisté principidlni omezeni pfesnosti. K takto
vzniklym chybdm se ov§em pfi vlastnim procesu modelovéni je§t& pFicitaji dalsf
chyby. UkaZme si nyni zptisoby, kterymi lze vySe uvedené poZadavky respektovat.
Nejprve obratme zfetel na otdzku tloustky a homogenity prostfedi. Jsou dvé zd-
sadni cesty: pouZiti spojitych &i nespojitych prostiedi. Spojitd modelovact prostiedi
Ize realizovat napf. tenkou vrstvou elektrolytu &i elektricky vodivou folif (papircm).
ProtoZe témé¥ vZdy je jejich tloustka zanedbatelné mald proti dostupnym geometric-
kym rozm&rim (aZ 1:300 tzv. mokrych a aZz 1:500 u tzv. suchych prostfedi) je
moZno chyby zpiisobené pfipadnym nerovnomérnym rozloZenim proudového pole

AYAYAVAVAVAVAY
IVAYAYAYAVAVAY/
JAYAYAVAVAYAYA
\VAYAVAVAVAVAY,
JAVAVAVAVAVAVA

a) b) o)
Obr. 3. Ptiklady nespojitych modelovacich prostfedi: a) &tvercova sif, b) trojihelnikova sit,
¢) nesymetricka sif.

v priifezu modelovaci vrstvy povaZovat za podruzné. Hlavni obtiZi je pak nedostated-
nd homogenita. To je oZehavé zvldsté u vodivych félif a papird, kde nerovnomé&rnosti
specifické vodivosti vzniklé pti jejich vyrobé mohou dosahovat az i 109 a z¥idka kdy
poklesnou pod 1%. Proti tomu lze elektrolytickou vrstvu povaZovat za dokonale
homogenni. V praxi se v§ak ukazuje, Ze i zde jsou omezeni zpisobend napf. postup-
nym zamoiovanim ptvodné Cistého elektrolytu zplodinami parazitni elektrolyzy,
nerovnomérnostmi tvaru a polohy modelovacich nddob (u tenkych vrstev o velkych
plochdch se uplatiiuje dosti silng 1 prithyb dna & vinéni hladiny zptsobené drobnymi
otfesy budovy apod.). Proto se nelze s b&Znymi prostfedky dostat pod asi 1% a v kraj-
nich pfipadech pod asi 0,19. Ponékud lepsi vlastnosti mokrych modelovacich
prostiedi z tohoto hlediska jsou oviem vykoupeny fadou jinych potiZi, které v mno-
hych pfipadech vedou k tomu, Ze i za cenu mensi pfesnosti dime pFednost pouZiti
vodivého papiru &i félie. Pfedeviim pro napdjeni elektrolytickych van je nutno vzhle-

* Tento poZadavek muZe byt zmirnén tehdy, jestlize povaha feSené tlohy umoZiiuje vyuZit
uritych nehomogenit, anebo naopak zcela zménén, jestlize by bylo tfeba prostfedi o presné
daném druhu nehomogenity.

** Tento pozadavek miiZe byt zmirnén nebo zcela odpadnout, fe§ime-li ulohu formulovanou
pouze v ¢asti celé roviny.
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dem k nebezpedi polarizace elektrolytu pouZivat stfidavého proudu o kmitodtu asi
500—1500 Hz. To oviem znamend, 7e¢ zdroje a nory proudu lze realizovat pouze
dokonalym vzdjemnym fdzovym posuvem jednotlivych vystupit z napdjeciho gene-
rdtoru o 180°. ProtoZe se viak uplatiiuji parazitni kapacity piivodd i celého mode-
lovaciho prostfedi, je nutno provést vyrovndni fizovych posuvi pfed kazdym novym
nastavenim polohy elektrod. Tato potiZ zcela odpadd u suchych prostfedi, protoZe
zdroje 1 nory proudu realizujeme opadnou polaritou stejnosmérného napdjede.
Kromé toho je velkou vyhodou suchych prostfedi, Ze 1ze na jejich povrchu pfimo
zakreslovat rizné pomocné sité i vysledky méfeni a nemusime uZivat Zddného po-
mocného zapisovaciho zafizeni. Nespojitd modelovaci prostfedi byvaji realizovdna
nap¥. v podobé odporovych siti (viz nap¥. obr. 3). Jejich velkou pfednosti je pfedeviim
to, Ze stupedl nehomogenity je zde (za ptedpokladu pouZiti dostatedn& piesnych sta-
vebnich prvkd) jasng urden. Krom& toho lze vytvdfet timto zplsobem také sit&
umoZiujici feSeni dloh vedoucich k diferencidlnim rovnicim typu (2) & (3)*. Velkou
nevyhodou odporovych siti jsou viak jejich vysoké pofizovaci ndklady. Abychom
docilili dostateng jemného kvantovdni, je nutno pouZit znadného poétu pomérng
velmi kvalitnich souldstek, jejich? cena spolu s cenou odpovidajiciho mnoZstvi
zdifek pro pfipojeni elektrod a sond a cenou montd%e mnohondsobné piesahuje
uroveti cen jinych zafizeni na principu potencidlnich analogii.

Pomérné dobfe je moZno vyrovnat se s otdzkou omezenych geometrickych rozméri
dostupnych modelovacich prostiedi. Existuji zde ndsledujici cesty:

a) Nejjednodusii, ale také nejménd presné a ekonomické je pouZit co nejvétsiho
modelovaciho prost¥edi a feSeni dané ilohy omezit na malou oblast blizko jeho
stfedu. Podle povahy tilohy byvd tato uZite€nd oblast asi 10 az 20% celkového prii-
méru, nemd-li chyba modelovani pfestoupit pfes asi 10%.

b) Velmi dobré vysiedky je moZno dosdéhnout pouZitim rfiznych konformnich
zobrazenti (viz napt. [3]), pfevddgjicich celou rovinu nebo jeji &st na ur€itou uzavie-
nou oblast. Za jistych okolnosti je tak moZno jesté docilit vyhodné zm&ny méfitka
v oblasti, kterd nds zvld§té zajimd. Kromé& toho n€kterd konformni zobrazeni zdsadné
zjednodusuji celou feSenou Glohu. Za zminku zde stoji zv1dsté ndsledujici tfi nejéastsji
uZivand zobrazeni.

Vztah

(4) s=logp

ndm pfefazuje celou rovinu p = ¢ + jo mnohoznadn& na nekone&né dlouhé pdsy
o Sifce 2n v roving s = & + ju, rovnob&Zné s osou ¢&. Jestlize se ndm nyni podafi
fesent dané Glohy soustfedit do mezikrui |Pu| < |P| < |Pua)> PEiSeMZ &isla |Piin]
a ‘ pmx} se mohou li§it a¥ o n&kolik fdda, miizeme je bez velkych chyb pievést v roving s

* Pak je sit ovSem sloZena nejen z ohmickych odport, ale napf. také z kapacit nebo indukénosti.
Podobny vysledek lze viak nékdy dosdhnout i u spojitych prostfedi, napf. vyuZitim kapacity
mezi modelovaci odporovou a zvlasini vysoce vodivou vrstvou.



do obdélniku o ifce 2n a déice & = & — Enins kde Eouy > 108 |Prar)s i < 339
< log | pmm[ (Viz obr. 4). Na uZ¥ich strandch tohoto obdélniku pak utvofime elek-
trické zkraty, které ndm reprezentuji obrazy bodii p = 0 a p = oo. Podle zkuSenosti
je vhodné, aby log IPminI = &min = Enax — log |mel 2.
Dobfe se osvédduje té7 tzv. Zukovského zobrazeni zprostfedkované vztahem

(5) s=p+. /(0 +1),
‘+‘|'1
2 S
4+
< N \\
N N
. 0 NN L.
S 65 tog ] SN Tog o (- o
AN O\ N %
__1%4 AN .
: —-—a
—2 N o
Obr. 4. K moZnostem vy-

=y uZiti zobrazeni s = log p.

které pFevddi celou rovinu p jednou dovnitf a jednou vné jednotkové kruZnice v ro-
vind s. '

Zésadnf vyznam maji posléze zobrazeni Christoffelovym-Schwarzovym integrdlem,
kterd prevadéji celou rovinu p na uzavienou polygondlni oblast. Je-li touto napf.
obdélnik, je zobrazujici funkei elipticky integrdl prvniho Legendreova druhu

s = ’ dp .
) .[ o /I = 5 (1 = k2p%)]

Priklad jim zprostfedkovaného pfifazeni roviny p do roviny s je naznaden pro

1
K(K) =j W% Garse
o /[0 = p?) (1= k2p?)]
na obr. 5. Jak ukdZeme pozd&ji, uplatni se toto a jemu podobnd zobrazeni zvldstd
pfi feseni rdznych aproximadnich dloh v teorii systémd.
¢) V mnoha p¥ipadech viak povaha dané tdlohy vyZaduje, aby modelovand oblast
nebyla deformovdna. Pak je na mist® pouZiti tzv. Boothroydova dvojvrstvého mode-
lovani. Timto zpiisobem, ktery lze pouZit jak v pfipad€ mokrych, tak i v p¥ipadé
suchych modelovacich prostfedi, dostaneme nezkresleny kruhovy vyfez roviny p
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okolo po&itku (&i jeho jisty dil). Na obr. 6 je naznaen jeho princip pro pfipad
pouziti suchého prostfedi a kvadrantovy vyfez. Dva listy odporového papiru ve
tvaru &tvrtkruhu jsou na obvodu kruhu vodivé spojeny, kdeZto viude jinde je odd&luje
izolaéni vrstva. Pak Ize horni list povaZovat zde napf. za druhy kvadrant kruhu
p = |pi, ptitemz obraz bodu p = o je na spodnim list& pod bodem p = 0.

4. NEKTERE MOZNOSTI POUZITI POTENCIALNICH ANALOGIL

Jak bylo jiZz fedeno, je pouZiti modelovédni na principu potencidlnich analogii sku-
te¢n& mnohostranné. Neni ani v moZnostech, ani cilem tohoto ¢ldnku podat zde
zevrubny vydet a popis viech moZnosti. UkdZeme zde pouze takové, které majf bez-
prostfedni vyznam pro v ivodu vytfené obory, tj. teorii systémil, teorii automatické
regulace a teorii pfenosu informace.

Jednou z mimo¥ddné dilezZitych otdzek pro vSechny tyto obory ja analyza soustav
se zpétnou vazbou. Pfitom miiZe modelovdni pomoci potencidlnich analogii sehrdt
velmi vyznamnou roli. Pfedpoklddejme pro jednoduchost nejprve nejprostsi zp&tno-
vazebni soustavu, vytvofenou paralelné spojenou zesilovaci a zpétnovazebni vEtvi.
Bude-li na vstupu zapojen idedlni sumdtor, zamezujici vznik zp&tného pfenosu
zp&tnovazebni vétvi, lze pfenos* takovouto soustavou vyjddfit zndmym vztahem

= Gp)
™ P = TG k)
kde G 4(p) je pfenos zesilovaci, G,(p) pfenos zp&tnovazebni vétve a p = o + jo je
komplexni kmitodet.

Funkce G 4(p) (resp. G(p)) obsahuiji jisty ndsobny faktor, urujici drovesi zesfleni
(resp. zeslabeni) pii priichodu signdlu vEtvi. Zajimd nds obvykle, jaké hodnoty téchto
faktorii Ize v daném piipad€ pfipustit, aby celd soustava nevybod&ila z mezi stability**
nebo jak se jejich zména projevi na jejich pfenosovych vlastnostech.

V prvnim p¥ipadé musime tedy zjistit, jak zdvisi poloha ko¥en vztahu

(8 ‘ GAp)Gylp) + 1 =0

na téchto faktorech.
Oznalime
GA,B(P) = V4,8 GA,B(P) s

kde 74,5 je piisluiny ndsobny faktor a G, 4 p) odpovidajici funkce po jeho vy&lenéni
Pak Ize vztah (8) upravit na

©) GAp) Glp) + C=0,

* Pojem pfenos budeme uZivat ve smyslu prenosové funkce, &imZ budeme rozumét pomér
operatorovych obrazi signdli na vystupu a na vstupu dané soustavy.
** Podminkou stability zde je, Ze poly pienosu G(p) musi leZet pouze uvnitt levé poloroviny p.
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kde
c=1.
Y4Vs

Pedpoklddejme, Ze funkce G 4(p) a G p) zndme a Z¢ se ndm je podati namodelovat
pomoci potencidlnich analogii*. ProtoZe kofeny vztahu (9) lezi v mistech, kde je
soucasné -

IGA(P) GB(P)I =C,

(10) Arg G(p) Golp) = = £ 2w,

v=0,1,2,...,

Obr. 7. Priklad vy3etfovani stability
zpétnovazebni soustavy.

nalezneme je v modelovacim prostfedi, kde jsme vytvofili modul souginu G,Gp,
jako pritse¢iky jisté ekvipotencidly s jistymi silo¢drami. Jejich vySetfovani Ize zejména
u proudovych analogii provést bez zvldstnich obtiZi. JestliZe se ndm tedy takto podafi
zakreslit celou mapu dar IG AGH| = konst. protnutou mapou piislusnych ar konstant-
ni féze, mdme odpovéd na danou otdzku. Vysledkem jsou pak tedy trajektorie polohy
polit rovnice (7), okétované velikosti vySetfovaného faktoru. P¥iklad je na obr. 7.
Vidime, Ze pro C = C, pfestane byt tato soustava stabilni.

Timto zpisobem je oviem moZno vySetfovat podminky stability i strukturdlné
mnohem sloZit&jSich zp&tnovazebnich soustav. Lze dokdzat, Ze feSeni celé ulohy je
moZno vidy svést na Fe¥eni urleni polohy kofend rovnice typu F(p) + C = 0.
V nékterych pfipadech potfebujeme viak zjistit, jak zdvisi stabilita soustavy na zmé&né
n&kterého jejiho parametru x, ktery jiZ neni pfimo zminénym ndsobnym faktorem.
Jestlize se ndm v tomto p¥ipadé podafi rozloZit funkei F(p) do tvaru F(p) = F,(p) +
+ K Fy(p), mZeme opét tlohu vyfesit stejnym postupem, pfidemz provedeme rozbor

* V pfipad?, Ze jak zesilovaci, tak zp3tnovazebni vétev obsahuje pouze linearni prvky s tzv.
soustfedénymi parametry, jsou pfenosové funkce G 4(p) resp. G (p) racionélni (lomené) v promén-
né p. O zpiisobu modelovani funkci tohoto typu se v daliim zminime podrobngji.



polohy kofent vztahu Fy(p) + x = 0, kde Fy(p) = (F,(p) + 1)/Fy(p) v zdvislosti
na velikosti parametru «.

Pottebujeme-li krom& podminek stability zjistit té2 zménu tvaru frekvenénich
charakteristik prenosu G(p) v zdvislosti na zmén&nych hodnotdch n&kterych para-
metrii, miZeme postupovat velmi podobn&. Pfedpoklddejme napfiklad, Ze nds
zajimd zména amplitudové charakteristiky vztahu (7) v zdvislosti na zm&ng jistého
prvku r zpétnovazebni cesty. JestliZe se ndm podafi upravit vyraz pro zpétnovazebni
pfenos do tvaru

GB(P) = Gm(l’) +r Guz([’) B
muZeme psdt
Ga(p) _
1+ GA(P)[GM(P) + anz(P)]

Gy2(p) _ Gu(p) _ P(p)

G(p) =

1) GRS a0}

GA(P) Gsz(P)

Budou-li funkce Ggy(p) a Gpy(p) takového druhu, Ze je Ize modelovat pomoci po-
tencidlnich analogii, dokd’eme na zdklad& vztahu (11) uréit také nulové body po-
mocné funkce R(p). VyfeSenim trajektorii nulovych bodd rovnice R(p) + r = 0 pak
zjistime potfebné polohy péli funkce G(p). Tim mdme k disposici viechny potfebné
udaje pro to, abychom ji dokdzali modelovat. Hledand amplitudovd charakteristika
je pak fezem reliefu jeji absolutni hodnoty, vedenym podél osy jw.

Ve velmi mnoha pfipadech se zabyvdme soustavami linedrnimi, které nadto obsa-
huji pouze stavebni prvky* s tzv. soustfedénymi parametry. Jejich pienosové funkee
jsou pak raciondini v proménné p. VSimné&€me si nyni proto zptsobid, jakymi lze tyto
piipady modelovat. Pfedev§im nutno mit na zfeteli to, Ze u linedrnich soustav, sesta-
venych z fyzikdln& redlnych stavebnich prvki jsou pfenosové funkce vZdy raciondlni-
mi funkcemi v proménné p, majicimi redlné koeficienty. Je tedy rozloZeni p¥islu§nych
nulovych bodii a péli vidy soumérné vzhledem k redlné ose ¢. Diky tomu se miiZe-
me pfi jejich modelovdni omezit pouze na jednu polorovinu p a tak sniZit jeho sloZi-
tost.

V soudasné dob& se pouZivaji v zdsad® dva principy modelovdni té€chto funkei.
Pro prvni z nich budeme uZivat ndzvu ,,bodové analogie®. Ve své podstatd pochdzi
jiZ z konce minulého stoleti, i kdyZ jeho aplikace pro ndmi sledované obory jsou
pomérné nové. Je dobfe zndm a byl podrobné popsdn v celé fad& praci, citovanych

* Pod pojmem stavebni prvky rozumime jednotlivé technicky ucelené dily & soucdstky dané
soustavy, jejichZ pasobeni je typické, je moZno je matematicky formulovat a nelze je déle fyzikdlng
rozlozit. P¥ikladem mohou byt elektrické soustavy, kde stavebnimi prvky jsou jednotlivé odpory,
kondenzatory, indukéni civky, transformdtory, tranzistory, elektronky apod. Slova ,,prvek* je zde
tedy uZivdno v pieneseném vyznamu. Obsah pojmu stavebni prvek samoziejmé silné zavisi na
fyzikalni povaze sledované soustavy, technice pouZité k jeji realizaci a stavu p¥islusné technologie.
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napt. v [1], [2], [4] a [5]. VyuZivd se zde skuteSnosti, Ze vyraz pro komplexni po-
tencidl proudového pole, vytvofeného soustavou bodovych zfidel a nor je formdlng
shodny s logaritmem pfenosové funkce G(p), zapsané ve tvaru

. 1T - pa)
(12) 6(p) = 7 ——,

vl;II(p - pp)

kde p,; zna& polohy nulovych bodi, p,, polohy péli a y je redlnd konstanta.

Abychom mohli tedy tento zpiisob modelovdni pouZit, musime polohu nul a poli
funkce (12) zndt. Velmi pohodIng pak méZeme sledovat pribsh jejiho modulu podél
jistych Ear v roviné p, p¥ipadn€ zakreslit pribgh k¥ivek |G( p)| = konst. Ptitom vychd-
zime ze vztahu

(13) ' U, _ =kmlog}‘M

kde U, _, je napéti zm&fené voltmetrem s dostatedné velkym vnitfnim odporem
mezi body p = p,a p = p, a k, je tzv. konstanta modelovdni. Tato je redlnd a jeji
velikost zdvisi na pouZité intenzit® proudu a specifickém odporu modelovaciho
prostfedi. Obvykle se uréuje experimentdlng na zdklad® namodelovani n&které zndmé
jednoduché funkee, napf. G(p) = p. Pomoci dvojice zndmych pomocnych funkef
(napt. Gy(p) = p a Gy(p) = p* + a) miZeme provést &% bud zakresieni pot¥ebné
sit€ soufadnic do modelovaciho prostfedi nebo zaméfeni polohy jistého dilleZitého
bodu.

V ,,bodové” analogii je moZno teoreticky také vysetfovat priibéh argumentu
funkee (12) podé] libovolné kivky a zakreslovat mapy ar Arg G(p) = konst. V praxi
je viak realizace takového meFenf znadn& obtiZnd a pfitom dosti nepiesnd.

Novéjsi a ponkud méné zndmy je princip tzv. ,,dipdlové analogie®, na n&jz upozor-
nil Guillemin. Je zaloZen na ndsledujici uvaze:

Komplexni potencidl rovinného proudového pole, v némz jsou v mistech p = p;
umistény dip6ly o momentech M; a dhlech natoCeni «; lze vyjddiit jako

. m Mieja:
(14) Wp)=Up}+iVp) = ¥, ——.
=1p— p
Tento vyraz je formdlng shodny se zdpisem
" r‘_ejm

(15) Glpy= ¥, ,

i=1p — P

kde re!? jsou rezidua funkce G(p) v mistech p6li p;. Rovinné pole popsané v rov-
nici (14) je moZno technicky realizovat pomoci soustavy dipold, vzniklych t&snym
piibliZzenim elektrod pro zfidlo a noru proudu. Je-li Ap jejich vzddlenost, pak takto
vzniklou chybu lze zanedbat jiZ ve vzddlenosti asi 34p od piislu§ného dipdlu. Timto




zplsobem miZeme tedy jednoduse a dosti pfesng modelovat pfenosové funkce ve
tvaru tovaice (15) a vySetfovat priib&hy jejich redlnych a imagindrnich &dsti podél
libovolnych kFivek, popt. zakreslovat mapy &ar Re G(p) = konst. a Im G(p) = konst.

Obrafme nyni pozornost k daldim lohdm, fesitelnym pomoci potencidlnich ana-
logii. Pro syntézu sdé&lovacich i regulagnich soustav md zvld$tni vyznam otdzka apro-
ximace danych poZadavka fyzikdlng realizovatelnymi funkcemi. Jsou-li tyto poZadav-
ky kladeny pfedevs§im na pribéh modulu hledané funkce uplatni se modelovéni
,,bodovou analogii. Naopak, jestliZe se zajimdme piedevsim o pfechodnou odezvu,
miiZe byt prosp&nd ,,dipélovd analogie®.

Nejjednodussi uplatnéni ,,bodové analogie® je pFi zkusmém hleddni rozloZeni
nulovych bodt a pdla funkce (12), které by splitovalo pfedem dané poZadavky na
pritb&h modulu podél osy jw. U mnoha zafizend je usnadiiuji riznd vice & méng auto-
matizovand snimaci zafizeni, kreslici na papife & na obrazovce pfimo modelovany
pribéh. V celé fadé pripadi je vSak moZno vyuZzit vlastnosti nékterych konformnich
zobrazeni a fesit aproximaéni dlohu p¥imo (bliZi viz napt. [4] a [5]).

Pro vySetfovdni pfechodnych odezev linedrnich dynamickych soustav byla zkon-
struovdna zafizeni, opirajici se o ,,dip6lovou analogii“. Jsou viak dosti sloZitd,
umoZiuji pfedeviim empirické feSeni aproximadéni tlohy opakovanou analyzou,
a proto nenalezla v&tsiho rozsi¥eni.

V procesu syntézy je velmi Castou Glohou Fefeni algebraické rovnice vy§siho
stupné, predeviim v podobg P(p)/Q(p) + C = Okde P(p) i Q(p) jsou mnoho&leny
s redlnymi koeficienty a C je konstanta. I kdyZ potencidlni analogie nemohou sout&Zit
s moZnostmi souasnych numerickych postupd naprogramovanych na samoginné
poditade ani co do pesnosti, ani co do rychlosti feseni, miZe mit pfedb&Zny odhad
polohy ko¥enil ziskany modelovduim jisty vyznam pro dsporu strojniho &asu a kromé
toho miZe pfispét k objasnéni hlubsich souvislosti a zdkonitosti v celé uloze. Lze
Fici, Ze tém&F v kaZdé etapl procesu syntézy existujl podminky pro rozumné vyuZiti
principu potencidlnich analogii (napf. pii rozboru parazitnich vlivii a ztrdt, pfi vy-
§etfovdni citlivosti pfenosovych vlastnosti soustavy na zménu jistych parametr
apod.). Neni cilem tohoto &ldnku se jimi podrobngji zabyvat (blizi viz napf. [4]
a[5]).

Vsimn¥€me si viak jest& nekterych moZnosti, skytanych metodou potencidlnich ana-
logi v teorii signdld. Pro studium pfenosovych vlastnosti sd&lovacich i regulagnich
soustav jsou vzIdst€ zdvazné modulované signdly, kde vlastni informace je pfeddvdna
prostfednictvim nosného kmitoétu. UvaZujme nejjednodussi pfipad amplitudové
modulace. Ozna¢ime-li v(f) vlastni signdl, pak vystup z moduldtoru s nosnym kmito&-
tem @, bude

(15) vn{1) = () sin w4t .

Frekvenéni vlastnosti tohoto signdlu zjistime pomoci Laplaceovy transformace

(16) Fap) = 2{0(0) = S TF(p = o) = Flp + jou)].
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&

kde F(p) = y{v(t)} je Laplaceilv obraz vstupniho signdlu v(t). Jestlize tedy zndme
rozloZeni nul a pol funkce F(p), miZeme postupovat p¥i hleddni nulovych bodi
a poli funkee F,,,(p) (které potiebujeme pro jeji namodelovani) takto:

Nulové body a pély funkei F(p — jwo) 2 F(p + jw,) dostaneme z pitvodnich
zfejmé pouhym posunutim. Poly obrazu F,(p) se budou pak shodovat s pély obou
z nich. Zbyvi tedy uréit polohu nulovych bodé vyrazu F(p — jwg) — F(p + jo),
coz viak vede k uloze nalézt prisecik Car

F(p - ]mO) =1
F(p + jwo)
s arami
Argﬂp_—_];o_o) = 2r,
Flp + j)

kde v = 0,1, 2, ... To je viak jen modifikace ulohy, o niZ jsme jiz hovo¥ili.
Podobnym zplisobem je moZno Fesit i otdzky demodulace amplitudové modulova-

nych signdld, i jejich pricchod uréitou soustavou (viz napf. [6] &i [7]). Po jistych

dpravéch je moZno tohoto pEistupu uZit i pro rozbor jinych zpiisobit modulace.

5. ZAVER

Metody modelovdni pomoci potencidlnich analogii se od jinych metod feSeni
fyzikdlnich a technickych problémi lisi mj. svou dvoji moZnosti uplatnéni. Kromé
pfimého poufZiti jako vypoltovych prostfedkii maji totiZ znadny vyznam pro celou
fadu teoretickych tvah jako zpisob pfistupu k dané uloze. Pfitom byvd vyuZivino
pouze formding shodného apardtu pro popis dvou riiznych jevi a k vytvédieni vlastni-
ho fyzického modelu viibec nemusi dojit. (P¥ikladem zde mohou byt pravé zpisoby
fefeni n&kterych aproximacnich uloh pfi syntéze linedrnich soustav.) Je pravdépo-
dobné, 7e pravé toto hledisko by pfi ocefiovdni vyznamu této metodiky mélo byt
nejzdvazn&j¥i, protoZe pravé zde je nadgje na prohlubovdni dosavadnich a hleddni
novych aplikaci. Ze zde naznafenych moZnosti se zdaji zvI45t& slibnd uplatnéni v teorii
signdlt, kde mohou pfispét k uplnéj§imu a pfesnéj§imu rozboru signdlové situace
v novych sloZitych sd&lovacich i regulagnich soustavdch.

(Doslo dne 31. srpna 1964.)
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SUMMARY

Potential Analogies

Mirko NoVAK

In many fields of science the analysis of the studied phenomena is being carried out
by means of models. One of the methods which have a very broad region of applica-
tions is the modelling on the principle of potential analogies. In this way it is then
possible to solve problems on the one hand from a series of technological branches,
on the other hand to build up a common link with such lines which seemingly have
no relation one to the other.

In the present paper the principle of potential analogies method will be described
and its mathematical principles starting from partial differential equations (Laplace’s,
diffuse, or wave). The attention is here also dedicated to important procedures of
technical realization of this modelling method. Ther¢ are shown as well several
possibilities of its application especially in electro engineering, in the theory of auto-
matic control systems, circuit theory, signal theory, etc.

Inz. Mirko Novdk, CSc., Ustav radiotechniky a elektroniky CSAV, Lumumbova 1, Praha 8 -
Kobylisy.
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