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KYBERNETIKA CiSLO 4, ROCNIK 2/1966

Informationstheoretisch optimale Filter*

E.-G. WoscHNI

Es ist bewiesen daB der erreichbare Nachrichtenfluf3 bei Dekodierung ohne Gedéchnis in
linearen Systemen tatsdchlich hoher liegen kann als beim Wienerischen Optimalfilter.

1. EINLEITUNG

In einer bereits erschienenen Arbeit des Versfassers war der erreichbare Nachrich-
tenfluB bei Dekodierung ohne Gedichtnis in nicht korrigierten Systemen, ideal
korrigierten Systemen sowie Systemen mit Wienerschen Optimalfiltern berechnet
worden. Bereits in dieser Arbeit war die Vermutung geduBert worden, daB es Filter
gibt, die einen groBeren NachrichtenfluB zu erreichen gestatten, als Systeme mit
Wienerschen Optimalfiltern.

In vorliegender Arbeit wird daher das Problem der Optimierung unter Benutzung
des Begriffes des Nachrichtenflusses im gedichtnislosen System beleuchtet. Zunéchst
wird gezeigt, daB3 die Problemstellung bei der Optimierung in der MeBtechnik und
in der Regelungstechnik grundsitzlich die gleiche ist. AnschlieBend werden die
verschiedenen Optimierungen (ideale Korrektur, minimaler Fehler, maximaler
NachrichtenfluB) behandelt. Dabei wird die optimale Ubertragungsfunktion fiir das
Filter mit maximalem NachrichtenfluB (informationstheoretisch optimales Filter)
in erster Nédherung durch Einfithren eines Variationsfaktors s in die Optimalfilter-
funktion des Wienerschen Optimalfilters ermittelt. Fiir ein Beispiel, ein reales TiefpalB3-
system (RC—TiefpaB), wird der optimale x-Wert ermittelt. Es zeigt sich, daB} der
erreichbare NachrichtenfluB im gedichtnislosen System tatsdchlich héher liegt, als
beim Wienerschen Optimalfilter. Weiterhin werden fiir dieses Beispiel die Beziehun-
gen mit einer frequenzabhéingigen x(w)-Funktion auf dem Elektronenrechner pro-
grammiert und das Optimum ermittelt. Es ergibt sich eine weitere Vergroferung
des Nachrichtenflusses.

* Vortrag auf der zweiten Kygernetik-Konferenz, Prag 16.—19. November 1965.



348 2. PROBLEMSTELLUNG

Bei den Systemen der MeBtechnik liegt im allgemeinen die in Bild 1 dargestelite
Anordnung vor. Sie stimmt mit dem System in der Steuerungstechnik iiberein. In

Py,

s P—ey Gi(Jw) G2(jo)y p——=— ) =Xa
Bild 1. Zugrundegelegtes ‘ Fre
System in der MeBtech-

nik. Zes Pr,

der Regelungstechnik dagegen entsteht stets ein geschlossener Regelkreis, wie in
Bild 2 dargestellt ist.
Mit den bekannten Beziehungen der Regelungstechnik li8t sich jedoch'das System

. . P:u
Ze= Py, Gs(jo)  f— 2 Xg
Pr,
Bild 2. Zugrundegelegtes
System in der Regelungs- Grli
technik, das sich auf das R(jo)
System des Bildes 1 zu-
riickfithren 14Bt. Xe= Py,

des Bildes 2 in das des Bildes 1 iiberfiihren. Es ergeben sich ndmlich folgende Zusam-

menhinge [1], [2]:

a) Dem Frequenzgang zwischen Stdrung Z, und Ausgang x,, dem ,,StSrungsfre-
quenzgang*“ aus Bild 2

Gy(jw
(12) = )
L + Gy(jo) Geljo)
entspricht in Bild 1

(1v) Grpe = Gofj) -

b) Dem Frequenzgang zwischen Nutz-EingangsgroBe x, und Ausgangsgrofe X,
dem ,,Fithrungsfrequenzgang® aus Bild 2

(2a) Gopry= —0) Gulie)_
. 1 + Gy(jo) Gyjw)
entspricht in Bild 1

(2b) Grorxw = Gy(jo) Go(jo) .



Damit ist nachgewiesen, daBl es fortan geniigt, wenn wir uns mit dem System des
Bildes 1 beschiftigen. Wie bei Betrachtungen in der Systemtheorie regelloser Gréfien
iiblich [3], werden wir fortan als Eingangs- und AusgangsgroBen die Leistungs-
spektren des Signals P, (o), die Storung (Rauschen) P, (w) und die entsprechenden
AusgangsgroBen P, (w) und P, (w) benutzen (siehe Bild 1).

Die Problemstellung bei der Optimierung 148t sich unter Zugrundelegung der
Systeme der Bilder 1 und 2 demmach wie folgt formulieren:

Die AusgangsgroBe x, soll moglichst genau der EingangsgroBe x, entsprechen
(bzw. einer vereinbarten Operation von x,)

(3a) X, & X,,
dagegen soll x, moglichst von den Storungen Z, unabhingig sein
(3b) X, * f(Z.)-

3. OPTIMIERUNG
3.1 Normales, unkorrigiertes System

Zum Vergleich werden wir fortan stets auch das normale, unkorrigierte System
mit gegebenem G, (jw) und bis zu einer Grenzfrequenz konstantem

. konst fir v < o,
Gafjoo) = 0 fiir w > ,,

d.h. mit einem nachgeschalteten idealen TiefpaBsystem annehmen.
3.2 Xdeal korigiertes System [17], [4]

Beide Forderungen (3a) und (3b) gleichzeitig exakt zu erfiillen, ist nicht moglich.
Erfilllt man nur (3a) und 148t (3b) unberiicksichtigt, so erhilt man das ideal korri-
gierte System mit der Bedingung in Gz(jw)*

® 0= G ey

Dieser cinfache Sonderfall einer Optimierung wird dann zweckmiBig sein, wenn
die Stérungen vernachlissigbar sind.

3.3 System mit Wienerschen Optimalfilter
Sind die Stérungen nicht so klein, daB sie vernachlissigt werden konnen, so liegt

* Die Konstante ist gleich 1 gesetzt worden, was jedoch keine Einschrinkung bedeutet, da
sich die Konstante ohnehin spiter heraushebt (Normierung).
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es nahe, zur Optimierung das Kriterium des kleinsten quadratischen mittleren
Fehlers &2 zu verwenden. Man fordert also

(5a) |xa — x|* = &2 > Min.

Dic Optimierung nach diesem Kriterium fithrt bekanntlich auf das Wienersche
Optimalfilter. Der giinstigste Frequenzgang Gzo(jw) ohne Beriicksichtigung der
Realisierung lautet in diesem Fall bekanntlich unter der Voraussetzung, da Rau-
schen und Signal konstantes Spektrum P, o; P, , besitzen und nicht miteinander
korreliert sind [3]

5 i) — #|Gl(jw)l .
( b) Gzo(lw) H|Gl(jw)l2

Zur Abkiirzung wurde dabei u = P, o[P, , gesstzt. Das Filter nach (5b) gewahr-
leistet, daB die Spektralanteile des Ausgangsspektrums stark geschwicht werden,
bei denen das Rauschen iiberwiegt.

3.4. Informationstheoretisch optimales Filter

Man kann das System der Bilder 1 oder 2 auch als Informationsiibertragungs-
system auflassen und fordern, daB die tibertragene Information ein Maximum wird.
Falls man eine einfache Decodierung ohne Gedédchtnis, die nur auf die Leistung
anspricht, annimmt — in der Praxis liegt fast stets dieser Fall vor —, so mufl man
moglichst groBe Zahlen unterscheidbarer Leistungsstufen fordern, d.h.

(6a) Py [¢% — Max,

wenn

wg
PS., = I Psn(w) dw
0

die gesamte Signalleistung bedeutet. Gl. (6a) kann auch aus der Transinformations-
Entropie

(6b) H(x; y) = R ~ 11d (1 + %)

gewonnen werden, wobei allerdings genau genommen fiir Signal und Fehler Gaussche
Verteilung und fehlende Korrelation vorausgesetzt werden muB. Ersteres ist erfiillt,
wenn die Eingangsgrofien gaussverteilt sind und die Systeme linear sind, letzteres
ist wegen der vorhandenen Korrelation zwischen Fehler und Signal nie ganz erfiillt,
so daB tatsichtlich die Transinformations-Entropie sogar noch etwas groBer ist.

Eine exakte Losung, selbst fiir den einfachen Sonderfall konstanter Gausscher
Eingangsspektren ohne Korrelation, ist noch nicht durchgefithrt. Wir werden daher




versuchen, Niherungsidsungen unter Benutzung einer Variation der Gl. (Sb) fiir
minimalen Fehler durchzufithren durch Einfithren eines zu variierenden Faktors »

) o __mlG(e)|
( ) 2inf.th. 1+ %‘uGI(jw)lz

Fiir x = 1 erhdlt man also das Wiener-Filter, fiir x — oo das ideal korrigierte System,
4. Beispiel

Als Beispiel behandeln wir das praktisch besonders bedeutsame System mit Ver-
zogerung 1. Ordnung

(7a) G (jo) = ﬁﬁuj

Wir berechnen fiir dieses System die jeweils auf die Signalleistung eines idealen
Vergleichssystems der Bandbreite w, d.h. Pgy = P, ow, bezogenen (normierten)
Leistungen (durch einen Stern gekeunzeichnet): die bezogene Signalleistung P;‘u;
die bezogene Rauschleistung P ; die bezogene Verzerrungsleistung Py,; die bezo-
gene Fehlerleistung ¢7* = Py + P§_und schlieBlich die auf die tatsichliche Signal-

leistung bezogene Leistung &*/Ps,.

In Aghingigkeit von » mit jeweils g und wg/w0 als Parameter werden die sich
ergebenden Leistungen wie in Bild 3 gezeigt aufgetragen, und daraus kann s, fiir
das informationstheoretisch optimale Filter ermittelt werden. Der Verlauf der Lei-
stungen in Abhingigkeit von x 148t sich leicht erkliren, insbesondere wenn man
beachtet, daB3 fiir % = 1 das Wiener-Filter, fiir % — oo der ideal korrigierte Fall
entsteht.

Wir bilden nun mit den sich ergebenden Werten fiir Ps J¢? den aus der Formel
fiir die Transinformations-Entropie (6b) ableitbaren ,.erreichbaren Nachrichtenflul
in geddchtnislosen System £ “

# ~ w,ld(1 + P )

und rechnen stets mit dem auf die Kanalkapazitit eines Vergleichssystems bezogenen
Wert
(7b) L @ Py e

Clwy) o 1d(1+ p)

Fiir unser Beispiel berechnen wir fiir die verschiedenen Optimierungen 3.1. bis 3.4,
den Verlauf von (7b) in Abhéngigkeit von der normierten Grenzfrequenz w,/wo,
wie es in [4] fiir die Félle 3.1. bis 3.3. vorgefiihrt wurde, und tragen die Werte in
Bild 4 auf. Man erkennt deutlich die Verbesserungen, die selbst gegeniiber dem
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10-1 100 ot » 102

Bild3. Bezogene (normierte) Leistungen in Abhéngigkeit von » fiir x = 10%; w,/ w0y = 102
(1, | — Minimum der Kurve).

Wienerschen Optimalfilter mit dieser neuen Optimierungsmethode erreichbar sind.

Selbst die hier unter Zugrundelegung der unter 3.4., insbesondere Gl. (60), abgelei-
teten Methode erhaltenen Ergebnisse stellen jedoch nicht das absolute erreichbare
Optimum dar. Um dies zu zeigen, wurde das Problem auf einem Elektronenrechner
programmiert. Das gesamte Intergrationsintervall wurde in 5 Teilintervalle aufgespal-
tet und vom Rechner jeweils fiir diese Intervalle die optimalen »-Werte durch gezieltes
Probieren ermittelt. Die so erhaltenen Werte fiir den erreichbaren Nachrichtenflul
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101 —- — _—
| vom Elektronen-
rechner crmittelte
L Werte mit zop = flen)
5.000 - 5
bei Dimensionierung
nach dem in Bild
3 flten Verfahren
4 it #op = konst
Celon)
beim Syste
mit Wict e
Optimalfilter
100
i \
beim unkorrigicrien
s M_”_A.J*_. B s R
210- _ 4
2.0 - . |
’ \
/ \ beim ideal
; \ Korrigierten System
10-! 100 i 102 108

Bild 4. Normierter NachrichtenfluB fiir # = 10% in Abhéngigkeit von der normierten Grenz-
frequenz cog/(uo des Systems.

(d.h. mit einer von @ abhingigen »-Funktion) wurden ebenfalls in das Bild 4 punk-
tiert mit eingezeichnet. Auch diese Werte lassen sich natiirlich durch Wahl kleinerer
Intervalle noch etwas verbessern.

(Eingegangen am 27. Dezember 1965.)
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VYTAH

Informacéné teoreticky optimélni filtr

E.-G. WOSCHNI

Tato price Gzce navazuje na autorovu préci [4] tykajici se porovndni rychlosti
pfenosu informace pti pouziti dekédovdni bez paméti v nekorigovanych linedrnich
systémech, v idedIné korigovanych systémech a v systémech s optimdlnim filtrem ve
ve smylu Wienerovy teorie filtrace signdlu v pritomnosti aditivniho Sumu.

V této préci se uvazuje o optimdlnim filtru ve smyslu informaéné teoretickém, tj.
o takovém filtru, ktery maximalizuje rychlost pfenosu informace. V prvni aproximaci
se pfenosovd charakteristika tohoto filtru poditd zavedenim varianiho faktoru s
v pfenosové funkci Wienerova optimdlniho filtru. Vypo&et optimalni hodnoty fak-
toru x je proveden v pfipadé vstupniho signdlu s rovhomé&rnym energetickym spek-
trem pfedem filtrovaného dolni propusti (RC-filtrem). Ukazuje se, Ze za pFitomnosti
bilého Sumu rychlost pfenosu informace p¥i pouZiti dekédovdni bez paméti je pak
v piipad€ informaénd teoreticky optimdlniho filtru skuteén® vy$§i neZ v piipadg
Wienerova optimdlniho filtru. Dalsi rist rychlosti tohoto pfenosu byl dosaZen tim,
Ze variadni faktor s byl zvolen v zdvislosti na frekvenci. Optimum bylo vyhleddno
pomoci potitade.

Prof. Dr. - Ing. habil. Eugen - Georg Woschni, Institut fiir Informationsverarbeitung und Rechen-
elektronik der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt, Strafie der Nationen 62, 901 Karl-
Marx-Stadt C 1. DDR.
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