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K ZIVOTNIMU JUBILEU JOSEFA KRALE

JArOsLAV LUKES, IVAN NETUKA, Jiki VESELY, Praha

Pred desetilety, v prosinci 1981, se konalo na matematicko-fyzikdlni fakult& Univerzi-
ty Karlovy ,,Harmonické odpoledne*. Bylo vénovano pfednaskam z rtiznych oblasti
teorie potencidlu. Mezi G¢astniky seminafe byl i jubilant Josef Kral, ktery podstatnou
Cast své v&decké price zasvétil pravé teorii harmonickych funkci a jehoZ osobni
vlastnosti jsou pfimo ukazkov& harmonické. Patrn& viichni, kdo ho znaji, potvrdi,
Ze pii Zadném setkdni s nim nedochézi k disharmoniim. Autofi tohoto ¢lanku jsou
piesvédCeni, Ze by bylo moZno nasledujici domné&nku i dokazat: Kdyby vétsina lidi
byla jako Josef Krdl, nemohlo by na svété dochdzet k #ddnym rozporim a svét
by byl tak harmonicky, Ze by ji¥ nemohl byt harmonictéjsi.

Josef Kral se narodil 23. prosince 1931 v Dolnich Bugicich u Céslavi. Po ukon-
Ceni vysokoskolskych studii na matematicko-fyzikalni fakult® UK v roce 1954
se Josef Kral stal asistentem tehdejsi jeji katedry matematiky a zahy poté i jejim
vedeckym aspirantem. V roce 1960 obh4jil kandidatskou disertaéni praci na téma
»O Lebesgueové povrchu uzavienych ploch®. Od roku 1965 pracoval jako védecky
pracovnik v Matematickém tGstavu CSAV v oddé&leni parcidlnich diferencidnich
rovnic a od roku 1980 se stal vedoucim odd&leni metod matematické fyziky. Mezitim
v roce 1967 podal doktorskou disertaéni praci ,,Fredholmova metoda v teorii po-
tencialu®, kterou obhajil v r. 1968. P¥iblizn& v téZe dob& predloZil Josef Kral i habili-
tacni préci ,, Tepelné toky a Fourierova tiloha*. Na zikladé mimo¥4dné tirovné této
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prace a vysokého hodnoceni jeho v&decké Cinnosti i jeho pedagogického piisobeni
na MFF UK navrhla v roce 1969 v&decka rada fakulty jmenovani Josefa Krile
Fadnym profesorem. Po mnoha peripetiich a op&tovném projednani pred védeckou
radou byl kone¢né v roce 1990 jmenovan profesorem pro obor matematick4 analyza.

A& odesel pracovat do Matematického tstavu CSAV, kontakt s fakultou nikdy
nepferusil. Jeho pedagogicka €innost je mimofddné rozsihla. Po celou dobu konal
jak kursovni, tak vyb&rové pfednasky z integralnich a diferencidlnich rovnic, z teorie
miry, z teorie potencidlu, vedl fadu diplomovych praci, plisobil jako &len komisi
pro statni zavére&né, rigordzni a kandidatské zkousky a je autorem a spoluautorem
&tyfdilného rozsdhlého souboru skript z teorie potencidlu; viz [63], [71], [79], [81].
K prednaskovym pobytiim je zvan i do zahrani¢i, dlouhodobé je pfijat jako hostujici
profesor na Brownové univerzité v Providence (USA, 1965—66), na Univerzité
Paris VI (Francie, 1974) a na univerzit§ v Campinas (Brazilie, 1978).

V roce 1967 zakladd na MFF UK semindf z matematické analyzy orientovany
pfedevsim na teorii potencialu, vychovava fadu Zikt a stmeluje kolem sebe kolektiv
spolupracovniki. Seminaf a vysledky jeho tcastnikti ziskavaji postupné mezindrodni
ohlas a pod vedenim Josefa Krale se formuje praZska skupina teorie potencidlu
nazyvana prateli Prague Harmonic Group. Velice brzy jsou navaziny kontakty
s mnoha svétovymi odborniky teorie potencidlu. V Praze miiZeme pfivitat matematiky
zvuénych jmen jako jsouM Brelot H. Bauer A. Cornea G. Choquet ¢i B. Fuglede
se zde kond mezinarodni konference vénovana specidlné této matematické d1s01p1me.

Podivejme se nyni ponékud bliZe na védeckou €innost Josefa Krale. Jeji podstatnou
&4st tvofi prace z matematické analyzy, zejména z teorie miry a integralu a teorie
potencialu. Prvni ¢lanky Josefa Krale vznikaji v celkové védecké atmosféfe konce
padesatych let a jsou silné ovlivnény osobnostmi jako jsou J. Mafik, V. Jarnik
&i E. Cech. Prace se tykaji pfedevsim geometrické teorie miry.

Mira a integral

V pracich [1], [2], [4], [5], [7], [57]. [13], [78] jsou vySetfovany kfivkové
a plo$né integraly. Jako ilustraci uvedme vysledek, ktery plyne z [2] a ktery byl
zafazen do skript [63]: Nech?f: [a, b] — R? je spojitd parametrickd kFivka konecné
délky, f([a, b]) = K a necht ind ;z znadi index bodu z€ R* \ K vzhledem ke kfivce f.
Pro celd p polofme G, = {z € R*\K; md,z =p},G= U,,*o G,. Nechf w: G - R
je lokdiné mtegrovatelnd funkce a v = (vy,v;) : KU G~ R? je spojitd vektorovd
Sfunkce. JestliZe pro kaXdy uzavieny étverec R < G s kladné orientovanou hranici

OR plati
P for (vy dx + v, dy) = [[rwdxdy,

pak pro ka%dé p + 0 exlstuje vhodné definovany nevlastni integrdl {f; o dxdy
a Fadu

p;p(”GP wdxdy - [[s_, o dxdy)
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{kterd nemusi konvergovat) Ize sc¢itat Cesdrovou metodou aritmetickych priméri
k souctu [ (v, dx + v, dy).

Transformace integralii se tykaji prace T55], [3] a [61]. Posledni &linek je vénovan
pfevodu integralu podle k-rozmé&rné Hausdorffovy miry na hladké k-rozmérné plose
v R™ na Lebesguelv integral v R* (z n&ho specidln& vyplyva véta o substituci pro
Lebesgueovy integraly v R™). V praci [3] se dokazuje v&ta o substituci pro jedno-
rozmérné Lebzsgue-Stieltjesovy integraly. Jako specidlni pfipad se pak dostane véta
Banachova typu o variaci sloZené funkce, z které, jak upozornil Solomon Marcus
(Zentralblatt fiir Math. 80 (1959), s. 271), plyne negativni odpovéd na jednu otdzku
H. Steinhause z “The New Scottish Book™. Do této kategorie praci spad4 téz [6],
kde je sestrojen piiklad zobrazeni T: D — R? absolutné spojitého v Banachové
smyslu na rovinné oblasti D < R?, pro které ma Banachova indikatrix N(+, T)
na R? striktné vétsi integral ne¥ je integral pfes D z absolutni hodnoty Schauderova
zobecnéného jakobidnu J(+, T). Tim Kral vyfesil problém, ktery poloZil T. Radé
v monografii Length and Area (Amer. Math. Soc. 1948, (i) na s. 419). Povrchovych
mér se tykaji prace [56], [9], [10], [11], [12] a [15]. Clanky [9] a [10] jsou vlastn&
&asti jiz zmin&né kandidatské prace, v niZ byl (nezdvisle na W. Flemingovi) fefen
problém o souvislosti Lebesgueova povrchu a perimetru v trojrozmérném prostoru
polozeny H. Federerem v Proc. Amer. Math. Soc. 9 (1958), 447—~451. V préci [11]
je zodpovézena otazka E. Cecha z “The New Scottish Book™ tykajici se povrchu
konvexni plochy ve smyslu A. D. Alexandrova.

Do oblasti teorie integralu spadaji prace [14] a [43]. Z prvni prace plyne jisté
zobecnéni Fatouova lemmatu: Je-li {f,} takova posloupnost integrovatelnych funkci
na prostoru X se o-konecnou mirou u, Ze pro kazdou méfitelnou mnoZinu M < X
je posloupnost { [ f, du} shora omezend, pak funkce lim inf £} je p-integrovatelna
(agkoliv posloupnost {[x f," du} nemusi byt omezend). V druhé praci je dokdzéna
véta o dominované konvergenci pro neabsolutné konvergentni GP-integral, coZz dava
odpovéd na jednu otdzku J. Mawhina z Czechoslovak Math. J. 106 (1981), 614 —632.

V praci [16] Kral vySetfil souvislost mezi délkou obecn& nespojitého zobrazeni
J:[a, b] > P s hodnotami v metrickém prostoru P a mezi integrilem Banachovy
indikatrix vzhledem k linedrni mife na f([a, b]). Pro spojitd zobrazeni f dava vysle-
dek kladnou odpovéd na otizku formulovanou G. N6belingem v roce 1949.

V praci [27] je dokéazano, Ze funkce splilujici integralni Lipschitzovu podminku
splyvaji s funkcemi s konednou variaci ve smyslu Tonelli-Cesariho, prace [78] uvadi
protipfiklad k obraceni Greenovy véty. Kone&n& prace [52] podava elementarni
charakterizaci harmonickych funkci v kruhu reprezentovatelnych Poissonovym
integralem riemannovsky integrovatelné funkce.

Z oblasti miry a integrovani je také jest& prace [33], kde Kral podavéa zajimavé
feSeni matematické ulohy o vlasech (formulované L. Zajitkem): Ke kaZdé oteviené
mnoZin& G = R? existuje mnoZina H = G plné miry a zobrazeni p¥ifazujici kazdému
bodu x e H oblouk A(x) = G s koncovym bodem x tak, Ze A(x)n A(y) =0,
kdykoliv x #+ y.
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Metoda integrdlnich rovnic v teorii potencidlu

V praci [58] se za&ina Kral zabyvat problematikou metody integralnich rovnic
a jejim pouZitim p¥i feSeni okrajovych uloh teorie potencidlu. Kofeny této metody
sahaji do minulého stoleti a jsou spojeny napf. se jmény C. Neumann, H. Poincaré,
A. M. Ljapunov, I. Fredholm ¢i J. Plemelj. V§eobecné pifijimané ndzory o nezbytnosti
silnych omezujicich pfedpokladi o hladkosti hranice pro podstatné vlastnosti integ-
ralnich rovnic vyjadfené napf. v monografiich F. Riesze a B. Sz.-Nagye, R. Couranta
a D. Hilberta, nebo B. Epsteina, vyvrcholily pfesvéd¢enim, Ze tato metoda dosahla
pro rovinny pfipad pfirozené meze své aplikovatelnosti ve vysledcich J. Radona,
ale nehodi se pro oblasti s nehladkymi hranicemi. Poznamenejme, 7e sama metoda
vak poskytuje né&které vyhody: pfi jejim pouZiti krasné vynika dualita Dirichletovy
a Neumannovy ulohy, poskytuje integralni reprezentaci feSeni a — jak se ukazalo
v nedavné dob& — je vhodna i z hlediska numerickych vypodti.

K popsani Kralovych vysledkd je vhodné definovat jim zavedenou mimofadné
uZiteCnou veli€inu, tzv. cyklickou variaci. Je-li G = R™ libovolna oteviena mnoZina
s kompaktni hranici a z € R™, oznaéme p(z; 08) poloptimku s po&ate¢nim bodem z
a smérem el := {0 eR™ |0] = 1}. Pro kaZdou p(z; ) spoditime pocet bodi,
které jsou podstatnymi narazy p(z; 6) na dG; jsou to ty body z p(z; 8) n 6G, v jejichZ
kaZ?dém okoli U na této polopfimce leZi ve smyslu jednorozmé&rné (Hausdorffovy)
miry H, dostateéné mnoho bodi z G iz R™\ G, tj. plati

H({Unp(z;0)nG) >0, H(Unp(z;0) n(R"\G)} > 0.

Podet t&ch narazt p(z; 0) na 0G, které jsou od z vzdleny maximdln& o r, oznadme
n,(z, 6). Nyni definujeme hodnotu v¢(z) jako primérny podet nirazii n,(z, 0) vzhledem
ke v§em moZnym polopfimkam s poCitkem v bodé z, tj.

v8(z) = [rn(z, 0)do(0),

kde integrujeme vzhledem k (normalizované) povrchové mife o na I'. Pro r = o
piSeme struéngji v%(z) := v5(z). Z hlediska uZiti metody integralnich rovnic je
vhodné si poloZit nasledujici otazky: (1) pro jak obecné mnoZiny lze rozumné zavést
potencidl dvojvrstvy (jadro je odvozeno od fundamentilniho feSeni Laplaceovy
rovnice), resp. normélovou derivaci potencidlu jednoduché vrstvy definované nabo-
jem rozloZenym na hranici 0G; (2) kdy lze tento potencidl (spojit&) rozsifit z oblasti
na jeji hranici; (3) kdy lze timto roziifenim definované operatorové rovnice fesit?

Odpovéd na prvni dvé otazky ma formu nutnych a postadujicich podminek formu-
lovanych pomoci funkce v¢. V [58] vyfesil Kral pln& problém (2) pfi soudasném
poutiti jesté tzv. radidlni variace; ob& veli¢iny maji sviij inspiraéni zdroj v Banachové
indikatrix. Poznamenejme na tomto misté, Ze Dirichletova uloha je lehce formulo-
vatelna i pro mnoZiny s nehladkou hranici, zatimco u Neumannovy tlohy u takovych
mnoZin naraZime na principidlni obtiZe od samotného pocatku, bez zdvislosti na
pouZité metodé. Proto bylo nutno pfejit ve formulaci od popisu pomoci bodové
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funkce v okrajové podmince k popisu pomoci toku potenciilu indukovaného nabo-
jem na hranici.

Metodou integralnich rovnic se Dirichletova a Neumannova tloha fe§i nepfimo:
feSeni se hleda ve tvaru potencidlu dvojvrstvy nebo potencidlu jednoduché vrstvy.
Pomoci vét o skoku se tyto tlohy pfevedou na feSeni operatorovych rovnic

Wéf=g a NUp=v,

kde f je hledana a g pfedem uréena spojita funkce, u hledany a v dany naboj na
hranici 0G. UvaZované potencialy jsou harmonické funkce na G, pfiCemZ funkce g
a naboj v urluji okrajové podminky. Pro zjednoduseni sledujme pouze prithledng;jsi,
i kdyZ matematicky méné zajimavy, pfipad Dirichletovy tilohy, ktery odpovida prvni
z vySe uvedenych rovnic. V§imnéme si tfi veli¢in stejné povahy, které souviseji s fe-
Sitelnosti problémii (1)—(3) a které jsou vesmds odvozeny od zavedené cyklické
variace:

(a) v%(x), (b) V¢:= sup {v%(¢); £€ G},
(c) v§ := lim sup {v¥(&); £€0G} .
r—04
Zatimco v [58] je vychozim bodem mnoZina G = R? ohranifend k¥ivkou K
kone&né délky, v dalSich pracich [22], [64] se jiZ vy3etfuje od po&atku libovolna
otevfend mnoZina G s kompaktni hranici dG. V [58] je feSena otézka (2), &imZ se
oteviela cesta k zobecnéni Radonovych vysledki pro kfivky s omezenou rotaci.
Je zde zavedena také jest& radidlni variace kfivky a obou variaci je pouZito v [60],
[17] pro studium uhlovych limit potencidlu dvojvrstvy; nalezené vysledky uréuji
explicitné hodnotu limity a ddvaji geometricky ndzorna kritéria, ktera jsou nutnymi
a postaCujicimi podminkami existence té€chto limit. Vzijemny vztah obou veli€in
a jejich vztah k délce a ohybu kfivek je studovan v [59] a [17]. Problematika je pro
rovinny pfipad shrnuta ve velmi obsihlé praci o dvou &astech [20], [21], kde jsou
nalezené vysledky propojeny a jsou dany podminky feSitelnosti ziskanych operatoro-
vych rovnic.
Pro pfipad dimenze m = 3 uvedme podminky explicitng. Je-li G = R™ mnoZina
s hladkou hranici dG, je potencial dvojvrstvy Wf se spojitou hustotou f definovanou
na G definovan vzorcem

W(x) ;=f fO)L=D-"0) g5 (), xeR"~0G,
G Ix -Jy lm
kde n(y) je vektor (vn&jsi) normaly ke G v bod& y € 8G. Hodnotu W ¢(x) lze pro
x ¢ 0G definovat distributivné pro libovolnou otevienou G s kompaktni hranici
a kazdou hladkou funkci ¢; tato hodnota je integralem podle jisté miry (zavislé na x)
pravé tehdy, je-li veli¢ina (a) konetna. Pak lze ale definovat W£(x) pro dostate&n&
obecnou f integralem z f podle této miry.
Chceme-li tedy definovat na G zobecn&ny potencial dvojvrstvy, hodnota (a) musi
byt konetna pro viechna x € G. Sta¢i viak konetnost v%(x) na konedné mnoZin¥
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bodil x z G, které v§ak nesmi leZet v jediné nadroving; mnoZina G ma pak jiZ kone&ny
perimetr. Na jeji podstatné hranici (jisté rozhodujici &asti hranice) lze definovat
normilu aproximativné. To se promitne do situace pfijemnym zplisobem: vzorec
pro vypolet Wf ziistava zachovan, nahradi-li se v ném klasicka normala zobecnénou
normalou ve Federerov& smyslu. Je-li veli¢ina V¢ z (b) kone&n4, je kone&na i funkce
v (a) v8ude na G a Wf lze spojité rozsitit z G na G pro kaZdou f spojitou na 8G. Tato
podminka je opét podminkou nutnou a postadujici a Ize tedy v tomto pfipad&
nahradit feSeni Dirichletovy ulohy feSenim prvni z vySe uvedenych operatorovych -
rovnic. Pfitom operator WEf je definovan limitnimi hodnotami W¢f v bodech hra-
nice 0G. Podobna situace, kterou podrobnéji nepopiseme, nastava pro dudlni rovnici
s operdtorem NU€.

Tyto vysledky (zobectiujici pfedeslé pro vicerozmérny pfipad) lze nalézt v pracich
[22], [64], kde je také studovéna feSitelnost t&chto rovnic. Tam dostava Krél posta-
Zujici podminku Fesitelnosti zavisejici na velikosti veli€iny v (c), pomoci niZ explicitn&
vyjadfuje tzv. Fredholmlv polomér jistych operdtorti souvisejicich s operatory
v uvaZovanych rovnicich. Za pozndmku stoji, Ze pouha hladkost hranice nezarucuje
kone&nost veli¢in v (b) &i (a); srv. [23].

Vzhledem k mnoha pfibuznym vlastnostem Laplaceovy rovnice a rovnice vedeni
tepla je pFirozené se ptat, zda se Kralav pfistup (realizujici plan vyty&eny Plemeljem)
d4 pouzit pro rovnici vedeni tepla. Nahradime-li v definici v¢ svazek poloptimek
vypliiujici cely prostor R™ svazkem parabolickych oblouku, ktery vypliiuje polo-
prostor v R™*1 gasové& ,,pod* uvaZovanym bodem (x, t) Casoprostoru, Ize dospét
k obdobnym vysledkiim i pro rovnici vedeni tepla. Jen hlubsi pohled na pfibuznost
a odliSnost rovnic dava tusit, Ze postup musel doznat zisadnich zmén, aby bylo
moZno dosédhnout srovnatelnych vysledki; viz [65], [24]. Je tieba Fici, Ze zavedena
cyklickd variace se ukdzala dobrou pomickou pfi studiu dalSich problému, napf.
svazanych s Cauchyovym integralem; viz [25], [28].

Je tieba také Fici, Ze Kral kromé jiZ zminénych skript vydava pozdéji v monografii
[38] uceleny prehled popsanych vysledkéi — tam se s nimi pro Laplaceovou rovnici
miiZe étenaf nejpohodingji seznamit. V této monografii jsou zahrnuty i nékteré nové
vysledky: je-li napf. veli¢ina uvedené v (c) dostatedn& mald, méa G pouze kone&né
mnoho komponent — toto je jeden z diisledkd Fredholmovy metody; viz [73], [38].
Cast publikace je v&novéana vysledkim z [35] o kontraktivit® Neumannova operéto-
ru, kterd souvisi s problematikou numerického FeSeni okrajovych tloh; odpovéd
je opét definitivni — jde pfitom o problematiku starou vice neZ 100 let.

Prace [76], [80], [86], [47], spadajici tématicky do oblasti pouZiti metody integ-
ralnich rovnic, souviseji s pozvanimi k pfedna§kdm na konferencich a sympoziich.
Kral popsané metody dale propracovava a napf. v [86] ukazuje pouZitelnost metod
i pro ,,nekone¢nérozmérnou‘‘ Laplaceovu rovnici.

V poslednim obdobi se vraci' k problematice z trochu odlisného zorného uhlu.
Velitina v (c) miZe byt relativn& malé pro opravdu sloZité mnoZiny G, av§ak miize
byt i nepfijemné velika pro né&které dokonce velmi jednoduché mnoZiny vzniklé
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napf. v R™ jako kone¢né sjednoceni kvadra. I zde je vSak pro tento specidlni p¥ipad
feSeni jiz znamo. Ukazuje se, Ze vhodna renormace vede k Ziadoucimu zmenS$eni
Fredholmova polomé&ru (pomiickou je ,,vahova* cyklicka variace); viz [44], [48].

Pro Kralovy vysledky tykajici se okrajovych uloh je typické, Ze analytické vlast-
nosti zkoumanych operdtorl jsou vyjadfeny v ndzornych geometrickych terminech.
Pro rovinny pfipad viz zejména [46].

QOdstranitelné singularity

Kral ptispél vyznamnym zplsobem k problematice odstranitelnych singularit
feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Necht P(D) je parcidlni diferencidlni operator s hladkymi koeficienty definovany
v oteviené mnoZing U < R™a L(U) je mnoZina lokaln& integrovatelnych funkci na U.
Relativng uzaviend mnoZina F < U se nazyvd odstranitelnd pro L(U) vzhledem
k P(D), plati-li tato implikace: Je-li h e L{U), pro niz P(D)h = 0 na U\F (ve
smyslu distribuci), potom P(D) h = 0 na celé mnoZin& U.

Jako ptiklad uvaZujme ptipad, Ze P(D) je Laplacetv operdtor v R™, m > 2, a L(U)
je jedna z nasledujicich dvou mnoZin funkci: (1) spojité funkce na U; (2) funkce
spliiujici Holderovu podminku s exponentem y € (0,1). Z klasické teorie potencidlu
je znamo, Ze v ptipadg (1) je mnoZina odstranitelna pro L(U), pravé kdyZ mé nulovou
Newtonovu kapacitu. Pro pfipad (2) dokdzal L. Carleson (1963), ¢ mnoZina je
odstranitelnd pro L(U), pravé kdyZ je nulovd jeji Hausdorffova mira dimenze
Y+ m— 2.

V préci [67] dosahl J. Kral vysledek Carlesonova typu pro feSeni rovnice vedeni
tepla. Tepelny operator neni, na rozdil od Laplaceova operatoru, izotropni. Anizo-
tropie do Kralova vysledku vstupuje dvojim zpisobem: uvaZuje se Holderova
podminka s exponentem y vzhledem k prostorovym proménnym a 3}y vzhledem
k &asové proménné, a déle se uZiva anizotropni Hausdorffova mira. Zhruba feceno,
k pokryvani se uZivaji intervaly o hrané délky s ve sméru prostorovych soufadnic
a hrang délky s? ve sméru &asové osy. Zmin&na prace je zatitkem rozsihlého pro-
jektu, jehoZ cilem je zvladnout odstranitelné singularity pro obecngj§i diferencialni
operatory a §ir§i Skaly prostort funkci.

Necht M je kone¢nd mnoZina multiindexli a operator

P(D) = Y a,D*
aeM
ma nekonedné diferencovatelné koeficienty na oteviené mnoZiné U < R™. Zvolme
pevn& m-tici n = (ny, n,, ..., n,) pfirozenych &isel tak, aby

m

oe:n] =Y afm 1

pro ka?dy multiindex a = (ay, a,, ..., &,) € M.
Pro dal3i je vhodné ptipomenout, e operitor P(D) se nazyva semielipticky,
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Jestlize ¢ = (51’ $arensy fm) = 0 je jedinym readlnym FeSenim rovnice

Y 4t =0.

Jazn|=1
(Zde ovSem ¢&* = £51¢5 ... &% pro a = (@, ay,..., &,).) Tiida semieliptickych
operator zahrnuje mj. eliptické operatory, parabolické operitory ve smyslu
Petrovského (specidlng tepelny operator) i Cauchy-Riemanntiv operator.

PFi pevném n a pti oznadeni i = max {m,; 1 < k < m} prifadime operatoru P(D)

metriku :

o(x,y) = max {|x, — ™" 1Sk <m}, x,yeR™.

Ka?dé mé&rné funkci f odpovida na metrickém prostoru (R™, ¢) obvyklym zpu-
sobem definovana Hausdorffova mira. V ni je, zhruba feeno, zachyceno pfipadné
nestejné chovani P(D) vzhledem k jednotlivym soufadnicim a prav& pomoci mér
tohoto typu se J. Kralovi podafilo charakterizovat odstranitelné singularity pro fadu
dulezitych velmi obecnych situaci.

V praci [30] (viz také [72]) se vySetfuji odstranitelné singularity pro anizotropni
holderovské t¥idy, v [75] pro funkce s jistym anizotropnim modulem spojitosti;
v takovém pfipad€ je mé&rna funkce pro odpovidajici Hausdorffovu miru odvozena
od modulu spojitosti. V praci [77] se uvaZuji holderovské podminky integralniho
typu (zahrnujici Morreyovy a Campanatovy prostory i BMO).

Prace [39] a [42] jdou jet& dale: zkoumaji se prostory funkci, jejichZ pfedepsané
derivace spliiuji podminky vyse zminénych typi.

Pro obecné operitory Kral dokédzal, Ze nulovost (pfipadn& o-kone&nost) vhodné
Hausdorffovy miry je postadujici podminka odstranitelnosti pro danou mnoZinu
funkci. (Zdarazn&me, Ze pfi konstrukci vhodné Hausdorffovy miry odraZi metrika o
vlastnosti operdtoru P(D) a mé&rna funkce odraZi vlastnosti tfidy uvaZovanych
funkci.)

Je pozoruhodné, Ze pro semieliptické operatory s konstantnimi koeficienty Kral
ukdzal, Ze odvozzné postadujici podminky jsou také nutné. Dodateéné omezeni na
operatory se vyuZije ke stanoveni pfesnych riistovych podminek pro fundamentalni
feSeni a jeho derivace. Metoda teorie potencidlu (kombinovana s tvrzenim Frost-
manova typu o rozloZeni miry), kterd se v dikazu nutnych podminek uplatiiuje, je
p&kn& vyloZena v [99]. Tam jsou také prezentovany vysledky o odstranitelnych sin-
gularitach pro vinovy operator; viz [53] a prace [50] z pfibuzné tématiky.

Na zavér této ¢asti dokumentujeme uplnost Kralovych vyzkumu timto vysledkem
vyplyvajicim pro eliptické operatory s konstantnimi koeficienty z tvrzeni dokdzanych
v [42]: odstranitelné singularity pro funkce, které s urditymi svymi derivacemi leZi
ve vhodném Campanatov€ prostoru, jsou charakterizoviny nulovosti klasickych
Hausdorffovych mér, jejichZ dimenze (v zvislosti na prostoru funkei) vyplni cely
interval mezi 0 a m.
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Teorie potencialu

V Sedesatych letech se zacala rozvijet teorie harmonickych prostorii. Jejim cilem
bylo vybudovat abstraktni teorii potencialu, ktera zahrnuje nejen klasickou teorii
potencidlu, ale také umoZiiuje studium §iroké ttidy parcialnich diferencidlnich rovnic
eliptického a parabolického typu. Dalsi vyvoj ukdazal, Ze teorie harmonickych
prostorlt pfedstavuje vhodny spojovaci €lanek mezi parcidlnimi diferencidlnimi
rovnicemi a stochastickymi procesy.

V abstraktni teorii vystupuje misto euklidovského prostoru lokalné kompaktni
topologicky prostor (to umoZiuje zahrnout variety a Riemannovy plochy a ziroveii
uplatnit teorii Radonovych mér) a feSeni diferencidlni rovnice zastupuje svazek vek-
torovych prostori spojitych funkci spliiujici ur€ité pfirozené axiémy. Jednim z nich
je napf. axiém bdaze, zarudujici existenci baze topologie tvofené mnoZinami regularni-
mi pro Dirichletovu tlohu, & konvergenéni axiém, ktery je vhodnou analogii kla-
sické Harnackovy véty.

J. Krél patrné nemél v umyslu systematicky pracovat v teorii harmonickych pro-
storli. Pochopil vSak, Ze tuto moderni rozvijejici se partii teorie potencidlu nelze
opomenout. Po delsi ¢as na seminafi referoval Bauerovu monografii ,,Harmonische
Réume und ihre Potentialtheorie“ a pozdéji monografii autori C. Constantinescu
a A. Cornea ,,Potential Theory on Harmonic Spaces‘.

Harmonickych prostort se tykaji &tyfi ¢lanky ze seznamu praci J. Krile.

V [32] je pozitivng zodpovézen problém J. LukeSe o existenci nedegenerovaného
harmonického svazku s Brelotovou konvergenéni vlastnosti na souvislém prostoru,
ktery neni lokaln& souvisly. Prace [26] poskytuje uplnou charakterizaci mnoZin
elipticity a absorbénich mnoZin na jednodimenzionalnich harmonickych prostorech.
Vsechny nekompaktni souvislé jednodimenziondlni Brelotovy harmonické prostory
jsou popsany v [31]. V &lanku [29] jsou studovany harmonické prostory s touto
vlastnosti pokradovani: KaZdy bod je obsaZen v oblasti D takové, Ze kaZzdou harmo-
nickou funkci definovanou na libovolné podoblasti v D lze harmonicky pokracovat
na celou oblast D. Je ukazano, Ze Brelotliv prostor X ma tuto vlastnost, pravé kdyz
ma tuto jednoduchou topologickou strukturu: pro kazdé x e X existuji oblouky
Cy, Cy, ..., C, takové, Ze |J {C;; 1 £j < n} je okoli bodu x a C;n C, = {x}
prol=<j<k<=n.

Préce [41] a [37] jsou v&novany potencidlim mér. V [41] je ukazano, Ze pro jadra
K spliiujici dominanéni princip plati nasledujici princip spojitosti: Je-li v naboj, jehoZ
potencial Kv je koneény, a je-li restrikce Kv na nosi¢ ndboje v spojita, pak je po-
tencidl Kv jiZ nutn& spojity na celém prostoru. V piipad€ miry (= nezdporného
néboje) se jedna o klasickou Evans-Vasilescovu v&tu. Z ni viak (pfechodem ke kladné
a zdporné &asti) vySe uvedené tvrzeni neplyne, miZe totiz dochazet k ,,vyruieni

nespojitosti‘.
V &anku [37] jsou dokaziny nutné a postatujici podminky na miry v na R™,
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pro né% existuje netrividlni mira ¢ na R takovi, Ze tepelny potencial miry v ® ¢
spliiuje lokdln€ anizotropni Hélderovu podminku.

V préci [45] se studuje velikost mnoZiny jemnych ostrych maxim funkci definova-
nych na R™. Pfipomeiime, Ze jemna topologie v prostoru R™, m > 2, je definovana
jako nejhrubsi ze vsech topologii, pro néZ jsou vSechny potencidly spojité. Pro
f: R™ - R oznaéme M(f) mnoZinu bodii x € R™ majicich jemné okoli V takové,
Ze f < f(x)na ¥\ {x}. V [45] je doké4zano, Ze pro borelovskou funkci f ma mnoZina
M(f) nulovou Newtonovu kapacitu.

V [40] dokézal J. Kral nésledujici v&tu Radéova typu pro harmonické funkce
(a tim potvrdil Greenfieldovu domn&nku): Je-li h spojité diferencovatelnd funkce
na oteviené mnoZiné G = R™ a h je harmonick4 na mnoZin& G, = {x € G; h(x) =+ 0},
pak je h jiZ harmonicka na celé mnoZiné G. V tomto pfipad€ pro mnoZinu G,, na niZ
je h harmonicka, plati i(G\ G,) = {0}. J. Kréal v [40] charakterizuje v terminech
vhodnych Hausdorffovych mér pro rtzné prostory funkci mnoZiny E = R, pro néZ
podminka h(G \ G,) < E zaruduje, Ze h je jiz harmonick4 na celé mnoZing G.

Analogie Raddovy véty pro diferencidlni formy a pro feSeni eliptickych diferen-
cidlnich rovnic je dokazana v [51].

Prace [82], [36] pfimo do teoric potencidlu nezapadaji, souvisi s ni jen voln&.
Jsou vénovany odhadu analytické kapacity pomoci linedrni miry. Pro kompaktni
mnoZinu Q < C a pro z € C oznadme v%(z) primérny polet prise&ikd polopfimek
vychazejicich z bodu z s Q a polozme V(Q) = sup {v9(z); z € Q}. Uvedme hlavni
vysledek prace [36]: Je-li @ = C kontinuum a K = Q je kompaktni, potom pro
analytickou kapacitu y(K) a linedrni miru m(K) plati nerovnost

>4 _1 .
nK ~2m2v(Q) + 1 ().

Snad se nam podafilo naznadit, v jakém smyslu se Kralovy matematické vysledky
vyznacuji hloubkou a eleganci. Mnohé z nich maji definitivni charakter a podavaji
kone¢né feSeni zavaZnych problémi. Zplsob prezentace vysledki ukazuje Kralovo
chapani matematické pfesnosti, dokonalosti i krasy.

DosaZené vysledky a jejich mezindrodni ohlas spolu s mimofadn& dsp&$nym
uditelskym piisobenim fadi Josefa Kréle mezi pfedni povaleéné Ceskoslovenské mate-
matiky. Jeho skromnost, ob&tavost i pokora pfed nesmirnym pozninim matematiky
z ngj ¢ini vyjime&ného Clovéka.

Osobni vlastnosti kombinované s talentem, ale hlavné velkou pracovitosti, hou-
Zevnatosti a oddanosti matematice, stoji v pozadi Krdlova uspéchu. Nebot ani pro
Josefa Krale neexistovala kralovska cesta k matematice.
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