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NEWS AND NOTICES

WILES DOKAZAL TANIYAMOVU HYPOTEZU;
DUSLEDKEM JE FERMATOVA VETA

KENNETH A. RIBET, University of California, Berkeley

Necht p,u,v a w jsou celd ¢isla, p > 1. Pokud uP + v + w? = 0, pak vvw = 0.

Dikazem této podoby Fermatovy véty zakonéil svou sérii tfi pfednasek na konfe-
renci o Iwasawové teorii, automorfnich formach a p-adickych reprezentacich, uspo-
fadané v ervnu 1993 Ustavem Isaaca Newtona pro matematické védy v Cambridgi
(Velka Britanie), profesor univerzity v Princetonu Andrew Wiles. Svym pfednaskdm
dal Wiles leccos napovidajici, ale nejednoznaény nazev ,,Eliptické kfivky, moduléarni
kfivky a Galoisovy reprezentace“, aby jeho posluchaéi netusili, éim série pfednasek
vyvrcholi. Pfesto vytrvale kolovaly nejriiznéjsi povésti a napéti se stupiiovalo s tim,
jak pfednasky postupovaly. TFeti pFedndsku sledovalo vice nez sedesidt matematiki,
z nichz mnozi si prinesli fotoaparaty, aby ofekdvanou udalost zachytili.

Ve své zavérecné prednasce Wiles oznamil, Ze dokdzal Taniyamovu hypotézu — ne-
smirné dilezitou domnénku z aritmetické algebraické geometrie ~ pro obsdhlou tf¥idu
eliptickych kfivek nad télesem raciondlnich ¢isel Q. Jde o tzv. ,semistabilni“ eliptické
kiivky, tedy ty, jejichz konduktor je bezkvadratovy. Vétsina p¥itomnych posluchadt
védéla, Ze Fermatova véta z tohoto vysledku vyplyva. PfestoZe Fermatova véta vidy
fascinovala jak amatéry, tak i profesiondlni matematiky, v kone¢ném disledku ma
Taniyamova hypotéza pro moderni matematiku mnohem vétsi vyznam.

Hypotéza Yutaky Taniyamy o tom, ze kazda eliptickd kfivka nad Q je modular-
ni, byla poprvé zformulovdna v ne zcela Gplné podobé na konferenci Tokyo-Nikko
v roce 1955. Jeji tvrzeni dale zpfesnili G. Shimura a A. Weil; byla stfidavé znama ja-
ko Weilova hypotéza, hypotéza Shimury-Taniyamy i pod Fadou jinych nazvi. Ve své
obvyklé formulaci tato hypotéza pfifazuje algebraicko-geometrickym objektiim (elip-
tickym kfivkam) objekty teorie reprezentaci (modularni formy). Tvrdi, Ze L-funkce
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eliptické kfivky nad Q, jez v sobé obsahuje informaci o chovani této kiivky modulo
p pro viechna prvoéisla p, je integrdlni transformaci Fourierovy fady jisté modularni
formy. Taniyamova hypotéza je specidlnim pfipadem , Langlandsovy filosofie®, Fady
navzajem propojenych hypotéz, zformulovanych R.P. Langlandsem a jeho kolegy.

Zatimco formulace Langlandsovych hypotéz vyZaduje znaéné zazemi z teorie auto-
morfnich forem, Taniyamovu hypotézu se podafilo pfeformulovat tak, Ze v ni vystu-
puji pouze holomorfni zobrazeni [7]. Uvazujme eliptické kiivky nad Q, aZ na isomorfis-
mus definovany nad Q: jde o ty Riemannovy plochy rodu jedna, které lze definovat
polynomiélnimi rovnicemi s racionalnimi koeficienty. Taniyamova hypotéza tvrdi, ze
pro kazdou takovou plochu S existuje podgrupa I' C SL(2,Z) zadani kongruence-
mi a nekonstantni holomorfni zobrazeni '\’ X — S, kde H je horni polorovina
komplexnich ¢&isel s kladnou imaginarni ¢asti.

Na souvislost mezi Fermatovou-vétou a Taniyamovou hypotézou upozornil ve
své pfednasce v Oberwolfachu v roce 1985 (i. Frey; netrividlnimu feseni rovnice
aP + bP = cP (kde p je liché prvoéislo) lze prifadit eliptickou kiivku, kterd se zda-
la byt protipfikladem k Taniyamové hypotéze [2, 3]. Freyova eliptickd kfivka E je
déna zdanlivé jednoduchou rovnici y?> = z(z — a?)(z + bP). (Pfedtim, nez napise-
me rovnici kfivky E, musime v nékterych pfipadech provést vhodnou permutaci
Cisel (xa, b, xc).) V rukopise, ktery rozdaval v Oberwolfachu, Frey naznagil net-
plny dikaz toho, Ze jeho kfivka neni modulérni, tj. ze plati implikace ,Taniyama
= Fermat“. Ocekaval, ze jeho diikaz bude doveden do konce specialisty na teorii
modularnich kfivek.

Frey si povsiml toho, Ze pokud je E modularni, plati totéz o grupé E[p] bodi fadu
p na E. To znamen4, Ze E[p] lze vlozZit (jako algebraickou grupu nad Q) do jacobidnu
algebraické k¥ivky odpovidajici faktoru I'\’H. Podle hypotéz, které Serre zformuloval
poté, co se dovédél o Freyové konstrukei, by E[p] méla odpovidat specifické podgrupé
I'o(2) C SL(2,2) (viz [10, 11]). To vede ke sporu, nebot jacobian kiivky I'o(2) \ H je
trivialni.

V Serreovych hypotézach jsem rozpoznal zobecnéni problému, ktery jsem zformu-
loval pfi studiu €ldnku B. Mazura [5]. Podafilo se mi je dokdzat v Cervenci 1986,
pfiblizné rok poté, kdy byly vysloveny [8, 9]. Zprava o tom, ze jsem dokazal ,, Taniya-
ma =—> Fermat“, pfesvéd¢ila matematické spolefenstvi o tom, ze Fermatova véta
musi platit: viichni jsme oekdvali, Ze se Taniyamova hypotéza jednou stane vétou.
Vseobecné se ale mélo za to, Ze diikaz Taniyamovy hypotézy neni nikterak nablizku.

Wiles nedal na cizi minénf o tom, Ze je Taniyamova hypotéza mimo nas dosah,
a zadal na svém diikazu pracovat v okamziku, kdy se dovédél, ze Fermatova véta je
dusledkem této hypotézy. Jeho diikaz bude nakonec v sobé zahrnovat vysledky a tech-
nické prostiedky z Wilesovych diivéjsich praci (véetné spoleénych &lankii s J. Coate-
sem a Mazurem) a z publikaci G. Faltingse, R. Greenberga, . Hidy, V. Kolyvagina,
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Mazura, K. Ribeta, K. Rubina, J. Tilouina, abychom se zminili alespoii o nékterych.
Jednu zvlast obtiznou piekdzku Wiles piekonal poté, co obdrzel preprint M. Flacha
(viz [1]).

V nasledujicich odstavcich naznaéime diikaz v hrubych rysech tak, jak jej Wiles
naértl ve svych prednaskich v Cambridgi. Podrobny diikaz je obsahem dvousetstrin-
kového rukopisu, ktery Wiles hodl4 zpFistupnit matematické vefejnosti v nejblizsich
tydnech.

Aby ukézal, Ze semistabilni eliptickd kfivka E/Q je modularni, Wiles nejprve zvoli
liché prvocéislo £, které pak v praxi bude rovno tiem ¢i péti. Uvazime-li akci Galoisovy
grupy Gal(Q/Q) na téch torsnich bodech kfivky E, jejichz Fad je mocninou ¢, dosta-
neme f-adickou reprezentaci g,: Gal(Q/Q) — GL(2,Z;). (Za blizdim vysvétlenim
se ¢tendf mize obratit na libovolnou z nediavnych publikaci o eliptickych kfivkach,
jako je napf. [12].) Elipticka kiivka E vyhovuje Taniyamové hypotéze pravé tehdy,
Je-li g¢ ,moduldrni“ v tom smyslu, ze je obvyklym zpiisobem pfifazeno parabolické
modularni formé vdhy dva. Representace g; ,vypada® jako moduldrni v tom, Ze ma
spravny determinant a vyhovuje jistym nutnym lokdlnim podminkim v £ a v ostat-
nich rozvétvenych prvoéislech.

Wiles dokazuje, zhruba Feéeno, ze Galoisova reprezentace jako g¢ je modularni, po-
kud ,,vypada* modulirné a jeji redukce modulo € je reprezentace g,: Gal(Q/Q) —
GL(2,F,), kterd je (1) surjektivni a (2) modularni. Podminka (2) znamena, ze g,
Je redukei néjaké reprezentace, ktera je modularni; jinymi slovy, chceme aby g¢ bylo
kongruentni s néjakou modularni reprezentaci. (V mnoha pfipadech lze pfi studiu 7,
v podmince (1) zaménit slovo ,,surjektivni“ na ,ireducibilni“.)

Wilestiv argument je podan v jazyce Mazurovy deformaéni teorie [6]. Wiles uvazu-
Jje deformace reprezentace g (kterd vyhovuje podminkam (1) a (2)), pFi¢emsz si vima
pouze téch deformaci, které by teoreticky mohly odpovidat parabolickym formam va-
hy dvé. (Pozaduje, aby determinant deformace byl roven cyklotomickému charakteru
a zavadi lokalni podminku v prvoéisle €. Pro supersinguldrni g kupfikladu vyzaduje,
aby lokalné v ¢ deformace pochdzela z Barsotti-Tateovy grupy.) Wiles ukazuje, Ze
univerzalni deformace téchto vlastnosti je modularni, éimz dokazuje hypotézu vyslo-
venou Mazurem. K tomu musi ukdzat, Ze jisté strukturni zobrazeni ¢ mezi dvéma
lokalnimi okruhy, které je a priori surjektivni, je ve skute€nosti isomorfismem.

Zde Wiles vyuiziva ideji Mazura, Hidy, Tilouina, Flacha, Kolyvagina a dalsich.
Aby dokazal, Ze ¢ je injektivni, Wiles studoval analogii klasické Selmerovy grupy pro
druhou symetrickou mocninu modulérni deformace g reprezentace 7 a nalezl odhad
pro jeji velikost uzitim techniky vychazejici z praci Kolyvagina a Flacha. (V mnoha
piipadech Wiles pfesné spotita fad této Selmerovy grupy.)

Poté, co dokazal tuto kli¢ovou vétu, Wiles ukaze, ze E je modularni. Nejprve zkou-
ma piipad £ = 3. Podle véty J. Tunnella [13], ktera v sob& zahrnuje vysledky H. Saito-
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T. Shintaniho a Langlandse [4], reprezentace @5 spliiuje (2), pokud spliije (1). Odtud
vyplyva, Ze E je modularni, pokud je 75 surjektivni.

Problém, o kterém se Wiles zminil na zavér své druhé prednasky, pfedstavuje
pfipad, kdy @5 neni surjektivni. Pfedpoklddejme, kupfikladu, ze g5 je reducibilni:
miZeme i v tomto pfipadé vyhrat koncovku? Wiles vysvétlil své ohromujici feseni
ve tfet{ pfednasce. S pouzitim Hilbertovy véty o ireducibilité a Cebotarevovy véty
o hustoté zkonstruuje pomocnou semistabilni eliptickou kfivku E’, jejiz reprezentace
mod 3 splituje (1) a jejiz reprezentace mod5 je isomorfni s g5. Tuto konstrukei lze
provést diky tomu, Ze modularni k¥ivka X (5) je rodu nula.Wiles pouzije svou kli¢ovou
vétu poprvé k tomu, aby ukézal, ze E’ je modularni. Proto je i g5 modulérni, nebot
pochézi z E’. Druhym pouzitim klicové véty, tentokrat pro g5, Wiles odvozuje, ze E
je modulérni!

Wilestiv diikaz Taniyamovy hypotézy pfedstavuje pro moderni matematiku ob-
rovsky meznik. Na jedné strané nazorné ilustruje silu abstraktni ,,masinerie®, kterou
jsme nashromazdili k feSeni konkrétnich diofantickych problémi. Na strané druhé
nas pfivadi podstatné bliz k tomu, abychom nalezli souvislost mezi autormorfnimi
reprezentacemi a algebraickymi varietami.
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