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MATEMATICKO-FYZIKALNY SBORNIK
ROCNIK IL CisLo 1—2,

MARKO SVEC

K PROBLEMU JEDNOZNACNOSTI INTEGRALOV SYSTEMU
LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC!

K 70. narodenindm prof. Dr. Jura Hronca.

§1

V tejto préci sa zaoberdm problémom jednoznacéného urcenia riesenia
systému linedrnych diferencidlnych rovnic za §pecialnych podmienok kla-
denych na funkcie y; (). Dochddzam k vysledku, Ze rieenie je jednoznacné
v pripade, Ze su vopred udané hodnoty funkcii: y, (z) v bode wy, y, ()
v bode x,, ..., ya (x) v bode x,, ak priemer mnoZiny E, ktord obsahuje
v sebe body @y, ..., s, neprekro¢i uréitd medzu.2 Najprv rie$im problém
pre lin. dif. systém homogenny a potom pre nehomogenny. Nakoniec
uvadzam niektoré obecnejsie systémy, na ktoré sa dé rozsirit platnost
ziskanych vysledkov bez vidsich tazkosti. )

§2

Pre uvaZovany systém lin. dif. rovnic

i =k§'1aik (@)yr +ai(x), i =1,2, ..., n, (1)

budem predpokladat, Ze je udany fundamentdlny obor nezavislej pre-
mennej. Pre realnu premennt je to kone¢ny, uzatvoreny interval, v ktorom

1 Doslo dna 1. okt6ébra 1951.

* RieSenie podobného problému pre linearnu diferencidinu rovnicu pozri prace:

.. Dela Vallée-Poussin, Sur Uéqualion différenlielle linéaire du second
ordre; Délerminalion d’une iniégrale par deux valeurs assignées, Exiension aux équa-
itons d’ordre n, Journal de Mathématiques pures et appliqées, (e <., t. 8, 1929,
125—144; Sur l'unicilé de la déterminalion d’'une inlégrale d’une équalion linéaire
d’ordre n par n poinls dans le plan complexe, Annales de la société scientifique de
bruxelles, t. 49, 1929, 11—22.

W. B. I'ite, The Relalion beiween lhe zeros of a solulion of a linear homogencous
dif. equalion and those of ils derivalives, Annals of mathematics, 2¢s., t. 8, 1916—1917
214—220.

. Ballieu, Sur ’unicilé de I'intégrale d’une équalion différentielie, Académie
Royale de Belgique, Bull. Cl. Sc. (b) 33, 1947, 725—742.



funkcie ag(x) a a;(x) sa spojité, pre komplexni premennt je to rovinny
konvexny ohrani¢eny a uzatvoreny obor, v ktorom su ag (r) a a; (x)
funkciami analytickymi. Tento obor bude oborom definicie rieseni systé-
mu (1), ktoré budu spojité ako aj ich derivacie v pripade realnej premennej,
analytické v pripade komplexnej premennej. Z nadich uvah vylac¢ime zatial
pripad, Ze by sa niektora dif. rovnica redukovala na tvar

gr = au () g + ax (2),

t. j. budeme zatial predpokladat, Ze z veli¢in ay (), k =1,2, ..., 1 — 1,
i+ 1, ..., n aspon jedna nie je identicky nulova na celom fundamentéal-
nom obore.

§3

Formulacia problému. Majme homogenny systém lin. dif. rovnic
'n

Ui :k}j ag () yp, 1 = 1,2, ...
=1

n, (2)

b

a hladajme také riefenie, aby v bode z; bolo y, (z,) =0, v x, zasa

Ys () = O, ..., v bode xn yn(zs) = 0. Mnozina nulovych bodov u;,
i =1,2, ..., n, nech leZi v uzatvorenej konvexnej mnoZine E priemeru
h, ktora lezi vo fundamentalnom obore.
§4
Vygetrujme najprv Specialny dif. systém

Y1 = G157,

Y, = Ag3Ys

y;’*—l = Apn—1ynlYn

Un = GmYy + GngYs + ... + Qnn Yn (3)

Pre tento systém dokaZeme tieto vety:

Veta 1. Ak nickioré y; (x) systému (3) (vyhovujice podmienkam § 3) je
identicky nulové, polom vseltky yi (x), k= 1,2, ..., n, st identicky nulové
a je lo jediné riesenie lohlo systému.

Prv ako dokazeme vyslovenu vetu, zavedme oznalenie, ktorého sa
v dalsom budeme dosledne drzat. Znakom My oznaéme maximum z | ag |,
znakom u; maximum z |y, | na uzatvorenej konvexnej mnoZine E.

Doéokaz vety: Nech podla predpokladu napr. y; = 0. Potom zo
systému priamo vyplyva, Ze aj yi_y, Yi-g, - - -, Ys, y; st identicky nulové,
ak maji spliovat podmienky § 3. Ak vsak je y; =0 (i < n), potom
Ui = Giiy1Yigr J€ tieZ identicky nulové. PretoZe viak a;;4, podla pred-
pokladu § 2 nie je identicky nula na celom fundamentilnom obore, musi
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Yi+1 = 0. Z toho dalej dostaneme, Ze y;y, =— 0 atd., cize vietky ye(x) =0,
E=1,2, ...,n.

Veta 2. Ak nieklord z velidin u; je nula, polom jediné riesenie systému (3)
spliiujace podmienky § 3 je rieSenie ideniicky nulové, 1. j. yr(z) =0,
k=12 ... n.

D 6 kaz: Nechnapr. u; = 0, t. j. y{ == 0, odkial y; = ¢ (c je kons§tanta).
PretoZe vSak podla predpokladu § 3 mé byt yi(x;) = 0, musi ¢ = 0, &ize
yi(z) == 0. Potom vsak na zaklade vety 1 su vsetky yp(z) =0, k=1,
2, ..., n

Ozna¢me znakom ¢; bod z mnoziny E, v ktorom | y;(x) | nadobida hod-
noty u;. Potom plati relacia (pre ¢ < n)

wi = | gi (&) | = | @iyitr (&) Yivr (&) | (4)
&
= | @i (&) |- | fy§+1 dz | = M, i Usgy | §i— Tigy |
Zi+1
alebo
u =M yuhy, 1=1,2,...,n—1, )

alebo tiez

k—1
u; = A[,’, i+1 ]\/11'+1. ito .- Aik_l’ it = 11 _Z\lrs, H_lllkllk_i.
s=1
i=12 ...,n—1, 1=si<kz=n (6)
Z poslednej rovnice systému (3) dostavame relaciu pre uu:
Up = ly;; (En) [ == lan1y1+an2 y2+ PR +anny1l x=§'"
5" ‘.S” 5”
< My - |[yida | + Muy - |[ysdz | + ... + M- |[ysd ] (7)
X1 43 in

= Alnllﬁ . lEn— Ty | -+ anug . [En — Ty { + ...+ Munun i&n — 1'1:[
alebo
up < Mpush + Mpyush + ... 4+ Mununh. (8)

Pouzitim relacie (6) je

n—1 n—1
Un < [Mng 1T My gy i h® + Moo II My % 4 ..
8=1 8=2

—I"‘ .« e + -]\'Iﬂ,"—lj\/-[n—l,uhz + ]‘I'ln}l] s Up, (9)
odkial
n—1 7
Un - [1 — Munh — 3 Myn_i 1T Moy nsiidi®] = 0. (10)
j=1 s=1

Pre h = 0 dostavame z tejto relacie u, < @. PretoZe u, je neziporné, splni
sa tato relacia len pre up = 0, z ¢oho na zaklade vety 2 vyplyva, Ze rieSenie,
splitujuce podmienku § 3, je identicky nulové a je to jediné. V tomto pri-
pade mnozina nulovych bodov redukuje sa na jeden bod, v ktorom vsetky
yi(x) maji nadobudnut hodnotu nulovi (Cauchyho teorém).
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Ak h je mengie ako pozitivny koreil rovnice

n—1 j
f}(x) =1— M,,x — EMn,n—j H]\{ln—s,n~3+1135-'-1 = @, (11)
j=1 s§=1

je vyraz v hranatej zatvorke na l'avej strane v (10) kladny, preto nerovnost
(10) mozZe sa splnit, kedZe u, je nezaporné, len ak u, = 0. To vSak na
zaklade vety 2 znamena, Ze rieenie systému (3) spliiujuce podmienky § 3
je identicky nulové a je to jediné tej vlastnosti. Plati teda veta:

Veta 3. Ak priemer h mnoZiny E obsahujucej nulové body rieSenia syslému
dif. rovnic (3) je mensi ako pozitivny koreri rovnice (11), md systém dif.
rovnic (3) jediné riesenie spliujace podmienky § 3, a lo riesenie identicky
nulové.

Optimalnejsiu podmienku pre h dostaneme, ak pri limitacii veli¢in u
postupujeme takto:

Pre hodnoty | yi(z) |, { = 1:‘2, ..., n — 1 dostavame,
|yil@) | = | [yida | = [ (@41 (2) [yisa (1) diE) dz| (12)
% % Zi+1

x
= Mgty If ]Z — Tigq | dz |
%
Ukézeme, ze integral

4
I= ]z — &g |dz < K12, (13)
3
kde K = l_\ pripade realnej premennej a K = ?,ﬂ:%ﬂ%ﬁ v pripade
komplexnej premennej.*
V pripade redlnej premennej patria z, x;, £i+, do tohoZe intervalu
dlzky h. PretoZe pod integrilom je kladna funkcia, je
Tith
1= f]z—~a:i+1|dz.
%

Pouzime substituciu z = x; + hi. PretoZe je z € (x;, x; + h >, bude
l§ {0,1>. Bod #; posunieme pritom do Favého koncového bodu intervalu
dlzky h. Potom pri vhodnom a € (0,1 ) je x;4; = x; + ha a

|2 — Zigy | =h |l —al, dz = hdLi
Po prevedeni substitucie je

1
I=hf|1—a)dl.
0

* Pozri citovany ¢lanok R. Ballieu, 729—730.



Oznacme
1
g(a) =[]t —a|dl
0

Po rozdeleni integracného oboru bude
a 1

gla)=[la—Ddl+ [({ —a)dl=a —a+ .

o

Tato funkcia nadobtida v intervale 0 < ¢ < 1 najvacsiu hodnotu v bodoch

a=0aa=1,
a to g(0)=g(1) =, =K.
Je teda skutocne
I=<h-!

o
~

V pripade komplexnej premennej je I integral zo vzdialenosti vrcholu
trojuholnika, pripadne de-
generovaného, od bodov proti-
Fahlej zakladne, pri¢om inte-
gracia sa previdza pozdiz
tejto zdkladne. Strany tohto
trojuholnika su najviac rovné
priemeru h mnoziny E, kedze
vietkytrivrcholy trojuholnika
leZia v mnozine FE. Nechajme
zdkladiiu pevni a oznaéme
znakom A vrchol rovno-
ramenného trojuholnika so-
strojeného nad touto zaklad-
nou, pricom obe rovné strany
nech maju dizku h. (Pozri
obrazok.)

Ak povodny trojuholnik
prejde v uvedeny rovno-
ramenny trojuholnik, nado-
budne integral svojunajviésiu
hodnotu, a to z tohto dévodu:
ak je B vrcholom p6vodného
trojuholnika, ktorého strany Obr. 1.

s mens$ie, najviac rovné h,

tento vrchol lezi v uzatvorenom obore Q spolo¢nom dvom kruhom
o polomeroch & a o stredoch v koncovych bodoch zikladne. Vzdialenost
FubovoIného bodu X (z) na zdkladni od bodu B z Q m4 najvicsiu hodnotu,
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ak bod B splynie s bodom .1. Vtedy aj funkcia pod integralom nadobuda
najvacsiu hodnotu, a preto aj integral I.

Dlzka zadkladne uvaZovaného trojuholnika je | 2 — z; | = 2ah,
0=<a gl, Polozme pociatok suradného systému do stredu zadkladne.
Os z nech je totoznd so zikladnou. Potom, ak x;4, € £ a z je stiradnica bodu
zokladne X (z), je

|2 — @iy | = XA =912 — ah® + 22,

takze
ah
I = fyh S =2 Vi R P e
Ak pouzijeme bllb‘ntltut u z = hl, je dz = h-dl a medze Oa a. Potom je
I <2fYh? — ah® + %2 - hdl = 202 j VI =a2+ di
0
alebo
1=k (a),

kde

2Vl —a@+dl

0

Vypodéitanim tohto integralu dostivame

1
g (a) :Q[Qa—%—(l — a?) - log ]iZ] O0=a §‘1)
. , . 1 PR
Tato nadobiida v intervale 0 < a = - najvécsiu hodnotu v bode a = i ,

a to _
g (‘i): K= 4 4 3810,3' 3 ‘
Tv¥m je horné tvrdenie dokazané.
Po tomto z (12) moZeme pisaf
| ys(x) | = Mg 03, 1 =1,2, ..., n—1. (14)
Pre u, dostaneme na zaklade (14) a (3)
Up = MM, Kh? - 11y + MapgMoKh? - us + ... +
4 oo ManyMay,nKh? - tn + Manh - un. (15)
Pouzitim (6) dostaneme

[1 M — K3 M, - HM,,_, ,._mhzﬂ]g 3. (16)

j=1
Pre h mensie ako pozitivny koreil rovnice

f (.’E = ]. — ]‘[ nn 1 — I& Z.ZVIn n__,IIJWn-‘ n—s+1 {E7+1 = g (17)

i=1 =
je vyraz v zatvorke v (16) kladny. Preto relicia (16) splni sa v tom pripade
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jedine pre u, = 0. Potom vak rieenie systému (3) spliujuce podmienky
§ 3, je na mnozine E identicky nulové a je to jediné tej vlastnosti. Je Fahko
zistit, Ze pozitivny koren rovnice (17) je vacsi ako pozitivny koren rov-
nice (11).

Vsimnime si toto: Ak v (5), (8) a (15) vezmeme znamienko rovnosti, je
rovnica (11) totozna s charakteristickou rovnicou systému (5) a (8) a rov-
nica (17) je zasa totoZna s charakteristickou rovnicou systému (5) a (15).
Napr. rovnica (11) je totozna s charakteristickou rovnicou

1, — M7, 0, 0...., 0, 0
0, 1,— M, 0, 0, 0
h@ = =
0o, o0, 0., 0,... 1, — Moy
_Mﬂl —17‘1”2 y _i‘lng y }Iﬂdx’_”. ‘_‘Alfn n—1 ,1 - Mnn

A. Vezmime teraz obecny homogenny systém lin. dif. rovnic
n|
yi =k21(1.-k (X)ye, 1 =1,2, ..., n. (2)

V obore E, ktory obsahuje mnoZinu nulovych bodov z;, nech maju veli¢iny
u; a My tenze vyznam ako prv.

Nech | yi (x) | nadobtida v bode & z E hodnotu u;. Potom
—Iy. <1 I—[any1+a.2l/2 T —{—amynlz=§‘=
é[laul lJ1l+lawlly2|+ A lan |y []r=ss

& &5
< My | [yida | 4+ My - lfyzdx |+ o+ Mo | Jyada | <
Y 61 X n

< Muuy | & — oy | + Miguy | & — x| + ...+ Mintin | & — @ |
a konecne

up = Myuy,h 4+ Mu,h + ... 4+ Munh (19)
alebo sumaéarne
s 3 Magugh, 1 =1,2,...,n. (20)
k=1
Oznacéme
M; =max{Mg}, k=1,2, ..., n.
Potom z (20) dostaneme
ll.'§]"[¢]lzuk, 1212 RN (O (21)
k=1
Spocitanim pre vsetky i je dalej
Sui = IMh - 2 u;. (22)
i=1  i=1 i=1



Predpokladajme, Ze existuje rieSenie spliujuce podmienky §3 a nie je

identicky nulové, t. j. je X u, = 0. Potom z (22) mame
i=k

1 =h3I M,
=1
odkial
L
w <N (23)
2 M;

i=1

Ak teda existuje rieSenie systému (2), spliiujuce podmienky §3, a nie je

identicky nulové, musi byt priemer mnoZiny nulovych bodov véési alebo

rovny hodnote

——. Ak viak je ten priemer mengi ako uvedena hod-

2 M
1=1
n
nota, z (22) vyplyva, Ze musi 3 u; = 0, t.j. vietkyu; = 0,i = 1,2, ..., n,

i=1
¢o znali, Ze rieSenie systému (2) spliujice podmienky § 3 je identicky
nulové.
Napr. v pripade systému
Ui = Yo
y.= —In
jen=2 M;=0 My=1 My =1 My =0a M,=M,=1.7Z (23)

. P . \ 1 . D

vyplyva, Ze rieSenie je identicky nulové, ak h << - . Netrivialne rieSenie
Ay . , I P s . . .

mdze existovat pre h > . Lahko sa da zistif priamo, Ze existuje, pravda,

az pre h= |z, —x, | = ® . Ako vidiet z prikladu, hranica (23) pre
¢islo h je dost hruba. Ide o to, zlepsit tiato hranicu.
B. Vysetrujeme systém nerovnosti (20) dalej a piSme ho v maticovom
tvare
(rJ — M) (u) = (0),* (24)
kde r = /% ,h 4= 0, J je jednotkova matica a M je Stvorcova matica n-tého

radu, ktorej prvky su neziporné. Vezmime najprv pripad, Ze prvky
matice M su vSetky kladné. Potom matica M iste nie je
nilpotentna, pretoZe Ziadna jej mocnina neda nulova maticu. Jej charak-
teristicka rovnica nema teda nulu za n-nasobny koren. Pre tato maticu
dalej platia nasledujice vety, ktoré uvadzame bez dokazu.

* (u) a(0) su stipcove matice, (O) je nulova matica. Relacia =< zavedena v (24)

medzi maticami je v smysle, Ze ta istd relacia < plati medzi odpovedajucimi prv-
kami oboch porovnavanych matlic.
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I.Aksua vmatici vietky prvky Myrealne a kladné,
mamaticanajmenejjedencharakteristicky koren
kladny. Ak p zna¢i najvacsi kladny koren, su
vietky minory charakteristického determinantu

....................... (25)

pre r = ¢ kladné.®
II. Ak st vietky prvky matice kladné, ma jej cha-
rakteristickad rovnica jeden jednoduchy koren,
ktory je kladny a ktory je vac¢si ako absolutna
hodnota kaZdého iného korena.b
Z tohto plynie, Ze pre najvacsi kladny koreii p, pretoZe je jednoduchy,
je hodnost matice
(pJ — M) (26)
ako aj vetkych jej mocnin prave n — 1.
Tiez matice
(o*J — MY, k=1,2, ...
maja hodnost n — 1, pretoze ak je ¢ najvacsim kladnym charakteristickym
koretiom matice M, je ¢* najvacsim kladnym charakteristickym korefiom
matice M* a je jednoduchym, ako to vyplyva z vety II. Plati totiz: Ak st
Py, Tgy oy Pueyy P
charakteristické korene matice M, su
rErk L ety oF
charakteristickymi korefimi matice M*. Podla vety II
} Ty l <

Pt <t (28)
Je teda p* koren kladny, najvacsi zpomedzi koreniov r' a je jednoduchy,
odkial nase tvrdenie o maticiach (p*J — M*) vyplyva.
C. Predpokladajme teraz, e v (24) plati znamienko rovnosti. Potom
mame pred sebou homogenny systém. Pre r rovné koretiu charakteristicke]
rovnice

odkial

[|rJ—DM| =0 (29)
ma tento systém nenulové riesenie. Ak vezmeme r = p, t. j. najviacsi kladny
kore1i rovnice (29), pretoZe je tento jednoduchy, je v tom pripade hodnost
charakteristického determinantu prava n — 1 a okrem toho st vtedy
vietky jeho minory kladné, moéZeme preto rieSenie systému (24) pisat
v tvare

> Pozri O. Perron, Algebra 11, 37, 40.
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Uy iUyt oo 2y = Apy i Apg 1oL T Ay, (30)
kde A,; st minory charakteristického determinantu. Podla uvedenych
vlastnosti minorov charakteristického determinantu je zrejméa nasledujica
vlastnost riefenia: vSetky w; maji rovnaké znamienko; ak jedno z u; je
nulové, potom su vsetky.

D. Vezmime opéit relaciu
(rJ — M) (u) = (0) (31)
a eliminujme v tejto relacii vietky u;, okrem jedného, napr. u;. Dosiahneme
to napr. tak, Ze riadky systému (31), t. j. systému
(r—My)u, — Mpuy — ... — Mpuu, =0

..................................... (32)

— My — Magty — ... + (r— Mun)ua =0,
nisobime podla poradia minormi (n — 1)-radu, patriacimi k prvkom
k-tého stipca determinantu || rJ — M ||, kde r = p. Oznaéme tieto minory
Aw, Aok, - .., Anp. Podla vety I su tieto minory pre r = p kladné, preto
nerovnosti (32) sa nezmenia, ak ich podla poradia nisobime tymito minor-
mi. Po vynasobeni ziskané nerovnosti spocitajme. Dostavame
) 2 (r8,~1 —_ A[;1> Aiklll -+— e + .ZI(I' aik — j‘/]ik) AAik Uy + .o

=1

+.. .+ (f' Oin — Mzn) A un =0, (33)
=1
kde 8 = O pre { =k a 33 =1 pre t = k.
Podla znamej vety o determinantoch je

n

2 (r8im— Mim) Az = 0 pre m k. (34)
t=1
Preto nerovnost (33) sa redukuje na
3 (r8e — Ma) Aguz <0, (35)
1=1
alebo
f(r) u =0, (36)
kde

f(r) = (réa —My) A = || 1] — M ||

=1

je charakteristicky polynom. Pre r > p je f(r) > 0, preto nerovnost (36)
sa splni, pretoZe uz je nezaporné, iba ak u; = 0. Ak urobime tento pochod

pre k = 1,2, ..., n, prichadzame k vysledku: Systém nerovnosti (32) ma
pre r > ¢ a u; nezaporné jediné rieSenie, a to nulové, t. j. uz = 0,
k=1,2,...,n. To viak znamena, Ze pre r > p ma systém dif. rovnic (2)

jediné riesenie spliiujice podmienky § 3, a to identicky nulové. Dokézali
sme teda (zatial s obmedzenim My > 0) tato vetu:

12



Veta 4. Riesenie systému (2) splriujice podmienky § 3 je identicky nulové
a je to jediné lej vlastnosli, ak priemer h mnoZiny E uzalvdrajiicej mnofinu
nulovych bodov x; (i = 1,2, ..., n) je mensi ako prevrdlend hodnota naj-
vdcsieho kladného korenia charakterislickej rovnice ||rJ — M || = 0.

V dalSich odsekoch E, F ukaZeme, 7e predpoklad My, > 0, za ktorého
sme dokazali vetu 4, nie je podstatnym a Ze ho mozno nahradit obecnym
totiz My = 0.

E. Predpokladajme teraz, Zze prvky matice M st nezaporné, ale
také, Ze v kazZdom riadku matice M je najmene]j
jeden prvok My, ik rdézny od nuly. UkdZeme najprv,
ze matica M nie je nilpotentnd. V i-tom riadku podla predpokladu je
aspoll jeden prvok nenulovy, kladny. Oznaéme ho My, t. j. je v i-tom
riadku a k-tom stipei. Tvorme maticu M2. Hladajme jej prvky i-tého
riadku. Dostaneme ich ako sucty sac¢inov prvkov i-tého riadku s prvkami
jednotlivych stipcov matice M. V k-tom riadku je podla predpokladu tie
aspoii jeden prvok nenulovy. Nech je to napr. My;, t. j. je v j-tom stipci.
Potom prvok ¢; matice M2 je

Cij = ... +]\41,le;+
zrejme nenulovy. Ma teda matica M? v i-tom riadku prvok nenulovy.
Z tvahy je dalej zrejmé, ze matica M? mé v kazdom riadku asponi jeden
prvok nenulovy, tak ako to bolo u matice M. Uplnou indukeiou sa da Tahko
dokazat, ze matica M* ma tiez v kazdom riadku asponl jeden prvok ne-
nulovy (k=1,2, ...), ak matica M ma v kazdom riadku aspon jeden
prvok nenulovy. Ina¢ povedané, Ziadna mocnina matice M, ktora ma
v kazdom riadku aspon jeden prvok nenulovy, neda maticu nulovi, &iZe
matica M nie je nilpotentna. Znamena to dalej, Ze charakteristicka rovnica
tejto matice nema vietky korene nulové. DokaZeme dalej platnost vety:

Charalkteristickda rovnica matice M ma aspori jeden nezaporny koren. Ak p
znaéi najvdési nezdporny koreri, st minory delerminaniu || rJ — M || pre
r = g véetky nezdporné.

D 6kaz vykondme uplnou indukciou. Pre n = 2 ide o determinant
r— My, — M,

Aol = e — My,
Je Ng(My) = — MyM,, <0. Pre r dostatocne velké je viak A, (r) > 0.
To znadi, pretoze My; = 0, Ze rovnica A,(r) = 0 méa nezdporny koreri a naj-
vt nezaporny koreii, oznaéme ho p, je viesi, najviac rovny M. Minory
determinantu Ag(r) st
9 1y (r)

9 Ay(r)
=gy =" M T M
A (r) g SOl
,_,.a_(—_——‘[\{;—)— = ]‘112, 0 (r— My,) r Mll‘
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Vidiet, Zze pre r = p st nezaporné. Pre r > p st kladné alebo ktoré nie
su kladné, s identicky nulové. Tym je tvrdenie pre n = 2 dokazané.
Predpokladajme teraz, Ze veta je spravna pre n, t. j. pre determinant

r— My, ....— My, 1
Alr)= | ‘
My 7 — M
Ukazeme, zZe plati aj pre n + 1, t. j. pre determinant
r— My, — My, ..., — Mpn, — My ntq
— Mgy, v — Mgy, ... — Mon, — Mypnsy

Anpr(F)= | -

— Mpy, — Mag, .. .,7 — Mapn, — M,, ot
—Mn+1,1a_fwn+1,27 oy Magin,r— Mngynga
Tento sa da pisat v tvare

Angr(r) = (1 — Mayr,ngq) Aa(r) + U,
kde U je determinant, ktory vznikne z An4,, ak miesto prvku (r — Muyq,n44)
dame nulu. Ak U rozvinieme, bude
Anga(r) = (r — Magy,ntq) Au(r) ‘2112_'{/17,1‘41 nt1 Mny, 4 (a)
kde Aj; st minory determinantu A,(r). Podla predpokladu existuje
pr =0, Ze A(p)) =0 a pre r =p;, st Ay(r) 20.
Pretoze prvky

1\/Il,n+l, ey A/-[n,n+1
Mpiy,1, ooy Mugan (b)
s neziporné, je pre r = p, prvy ¢len na pravej strane v (a) nulovy, druhy
neziporny, preto
Anta(py) = 0. (b")
Avgak pre r dostatocne velké je Anyq(r) > 0.Z toho vychadza, Ze existuje
nezaporny koren rovnice Anyq(r) = 0 a je vacsi, najviac rovny p,. Tym
je prva cast vety dokizana.
Ozna¢me najvacsi neziporny korefi rovnice Angi(r) = 0 znakom p.
Je p = g;. Pre tento dostavame
Lale) 20, Az(e) 20. (0
Pre r > p st A;(1 K adné alebo nulové. Ktoré sa nulové, su identicky.
Ich anulacia je sposobena tym, Ze niektoré prvky Mg si nulové. Avsak
nie vietky su nulové, pretoze potom by i Ax(r) = 0, ¢o je spor s pred-
pokladom, Ze totiz p, je najvacsim nezapornym korefiom rovnice Aq (r) =0.
Napr. minory A (r) nie su nulové, pretoZze podla predpokladu pre r =p
st Aw(r) =0, ale pre dostatoéne velké r s kladné. Aby sme dokazali aj
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druhu ¢ast vety, berme do uvahy najprv minory determinantu Any,(r),
ktoré patria k prvkom posledného stlpca. Tieto su:

0 Angy(r) 5 1o
m_i£A7tMﬂ+ly-;] =12 ...,n,

0 Anty(r
a(r-M:IIETjIﬁ = Lalr)

a st pre r = p zrejme neziporné, ako to vyplyva z (b) a (c). Zaroven je
zrejmé, Ze nie vietky st nulové. Tak napr. pre r > p je An(r) > 0. Dalej
podl'a predpokladu je v poslednom riadku asponi jeden prvok nenulovy.
Nech je to Mnyy,e. Minor Ag(r) je pre r > p kladny, ako bolo uZ prv
ukazané. Preto minor determinantu Aayq(r) patriaci ku k-tému prvku
posledného stipca je

0 Antql7) < / J—
(A enyd) _551 ApMuyy,i =

= ... +AwMpir e + ... >0,

lebo stuéin AgMpyy,r je kladny.

Vezmime teraz minor patriaci k Tubovolnému prvku determinantu
Ansi(r). Napr. k prvku Mg, t.j. k prvku k-tého stipca. Presutime k-ty
stipec za posledny a potom tiez k-ty riadok za posledny. Vznikne deter-
minant A’n44(r), ktory mé prave také minory (okrem poradia indexov)
a prave také vlastnosti ako determinant Any4(r), st teda jeho minory
patriace k prvkom posledného stipca pre r =p neziporné a nie vetky
nulové. Tym je dokdzana aj druha cast vety.

Poukazali sme, Ze p = M,;. Aby teda bolo p kladné, staci, ked niektory
z prvkov M; je nenulovy. Dalej, aby p > 0, staéi na ziklade (a), aby
aspon jeden zo sucinov

AjiMi,n+1]‘4”+1,jy l = ] 2, e ny ] T ].y 2, PPN

?

n

bl )

bol od nuly rézny. Potom je p > p; a An(p) > 0 a tieZ sucet hlavnych mino-
rov determinantu An4,(r) je pre r = p kladny, ¢o znamen4, 7e derivacia
charakteristického polynomu je nenulovi, ¢iZze p je jednoduchym
korenom.

Po tomto mdZeme pristupit k eliminacii (n — 1) veli¢in u; zo systému
nerovnosti (32), kde teraz prvky My st nezaporné a v kazdom riadku je
asponi jedno z My =0, t =k, k= 1,2, ..., n. Ponechajme u; a ostatné
eliminujme. Nasobme po poradi riadky uvedeného systému nerovnosti
minormi (n — 1)-radu By, By, . ... Bu, patriacimi k prvkom k-tého
stipca determinantu || rJ — M ||, pre r = p, kde p je najvadsi nezaporny
koreti rovnice ||rJ — M || = 0. Tieto si nezaporné, nie vsetky nulové.
Preto znak nerovnosti sa pri nasobeni zachovava. Ak po vynasobeni ne-
rovnosti spocitame, koeficienty u vietkych u; podla znamej vety o deter-
minantoch vypadnu a ostane len
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3 (20 — Ma) Baw 50, (d)
kde 8; = O pre i = k, 0y = 1 pre i = k, alebo, ak koeficient pri uz, ktorym
je charakteristicky polynom, oznacime f (r), je

f(r) u 0.

Pre r > p je f(r) > 0, preto pre r > p a nezaporné u; splni sa tato nerov-
nost len pre ux = 0. Ak Gavahu prevedieme pre I = 1,2, ..., n, dostavame,
ze pre r > p priptsta systém nerovnosti (32) jediné rieSenie, a to ux = 0,
k=1,2 ...,n To viak znamend, Ze vtedy systém dif. rovnic (2) ma
jediné rieSenie splnujuce podmienky §3, a to rieSenie identicky nulové.
Plati teda veta 4 aj pre pripad nezapornych M;
takych, Ze v kazdom riadku matice M je aspon jeden prvok Mg nenulovy,
i~ k. )

F. Teraz ukaZeme, Ze veta 4 plati za predpokladu My = O bez dalsieho
obmedzujticeho predpokladu. V odseku E uvedeny obmedzujuci pred-
poklad vylucil tieto pripady:

a) v niektorom riadku matice M su vietky prvky nulové,

b) v niektorom riadku matice M, napr. v k-tom, st vietky prvky,
s vynimkou My nulové,

c) vsetky prvky matice M su nulové,

d) v8etky prvky matice M st nulové, s vynimkou vsetkych prvkov
hlavnej diagonaly.

UkéZeme, Ze pripadom a) a b) moZno vidy vyhnut a v pripadoch c)
a d) plati veta 4:

a) Ak nastane pripad a), znaci to, Ze prislusna rovnica je tvaru y; = 0,
cize yr = konst. PretoZze podla §3 méa byt yi(xzx) = 0, je yr = 0. Tito
rovnicu mozeme viak z nasho uvaZzovaného systému vypustit a uvazovat
zbyvajucich n — 1 rovnic, v ktorych ¢leny s yx vynechame. Tento novy
systém uz pripad a) nebude obsahovat. Ak by v naSom pdvodnom systéme
bolo viacej rovnic tvaru y; = 0, vynechame vietky a budeme sa zaoberat
systémom zbyvajucich rovnic, v ktorych vypadnu prislu§né ¢leny obsa-
hujuce yg.

b) Ak nastane pripad b), potom prislu§na rovnica (resp. rovnice, keby ich
bolo viacej) je tvaru y; = am(x)yr Jej riedenie je y; = konst. exp.
faw(z)dz. Pretoze podla §3 ma byl yx (x) = 0, musi byt kon$tanta rovna
nule, ¢iZze je y; = 0. Takato rovnicu (rovnice) v nasom systéme opiat vy-
nechame a budeme uvazovat systém o zbyvajucich rovniciach, v ktorom
¢leny obsahujice y; vynechame. Tento novy systém uZ tazkost b) ne-
bude mat.

¢) V tomto pripade ide o systém tvaruy; = 0,1 = 1,2, ..., n. Matica M

" tohto systému je nilpotentna. Jej najvicsi nezaporny charakteristicky
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koren je g = 0. (Vieme, ze vietky korene su nulové.) Preto pre kazdé
r > 0 je charakteristicky polynom f(r) = ™ > 0 a minory determinantu
\|rJ — M ||, patriace k prvkom Iubovolného riadku alebo stipca, su
nezaporné, nie vietky nulové (nenulové st hlavné minory). Preto elimi-
nacia u; zo systému (32) je aj v tomto pripade moZna a z tychZe dovodov
ako prv dostavame, Ze pre r > 0, t. j. pre h lubovolne velké, sa vietky
u; = 0, Cize rieSenie spliiujice podmienky §3 je identicky nulové a je
jediné. (To sa shoduje s nasimi vedomostami o tomto systéme.) Tym sme
ukazali, Ze veta 4 plati aj pre tento pripad.
d) V tomto pripade uvazovany systém je tvaru yi = au(x) y;,

{ = 1,2, ..., n. Charakteristickd rovnica matice M, ktord ma len prvky
n
hlavnej diagonaly nenulové je f(r) =1 ir — M;) = 0. Jej najvacsi ne-

i=1
zdporny korefi je rovny najviiciemu z M. Pre r > max (My) je f(r) > 0
a minory (n — 1) radu determinantu || »J — M || su nezaporné, nie vietky
nulové (nenulové su opaf hlavné minory). Preto eliminacia u; z (32) je
opit mozna a dava vysledok, Ze pre r > max { M), t. j. pre h < — J»—ﬁ
max{JIii,'
st vietky wu; = 0, ¢iZe rieSenie tohto systému splnujice podmienky § 3
je pre uvedené h identicky nulové a je jediné.
Teda veta 4 plati aj v tomto pripade. Tym je zaroven dokonceny ddokaz
tvrdenia vysloveného na zaciatku tohto odseku. '

Pozndmka. Takto najdend hranica pre ¢islo h v pripade d) je lepsia

X A

=1

ako by bola podla (23) v odseku A (pod}'a (23) je h <—”~I~A), alevzhladom

na skuto¢nost je pomerne slabi. My totiz vieme, Ze uvazovany systém ma
rie§enie splnujuce podmienky § 3 jedine identicky nulové, a to pre h Tubo-
volne velké.

Teraz ukaZeme na priklade, Ze veta 4 dava pre ¢islo i lep$iu hranicu
ako (23) z odseku A:

Priklad: (tenZe ako v odseku A)

Ui = Y
Ys = — -
Charakteristicka rovnica je f (r) = ,r__] lli = r? — 1 = 0; jej najvacsi
] k)

neziporny korefi je p = 1. Podla vety 4 pre i < 1 je riefenie tohto systému
spliiujice podmienky § 3 identicky nulové. V odscku A dostali sme pre h

|
hranicu -;-.



§6

Ak Mg su kladné, dostaneme optimalnej$ie ohranitenie priemeru h,

ked postupujeme takto: Nech ;, je bod, v ktorom |y | dosiahne hodnoty u;.
Potom

21

wy=|yi(&)| = My - |fyid$ | + M, - |fyéd5'5l+ ceo + M- lf!!r"dt’«"
43 In

71 FAY

& 1 % VA
§ .JI{]_ l f[au .fyidz + a22 J y‘r’:dz + st + a]n fy’fbdz l ]dm l +
43 n

i z % 73
+ M, ” [an fyidz + Qg f_yédz’{‘ et a.znfy,ldz] da | +
%o 1

P23 21 in

S b3 ya 7
+ Min | [ [am [yidz + ans [ysdz + ... + am [ysdz] d |

In pa3 2 In

1

< My [ Myu, | f(x — x)dx [ + Migu, | .’(3'_ zy)da |+ ...+
1

+ Mpun | f (x — an)dx|]

5‘ E.i A

+ My [Myuy {f{q; —odda | 4+ Mauy | [ (2 — x)da | + ...+
%2 72

+ Myn tn Ifz(t — aa)da ‘ ]

& &
& Min [Mauy |f (2 — @)dz | + Magug | [ (2 — 2)da | + ... +

in i

+ Munuy | [ (x— x0)de] =
n
Absolttne hodnoty tu vystupujicich integralov si menie ako Kh?, kde
.. 1 , . .
v pripade realnej premennej je K =<, v pripade komplexnej premennej

je K = 3ii log 3 (pozri §4), preto po uprave bude
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< 4+ MMy + ... + My My) - u, Kh?
+ (Mg M,y + MyMyy + ... + MinMapy) - uy Khy

4+ (MM + MM, + ... + M M) - un KR
Ozna¢me A = R}/i?’ (h = 0). Mdme v maticovom tvare

(AJ — M?2) - (u) = (0). (38)
Oznac¢me najvicsi kladny koreti charakteristickej rovnice || AJ — M2 || = 0
znakom X,. Potom relacia (38) pripusta pre nezaporné u; a pre A, < A
alebo h? < Tll, = h} jediné riesenie, a to u; =0, i=1,2 ..., n. To

viak znadi, Ze systém (2) ma jediné riesenie splnujice podmienky § 3, a to
identicky nulové, ak priemer mnoZiny nulovych bodov je mensi ako h,.

T Ak si My kladné, vtedy medzi korerimi p a A, plati znamy vztah medzi
korefimi charakteristickej rovnice matice M a matice M2, a to

92 = )‘29
odkial je

: : veps 1 , oy . .
kde znakom h; sme oznacili ?ako prvé ohranicenie priemeru h a zna-

kom h, zasa

ako druhé ohranicCenie. Z predchadzajicej rovnosti je

2

zrejmé, kedie K < 1, Ze
hy > h;. (39)
Poznamka. Zistili sme, Ze sy5tém (2) ma jediné riesenie, identicky
nulové na mnoZine E, ktord obsahuje v sebe body anulacie funkecii y;(x),
ak priemer tejto mnoziny je men$i ako prevratend hodnota najvacsieho
nezaporného korena charakteristickej rovnice matice M. Nahradme hod-
noty M, hodnotami M{; = max | az | na celom fundamentilnom obore.
Potom riesenie systému (2) bude identicky nulové na konvexnej mnoZine
priemeru /', ak tento bude men$i ako prevratend hodnota najvéacsieho
nezaporného korefia charakteristickej rovnice matice M’, ktorej prvky
su M, ak td mnoZina bude v sebe obsahovat body anulécie riegenia. Toto
riesenie bude vsak potom identicky nulové na celom fundamentdlnom
obore. Ak totiZ pokryjeme fundamentdlny obor takymito mmnoZinami,
budu riegenia identicky nulové najprv na prvej mnoZine a potom na
vietkych.

V tomto §-e zovseobecnime znimu vetu o alternative na systém diferen-
cialnych rovnic.
Veta 5. Nech xy, z,, ..., 2, je n bodov obsaZenych v konvexnej uzavre-
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nej mnozine E. Nech priemer E je mensi ako reciproka hodnota naj-
viitsieho nezaporného korefia charakteristickej rovnice matice M. Nech
Y1, Yoy - - -, Tn sU IubovoIné ¢isla, z ktorych aspon jedno je rozne od nuly:
Potom systém (2) md jediné rieSenie spliiujuce podmienku y,(x,) =
=1y -0y y"(m”) = Y”

Dokaz Vezmime fundamentalny systém rieseni systému (2)

Ysky Ysky - -+ Unky, £ =1,2, ... n. (40)
Potom nage rieSenie bude
ykzz';Ciyik, k=12, ...,n, (41)
i=1 .
kde konStanty Cj, Cy, ..., Ca sa urtia z podmienky
iznlaiy,.,,. (@) =y, k=1,2, ... n. (42)

Pretoze podla §5 pripusta systém
n
> ciyala) =0

jediné rieSenie, a to nulové, ie jeho determinant || yz || od nuly rozny
a preto nehomogenny systém (42) dava pre C, jediné, nenulové riegenie.
Veta 6. Nech body z,, ,, ..., z» a mnozina E spliuju predpoklady

vety 5. Nech aj, ay ..., an si Tubovolné ¢isla. Potom nehomogenny
systém (1) mé jediné rieSenie spliiujtice podmienky y,(2,) = o, ..., ya(xa)=
= Qn.

Do kaz. Vezmime fundamentalny systém rieseni systému (2), ktory
je asociovany k systému (1),
Yik, Yoy - - -5 Y, I = 1’ 2) ceey I
a partikularne rieSenie systému (1) nadobtudajtce v bodoch @i, i=1,2 . ..
hodnot B;. Oznaéme ho :

n,

yola y027 ey yon-
Obecné riesenie systému (1) je potom
Ur =Yor () + 2 Biga(x), k=1,2, ..., n. (43)
i=1

Nami hladané rie§enie dostanemz, ak za B; dame hodnoty spliiujice
systém

'ZlBiyik(zk) = Oy — B’h k = 1, 2, ceay n.

Z tohto systému daja sa hodnoty B; uréit jednoznaéne, pretoze, ako sa
uz vyssie povedalo, je jeho determinant ||y || od nuly rdzny,
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§8

Nage uvahy, ktoré sme previedli pre systém (1) resp. (2), méZeme pre-
niest aj na obecnejsie systémy prvého radu.

Nech je dany systém

Ui = fe (Y1 Yoy -5 Yn)y 1 =1,2, ... n, (44)

kde funkcie f; mech maju v uzatvorenom obore priestoru P, ktory md
rozmery n -+ 1, spojité parcialne derivécie ??;2 , LEk=1,2,..., n. Tieto
parcialne derivicie st v tom obore ohranitené. Oznatme ich maximélnu
hodnotu M. Funkcia | y;(x) | nech nadobuda svojej maximéalnej hod-
noty u; v bode ;. Potom

’ e Sf ’I/.i ! a/z afz a/‘b ‘
”":|y‘(t-i)|:|]7§dml§j(au auy " +a:n )dxi’
7

-odkial je potom

w £ Muyuh + Myu,h+ ... + Muush, i = 1,2,
Zo systému tychto nerovnosti urci sa potom priemer i mnoziny E tak ako
v pripade systému (32) a dostaneme, Ze jedine riesenie identicky nulové
sphiuje podmienky § 3, ak h mengie ako prevratena hodnota najvicsieho
nezaporného charakteristického korenia matice M, ktorej prvky st My.

BbIBOBI

B nacrosameii pagoie s I CCIIRNIOBAIL CHCTEMY mmexmm nuddepeunuann-
HHX VpasHeHUit

= 3 aam gt aim, i=1,2 ..., 0
HJII =
= 3 aw® yr, 1 =1,2,....n, . (2)
C YCIOBHAMNA "
Yy () = 0, yy(x,) =0, ... yn(xa) =0, (a)
Yr (1) = Y1, Yo (T2) = Yoy - - - Un (¥n) = Y, (6)

rie XoTsI OTHO y; == 0.

[Ipu eron A mpeAnosaraio, Yyro KO3(MIWMERTH ag(x), a;(x) gpasoTcsH
1) B cayyae BelleCTBEHHOII IepeMeHHOW T HeNpPePBBHBIMU (YHKIMAMU HA
3aMKHYTOM KOHEYHOM OTpesKe, 2) B cjyuae KOMILIeKCKOII mepeMenHOM aHa-
AUTHYECKU MM (YHKIUAMYI Ha IITOCKOI OTpaHUYeHHON ¥ 3aMKHYTOM 061aCcTH .

T'tapHBIM pe3yIbLMATOM 5TOH PaGOTHL ABIAETCA TeopeMa: cucTeMa HMQ-
¢depeHIMATIEHBIX YPAaBHeHUIl 2) MMeeT TOJILKO TPUBMAJILHOE pellleHue yRo-
BIIETBOPAIONEE YCJIOBWIO ), €CJIM AMaMeTD /i BHIYKIOro MHOmecrsa E,
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1 .
cofepsKamero TO4YKn x;, Iy .. .rn, MEHBbIIEC 4YeM -p rie p — Hau ¢ OJIpbUIUM

HeOTPUIATENLHEI KOPeHbh XapaKTepUCTUYecKOro ypasHenus || rJ — M|| =0.
IIpu srom M-Marpuna, 3deMeHTH KOTOPOH cyTb M= mes[@iz(x)] HA MHO-
sKecTBe E.
ATOT pes3yIbTAT A MPUMEHIUI K TOKA3aTeJbCTBY NPYTHX TeopeM, Kacaio-
IMXcA gHIle AAHHBIX npoodeM (1) u (2) ¢ ycaopuamu a), 6) npu 1) u 2).
PesyabTaTh 310it PAGOTH MOKHO IPUMEHITH U A7TA Aajlee opIueil cucTeMbl
na@depeHIMATLHEIX YpaBHEHNIT B BUJIE
. y:=fi(y17y27"’7y”)7i:172>""nv
rae yHKIMN f; cyTh HellpepPHIBHblE HA 3aMKHYTOIl oGinactu (n41) — Mep-
HOr0 IIPOCCPAaHCTBA I NMeT TAM HelpepPHBHbIE IEepBBIe YACTHHIC ITPOU3-
BOJIHEIE.
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