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0 NIEKTORYCH VLASTNOSTIACH RIESENI
DIFERENCIALNEJ ROVNICE TVARU

Yy + p@)y” + 9@y + r(x)y = f(x)

P. SOLTES, Kogice

V préicach [1], [2] a [3] st uvedené niektoré vysledky tykajuce sa existencie
nulovych bodov rieseni linedrnej diferencidlnej rovnice homogénnej 3. ridu.
Vysledky tejto price st zovSeobecnenim niektorych vysledkov v uvedenych
prdcach v tom zmysle, Ze namiesto homogénnej (bez pravej strany) rovnice
sa vySetruje rovnica tvaru:

(1) Yy 4+ p@)y” + q@)y’ 4 r@)y = flx).

V celej praci budeme predpokladat, ze funkcie p(x), q(x), »(x) a f(x) st spojité
pre kazdé x € {xp, o), resp. x € (— 00, Xo).

Veta 1. Nech pre kazdé x e {xp, ®) [x € (—0o0, x0)] existuje q'(x) a mnech
plati:

p(x) £ 0, g(a) £ 0, 2r(x) — ¢'(x) £ 0, f(z) = 0(f(x) = 0)
[p(2) 2 0, q() < 0, 2r(@) — ¢'(2) 2 0, f(z) S 0 (f(w) = 0)],
pricom p(x), 2r(z) — q'(x) a f(x) nie si sucasne identicky rovné nule v Ziadnom

éiastotnom intervale intervalu (xo, 00) [(— 00, xo)]. Ak y(x) je riesenim rovnice (1),
pre ktoré plati

(2) y(xo) = 0 (y(xo) = 0), ¥'(x0) = 0, y"(x0) > 0 (y"(x0) < 0)
a
(3) y(x0)y" (o) + 3q(x0)y2(x0) = O,

potom y(x), y'(x) a y"(x) nemaji nulovy bod v intervale (xy, o) [(— o0, )] .
Dokaz. Nech plati:

f@) = 0, y(xe) = 0, y'(x0) =90, y'(x0) > 0.



Ndsobenim rovnice (1) funkciou y(x) a integrovanim dostaneme:

(4) Y(@)y" (@) — 3y'%(@) + Ya(@)A@) + f p()y()y"(¢)dt +-

+ [ 1) — 3 OlPOd = ylzo)y"(x0) — yH(xo) +
+ Jg(@o)y?(xo) + [ fO)y(t)ds .
Staci dokdzat, Ze pre & = w9 je y"(x) > 0, ¢o bude znamenaf, Ze y(x) je kon-
vexnd funkcia a teda bude y(x) > 0, y'(x) > 0 pre x > x5. Nech je z; prvy
nulovy bod napravo od x, funkcie y”(x). Zo vztahu (4) dostaneme:

(5) — 1y + Sayde) + [ pOyOy Od +

+ [ 1O — 3 OWROU = ywoly"(@o) + dq(zo)yA(zo) +
+ f fiy@ydt = o,

¢o je ale spor, pretoZe pre x € (%o, 1) je y"(x) > 0 a y(x) > 0. Analogicky
sa dokaze platnost druhého tvrdenia na intervale (xg, 0). Totiz ak je y"(xo) < 0
a y"(x1) = 0, je v intervale (w0, 1) aj y(x) < 0, a kedZe je f(z) < 0, zo vztahu
(56) plynie opit spor. Teda y(z) je konkdvna na intervale (xo, ), y(z) < 0
a y'(x) <O0.

Druhd éast vety — platnost tvrdenia na intervale (— oo, 29) — sa dokdze
analogicky. Sta¢i pouzit transformdciu r = —¢.

Veta 2. Nech pre kaZdé x € {(xg, ) [x € (— 0, x2o)>] je
px) =0, qx) £ 0, r(@) =0, f(x) 2 0(f(x) £ 0)
[px) =0, q(&) £0, r(x) 2 0, fla) < 0(f(x) 20

Ak y(x) je riesenie diferencidinej rovnice (1), pre ktoré plati (2), potom y(x), y'(x)
a y"(x) nemaji v intervale (xo, o0) [(— 00, )] nulovy bod.
Doékaz. Nasobme rovnicu (1) funkciou y’(x) a integrujme. Dostaneme:

X

(6) Y@y @) — [ y2odt + [ @)y @)y e + f YAt +

Xo

X @

+ [ rOy@y O)d = ¥ (@o)y"(z0) + [ ft)y' )t .

X To
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Predpokladajme, Ze riefenie y(x), pre ktoré plati (2), ma t4 vlastnost, Ze
" (x) méa napravo od x¢ nulovy bod. Oznaéme prvy nulovy bod ;. Z rovnosti
(6) potom plynie:

—J./’z dt+fp y”(tdt+fq Y2t df+f (B)y'(b)de

— [ 1oy o

Kedze je pre @ € (vo, 21)y"(2) > 0(y"(x) < 0), y/'(@) > 0 (¢'(2) < 0) a y(a) >
> 0(y(x) < 0), plynie z poslednej rovnosti spor.
Druhd cast vety sa dokdze analogicky.

Veta 3. Nech pre kaZdé x € {xg, o) [x € (— 0, xop] existuje q'(x) a nech plati:
p@) £ 0, q@x) £0, 2r(x) —q¢'(@) + 120

pricom p(x) a 2r(x) — ¢'(x) + 1 [2r(x) — ¢'(x) — 1] nie si sulasne identicky
rovné nule v Ziadnom Eiastoénom intervale intervalu (xo, ) [(— o0, zo)]. Ak
pre y(x) plati:

y(@o) > 0 (y(wo) < 0), y'(xg) = 0, y"(xo) > 0 (y" (o) < 0)

L[ f20dt £ Ko = y(xo)y" (@) 4 3q(xo)y2(xo)

[3 [ f2(0)dt = Ko = y(xo)y"(x0) + 3q(xo)y(xo)] ,
potom y(x), y'(x) a y"(x) nemaji nulovy bod v intervale (xq, o) [(— o0, x0)].

Dokaz. Zo vztahu (4) pre 1, kde 21 je prvy nulovy bod funkcie y”(x)
napravo od xo, plati:

—1y2(@1) 4+ Jq(@)y3(@) + j p(y(t)y"(¢)dt +

0 — W OWEO® = Ko + | Oy 2

To

— 1 IR + g,

v

teda

— @) + d@oren + [ pOyOY O +
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+ 1) — 300 + Np0d = Ko — 3 [ fA0d 2 0,

¢o je spor. Teda y"(x) > 0 (y"(x) < 0) pre kazdé « € (2, o).

Druh4 cast vety sa dokdze analogicky.

Pozndmka 1. Z doékazov uvedenych viet vyplyvaju dalSie vlastnosti
rieseni rovnice (1), a to monoténnost a neohrani¢enost. Plati napr.:

Veta 1'. Ak si splnené predpoklady vety 1, pre rieenie y(x), ktoré spliia
podmienky (2) a (3), plati:
sgn y(x) = sgn y'(x) = sgn y"(x), lim y(r) = -+~ o0 (—0)

Z->0

[sgn y(x) = sgny"(2) + sgny'(x), lim y(@) = + o0 (--0)],

>~

éiZe y(x) mie je ohranitené pre x — o0 [x - — o0].

Podobne mozno sformulovat dalsie vety o monoténnosti a neohranicenosti
rieseni rovnice (1).

V dalSom budeme predpokladat, ze p(x) = 0, ¢ize budeme sa zaoberat
diferencidlnou rovnicou tvaru

(7) Y+ a@y + @)y = fl@),

pricom budeme predpokladat, Ze x € {xg, o).
Lemma. Nech pre kaZdé x € {xy, ) je

qx) 2 0, 2r@x) —q'®)—12=0,

’

pricom 2r(x) — q'(x) — 1 = 0 neplati v Ziadnom Eiastoénom intervale interv alu
(o, 00). Ak y(x) je rieSenie rovnice (7), pre ktoré plati

(8) y(@o)y"(wo) — 3y'2(wo) + 3q(wo)yP(wo) 4 § [ f20)AL < & <

potom nulové body funkcii y(x) a y'(x) sa oddelwji na intervale (xo, ).
Doékaz. Je zrejmé, ze sta¢i dokdzat toto: ak je y'(x1) == y'(x2) = 0, potom

existuje také dislo & € (x1, 2), Ze je y(&) = 0. Predpokladajme, Ze je y(x) + O

pre kazdé x e (x1, a2). Z rovnice (7) dostdvame:

F(y@)) £ F(y(o)) -+ } f fAOd — & [ [2r(t) — ¢'(6) — 1]p2(0)de

X

kde F(y(x)) = y(x)y"(x) — Ly'2(x) 4+ 1q(x)y?(x). Odtial vsak plynie:
y@)y" (@) — y%(x) = y@)y"@) — 3y%) = bk — L)y (r) —



—3 [ [2rt) — ¢'(0) — 1lyr() e

a teda

d [ 1
—(W))z {k—%q(m)y%x) b o — q'(t)—lly%t)dt}'

vev
ClZe

k 1 v
B BEA — ' () — 1]2(ar|
0= Jv[yz(x) 2q(x) 22(x) [[27‘(0 q' (t) — 1]y2(¢) t} x<0,

X
o je spor. Tym je lemma dokdzand.

Veta 4. Ak je pre ka#dé x € {xp, o) :

q@) 20, 1) = k1 >0, 2r(x) — q'x) — 1 = ks > 0, ;ff(t)dt} < K < o,

Lo

potom riefenie y(x) rovnice (7), ktoré spiia (8) je bud oscilatorické alebo
plati: lim y(z) = 0.

Z->P0

Dokaz. Nech y(z), pre ktoré plati (8), nie je oscilatorické. MdZe nastat
5 pripadov:

1. y'(x) osciluje na intervale (o, o), t.j. v intervale (a, ), kde a je
Tubovolne velké &islo, existuje asporni jeden nulovy bod funkecie y'(x). Vzhladom
na lemmu dostdvame, %e potom aj y(x) osciluje.

2. y(@) > 0, y'(x) = 0 pre x € {x1, ©), x1 = . Z rovnice (7) plabi:
y'() = f(@) — q@)y'(x) — r(x)y(x) = fl@) — ky(x) .

y'(@) £ y'(@) + f U — k(@) (@ — 1) £ ks — kyla) (@ — 1),

z Goho plynie, Ze pre dostatodne velké x bude y'(x) << 0, Co je spor.

3. y(x) < 0, y'(x) < 0 pre x € (w1, ©), 1 = 9. V tomto pripade sa dojde
k sporu analogickym spdsobom ako v pripade 2.

4. y(x) > 0, y'(x) £ 0 pre x € (a1, ), kde &1 = 2. Z rovnice (7) plynie:
(9 y@)y'@) — @) £ b — dg@)yXe) — } [ [2r0) — ¢'(t) — Lly*()de
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Nech je
[ 2rt) — q'(t) — 1p2(B)dt = + 0.

Z (9) potom plynie:

y(@)y'(x) — 3y?(x) > —o0 pre xr—> 0.

7 vz

Ak je y"(x) > —o0 pre x — o0, potom pre kazdé éislo 4 > 0 existuje také
Gislo x2, Ze pre x > w2 je y"(x) < — A, z ¢oho dostaneme spor s predpokladom,
ze y(x) > 0 pre kazdé x € (a1, o). Plati teda: y’'(x) - — oo pre x — o0, z ¢oho
opit plynie spor. Musi teda byt:

f 12y — ¢'(0) — 12000 < <o
a teda

[ w2t < o0,

@,

¢o znamend, Ze lim y(x) = 0 (vzhladom na monoténnost y(x)).
Z—>00
5. y(x) < 0, y'(x) =2 0 pre x € {x1, ), kde 2, = x9. Analogicky ako v pri-
pade 4. sa ukdze, ze musi byt lim y(a) — 0.

&>

Tym je veta dokdzana.

Veta 5. Nech sit splnené predpoklady vety 4, pri¢om namiesto predpokladu
r(x) = k1 > 0 nech je

rx) — ¢ (@) =2 k1> 0.

Potom riefenie y(x) rovnice (7), ktoré splita (8) je na intervale {xp, o) oscila-
torické alebo plati: lim y(z) = 0.
>0
Dokaz. Staéi vySetrit pripady: y(x) > 0, y (x) 2 0 a y'(x) < 0,%'(x) £ 0
pre z € {x1, o), kde a1 = xp. V ostatnych pripadoch sa postupuje tak ako
v dokaze vety 4.
Nech je y(x) > 0, y'(z) =2 0 pre kazdé z € {x1, o). Plati:

Y(@) = ye) — g@) + gyt + [ fod —

— [ ) — g OO £ ks — Tay(er) (@ — 1),

Ty
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z Goho dostaneme spor s predpokladom, Ze pre kazdé x € {x;, ) je ¥’ (x) = O.
Podobne sa ukédZe, Ze nenastane druhy pripad.
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ON CERTAIN PROPERTIES OF THE SOLUTIONS
OF THE DIFFERENTIAL EQUATION

y" + p)y” + q@)y + r(x)y = f(z).

P. Soltés
Summary

In the present paper certain results concerning the existence of zero points of solutions
of a third-order linear differential equation with zero right-hand part, as published

in [1], [2] and [3], are generalized.
Theorems 1, 2, and 3 state sufficient conditions for a solution y(z) of (1), and its first

and second derivatives to have no zeroes on (xo, ). We have e. g.

Theorem 3. Suppose that for all x € < x, o) [x € (— 0, o > ] ¢’(x) 28 defined and that
p) =0, qz) <0, 2r(x) —q'x) +1=0
[p(x) = 0, q(x) =0, 2r(x) —q'(x) —1=0],

and that p(x) and 2r(x) — ¢'(x) + 1[2r(x) — ¢’(x) — 1] are not both identically zero on any
subinterval of (zo, ) [(— 0, ®o)]. If y(x) is a solution of (1) such that
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y(@o) > 0(y(ro) < 0), y'(xo) 0, ¥ (o) > O(y"(x0) V)
and

V) A= Koo y(@o)y (o) + 1g(@o)y>(wo).

o

[ [ £ d £ Ko ylwo)y(ze) + dg(wo)y*(vo)],

then y(x), y’(x) and y”(x) have no zero point on (xo, o) [( 0, 20)].
Theorems 4 and 5 state sufficient conditions for a solution y(x) of (7) to be oscillatory
or for lim y(x) 0 to hold.

1>

Theorem 4. If for all x € < ®o, )

qx) >0, »x) =2 k1 >0, 2r(x) —q'x) — 1=

\%
o™
&

i

2
| Jftydt <= K < oo,
Lo

then a solution y(x) of (7) which satisfies (8) ¢s oscillatory and or lim y(x) 0.
>0
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