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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, XII, 4, 1962 

PRINCIP REVERZIBILITY A REFLEXIBILITY 
V OPTIKE TENKÝCH VRSTIEV 

LADISLAV DUNAJSKÝ, Nitra 

Úvod 

V poslednom čase v súvislosti s diskusiou o niektorých problémoch optiky tenkých 
vrstiev značná pozornost' sa věnovala použitiu principu reverzibility v optike. O tejto 
otázke sa hovoří v článkoch [1 — 10]. V tomto článku budeme venovať pozornosť 
najma tým otázkám, ktoré sa dosiaT ešte úplné nepreskúmali. 

Maxwellove rovnice a ich invariantnosť 

Maxwellove rovnice pre vodivé izotropné prostredia sú písané v sústave MKSA 
tvaru.* 

->• - > P J7 

(1) гot H = 
—> 

oE + Í 
дE 

rot £ = /' 
ÔH 

дt 

d iv eE = '- Q, 

(2) 

(3) 

div fiH = 0. (4) 

Tu Fje vektor intenzity elektrického póla, 

H — vektor intenzity magnetického póla, 
a — vodivost', 
8 — permitivita, 

/.i — permeabilita, 
g — objemová hustota nábojov, 
/ — čas. 

Tieto rovnice sú invariantně voči transformáciám typu a) a b) uvedeným v tab. 1.** 

* Vektory sa píšu šípkou nad příslušným symbolom. Komplexně veličiny sa píšu tučným pís-
menom. Toto písanie sa zavádza preto, aby sme dósledne odlišili medzi sebou kornplexné veličiny 
skalárně (t. j . časové vektory a komplexně konstanty), vektory a komplexně vektory. 

** Samozřejmé v našom případe ide len o transformáciu veličin v druhom až v šiestom stípci 
tab. 1. Aby sme nemuseli tab. 1 v ďalšom uvádzať, v trocha obmenenom tvare píšeme vektory ako 
kornplexné. 
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T a b u l k a 1 

Typ 

Veličina, ktorú 
^ - ^ _ ^ trebazmeniť t ІE H a Q 

Q 

m 

—> 
m 

X 

— X 

Typ 

a) — t ІE 
—> 

—н 0" 

Q 

Q 

m 

—> 
m 

X 

— X 

b) — t —It н — a — f ? m — X 

c) t iE* —н* G o — / т Г * X* 

d) t —í H* -—0" — 0 —-m* X* 

V prvorn riadku je uvedená veličina, ktorú pri jednotlivých invariantnostiach a)—d) treba 
zameniť na veličinu uvádzanú v príslušnom riadku v tom istom stípci. 

Intenzita elektrického póla v homogénnom izotropnom prostředí je tvaru: 

E = Eo e'T, (5) 

kde £ 0 je komplexná vektorová amplituda rovinnej harmonickej elipticky polarizo-

vanej vlny. 

Ü)[ t m . r (5a) 

je fáza. 
—> —> 

Vo vztahu (5a) r je polohový vektor, o je kruhová frekvencia světla a m = 

mл 
im2 je vektor refrakcie, pričom ml je kolmý na rovinu rovnakej fázy; 

m2 je kolmý na rovinu rovnakej amplitudy a absolutné hodnoty týchto vektorov sú 
Vašíčkové konstanty pre šikmý uhol. Vektor refrakcie zaviedol a metodu komplex-
ných vektorov rozvinul F. I. Fedorov v [11] a [12]. 

—> 
Obdobné vztahy platia aj pre vektor H. 
Pri úpravě rovnic (1) —(4) budeme postupovat 'trocha ináč než sa to všeobecné robí. 

Pre ďalšie účely je potřebné zvlášť vyznačiť členy, ktoré sme dostali po derivaci i 
podía času. Toto označíme bodkou pod příslušným symbolom. Po príslušnej úpravě 
dostaneme z rovnic (1) —(4) vztahy 

m x H = Zv \&rXE — ÍEr2E), 
—> —> —> 
m x E = ZvfirH, 

—> 
E = Q, 

0) 
i — m 

c 

m . H = 0. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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Obvykle sa píše namiesto právej strany rovnice (6) Zv
 vzrE (porov. napr. vztahy 

na str. 23. knihy [12]). 
Tu cr = erl - ier2 je relativná komplexná permitivita a p.r je relativná permea-

bilita. Medzi týmito veličinami platí vztah: 

m2 = Erliř = - ^ - | - ^ _ . (10) 

Vlnový odpor vakua Zv = y/pjev používáme v tomto článku len v právě uvede-
nom zmysle, a nie v zmysle Z = E/H, ako sa to v literatuře tiež používá. Pri transfor-
máciách uvažovaných v tomto článku ev a p.v sa nemění, preto sa nemění ani Zv. 
Index v označuje veličiny pre vakuum. 

Rovnice (6) — (9) sú invariantně voči štyrom typom transformácií, ktoré sú uvedené 
v tab. 1. Pri transformácií o -> —o změní sa znamienko vodivosti, ktoré je látkovou 
konstantou. Toto znamená změnu samého prostredia, ked sa vlna šíři. Okrem ďalšej 
vlastnosti týchto invariantností, o ktorej bude reč ďalej, právě touto vlastnosťou sa 
líšia od obvykle uvažovaných invariantností, pri ktorých sa látkové konstanty ne­
transformovali. Význam transformácie o -» — o spočívá v tom, že pomocou nej 
dostaneme platné vztahy pre vodivé prostredia. Ak sa vodivost' (o) rovná nule, 
transformácie tab. 3 nevyžadujú změny látkovej konstanty. 

Pri invariantnostiach typu a) a b) musíme, pravda, urobiť změnu znamienka aj 
u členov označených bodkou dole v rovniciach (6) a (7), t. j . u členov, ktoré sme 
dostali deriváciou podía času z rovnic (1) a (2). Toto je odóvodnené právě tým, že 
pri úpravě týchto rovnic člen obsahujúci čas vypadol. 

Transformáciu x — fázového rozdielu v jednotlivých tenkých vrstvách (posledný 
štipec tab. 1) určili sme na základe toho, že 

2K -+ -* 
x = —r- m . cí. (11) 

A 

Tu /je vlnová dlžka světla vo vakuu, dje vektor hrůbky vrstvy. Absolutna hod­
nota tohto vektora sa rovná hrúbke vrstvy. Vektor je kolmý na rozhranie a je orien­
tovaný na stranu šírenia sa vlny. 

Pri každej invariantností třeba urobiť transformáciu d -> — d, lebo vlna sa šíři 
opačným smcrom. To, že vlna sa šíři opačným smerom, znamená, že fázová rychlost 
vlny má po urobení transformácií a) —d) opačný směr. 

Třeba si uvědomit', že u rovnic (1) —(4) nemajú zmysel transformácie c) a 4). 

identity, ktoré plynu z invariantností 

Pri invariantností a) a b) dostaneme pre kolmý dopad, p a s zložku vlny pri šikmom 
dopade, ak vlna dopadá na lubovolnú sústavu tenkýchvrstiev povodně zíava, vztahy: 

rUlE~ + t(l lE„+ = E + , (12) 

"t,BE," +\X = 0. (13) 
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Indexy hoře - fa — při E značia dopadajúcu a odrazenu vlnu a indexy dole číslo 
prostredia. 

Amplitudové koeficienty odrazu a lomu pre dopad ziava sú definované vzťahmi: 

-i~ = rlnEt, (14) 

C =- tinEt (15) 

Pre dopad správa obdobnými vzťahmi sú definované veličiny rní a tní. 
Vlnovka dole značí, že amplitudové koeficienty pre jednoduché rozhranie, ktoré sú 

implicitně v r l ř J, rni, tln a tnl, třeba nechať bez změny a třeba zmeniť znamienko u x. 
Vztahy (12) a (13) na základe (14) a (15) možno upraviť na tvar: 

Wu + t B l t l B = 1, (16) 

tm^in + rnltln - 0 . (17) 

Pri použití typu c) a d) dostaneme po úpravě vztahy: 

r\,/ln + t n l ť l B = 1, (18) 

t;X« + C C - 0. (19) 

Čiarka znamená, že amplitudový koeficient pre jednoduché rozhranie a x třeba 
nahradiť komplexně združenými veličinami, ktoré označujeme hviezdičkou. 

Posledně dva vztahy sú totožné so vzťahmi (16) a (17), nakoTko platí symbolická 
rovnica 

'* = „. (20) 

Identity (16) a (17) odvodil Kard v [13] inou cestou a v [4] a [7] ich uvádza do sú-
vislosti s princípom reverzibility. Nezávisle od Karda rovnaké vztahy odvodil Šantavý 
v [5] a Knittl v [6] použil tieto identity na zjednodušenie rekurentných vzorcov, po­
užívaných v optike tenkých vrstiev. Článok [6] hovoří aj o vývoji riešenia tejto otázky. 

Třeba poznamenat', že tu išlo len o skúmanie určitého typu invariantnosti Maxwel-
lových rovnic Existujú aj iné typy invariantnosti týchto rovnic, ktoré sú uvedené 
napr. v [14]. 

Princíp reverzibHity 

Diferenciálně rovnice opisujúce mikroskopické děje* sú reverzibilné, t. j . sú in­
variantně voči transformácii t —• —/. 

Ireverzibilita pri makroskopickom skúmaní javov sa vysvětluje statisticky. Pri 
použití principu reverzibility sa dosiaí vyžadovalo, aby pri transformácii t -» — t 
nenadobudli také veličiny záporné znamienko, u ktorých toto záporné znamienko 
porušuje platnost' druhej termodynamickej vety (napr. vodivosť o). Z toho dóvodu 

* Ide tu o diferenciálně rovnice mechaniky, relativistickcj mechaniky, elektromagnetického 
póla a relativistickcj kvantovej mechaniky. 

304 



sa vylučovali absorbujúce vrstvy pri použití principu reverzibility, ako napr. v [1, 15 
a 16]. Takýto princip reverzibility možno nazvať klasickým alebo termodynamickým. 

Kard, Šantavý a Knittl používajú transformáciu o -> — cr, ktorá je v rozpore 
s druhou termodynamickou větou. Invariantnosti typu a) alebo b) nazvali tito autoři 
zovšeobecneným princípom reverzibility. Fyzikálně transformácia o -> — a znamená, 
že absorbujúce prostredie sme nahradili po transformácii t -> —t takým prostředím, 
v ktorom sa prv absorbovaná elektromagnetická energia (teplo) přemění samovolné 
znovu na elektromagnetickú energiu (světlo). Absorpcia je teda záporná. Výstižný 
názov tohto prostredia by bol virtuálně žriedlové prostredie. Prívlastok virtuálny 
zdórazňuje, že existencia takéhoto prostredia odporuje druhej termodynamickej vete. 

Ukázali sme, že invariantnosti a) a b) odporujú druhej termodynamickej vete, 
predsa však identity odvodené na ich základe v predchádzajúcom odseku sú správné. 
Toto možno vysvetliť na základe statistického charakteru druhej termodynamickej 
vety. Inými slovami existuje velmi malá pravděpodobnost', že sa skutočná kovová 
vrstva bude chovať tak, aby jej vodivost' bola záporná. Vidíme, že druhá termodyna­
mická veta nie je tak vnútorne spátá s Maxwellovou teóriou ako prvá, t. j . zákon 
zachovania energie. 

Zovšeobecnený princip reverzibility prechádza v termodynamický princip reverzi­
bility, ak niet absorpcie. To nastává pre dva případy: 

1. a = 0, t. j . dielektrika, 
2. fubovoíné jednoduché (Fresnelove) rozhranie. 
Přitom rozdiel medzi týmito dvoma prípadmi je v tom, že pre jednoduché roz­

hranie, kde aspoň jedno z prostředí je kov, termodynamický princip reverzibility 
dá sa použiť len na nekonečné malé okolie rozhrania, kým pre dielektrika princip 
reverzibility platí pre Tubovoíný objem. 

invariantnosti a) a b) třeba medzi sebou rozlišovat' preto, že o b) Vlasov napísal 
v [17]: ,,Charakter tohto typu invariantnosti nie je objasněný v súčasnej teorii. 
Invariantnosť b) předpisuje aj inverziu náboja, ktorá zas vyžaduje záměnu častíc 
na antičasticc. V optike obvykle Q = 0 a potom máme len fotony. Foton a antifotón 
sú identické částice (pozři napr. [18]). 

V otázke oprávněnosti názvu princip reverzibility voči poučke o obrátení směru 
fázovej rychlosti vlny třeba poznamenat' toto. Názov princip je oprávněný preto, že 
invariantnosť voči transformácii / -> — l platí vo velmi širokej oblasti javov (pozři 
pozn. na str. 304). Názov poučka zasa poukazuje na to, že identity (16) a (17) sú 
dósledkom Maxwellových rovnic a hraničných podmienok pre vektorov poía neod­
dělitelných od týchto rovnic 

Zavedenie zápornej vodivosti, a tým aj prostredia so zápornou absorpciou v makro-
skopickej elektrodynamike potvrdzuje poznámku v [19], že záporná absorpcia má 
viac klasický charakter, než sa všeobecné myslí. 
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Princip rejlexibility 

Pri invariantnostiach c) a d) tab. 1 sa nemění znamienko času, ale znamienko 
vektora refrakcie. Názorné si móžeme vyložiť vznik tejto transformácie tak, ako by 
išlo o odraz světla na úplné odrážajúcom zrkadle. Toto zrkadlo by tiež zaisťovalo 
příslušné fázové posuvy. Preto dr. Knittl v diskusii o tomto probléme navrhol nazvať 
invariantnosti c) a d) princípom reflexibility. aby sme tuto transformáciu odlišili od a) 
a b) tab. 1. Přitom o principe reflexibility móžeme uvažovat' len tam, kde sa móže 
zaviesť vektor refrakcie a o principe reverzibility, resp. o zovšeobecnenom principe 
reverzibility pri každom fyzikálnom procese. O vzájomnom vztahu c) a d) tab. 1 
platí to isté, co o invariantnosti a) a b) tab. 1. Taktiež o vztahu c) a d) k druhej 
termodynamickej vete možno povedať to isté ako o a) a b). 

Vztah medzi zúkonom zachovania energie a princípom reverzibility 

Zákon zachovania energie v optike tenkých vrstiev v póvodnom tvare vyjadřuje sa 
pomocou Poyntingových vektorov. Poyntingov vektor je veličina kvadratická, kým 
póvodné vztahy vyplývajúce z principu reverzibility (12) a (13) sú lineárně. Zákon 
zachovania energie pri dopade vlny zlava dává jeden vzťah, kým princip reverzibility 
v tomto případe dává dva vztahy, obdobné pri dopade správa. Z tohto je zřejmé, že 
jeden kvadratický vzťah nemóže byť ekvivalentný dvom vzťahom lineárnym. 

Ak máme len dielektrika bez úplného odrazu, zo zákona zachovania energie 
a zo vztahu (12) alebo (16) vyplývajú po úpravě rovnaké vztahy. V ostatných prí-
padoch (aj v případe dielektrik s úplným odrazom, kde niet absorpcie) nemožno 
identitu (12) alebo (16) energeticky interpretovat'. Touto otázkou sa zaoberá aj člá-
nok [6]. 

Autor týchto riadkov sa domnieva, zeje to spósobené nespojitosťou transformácie 
—v- —> 

t -> — t (resp. m -» — m*). Nespojitým transformáciám v klasickej teorii neodpovedá 
žiadny zákon zachovania (porov. napr. [18]). Je známe, že spojitej transformácii času 
odpovedá zákon zachovania energie. 

Závěr 

Autor v závěre ďakuje prof. A. Vašíčkovi, svojmu školitelovi, cioc. I. Šantavému 
a dr. Z. Knittlovi, ktorí s ním o týchto problčmoch diskutovali a umožnili mu studium 
svojich ešte neuverejnených práč a vedeckej korešpondencie o týchto problémoch. 

V článku [2, 3, a 6] sa hovoří o výsledkoch kandidátskej dizertačnej práce autora 
ako o práci, ktorá má byť publikovaná. Vzhladom na to, že v priebehu času sa v tomto 
probléme dosiahol značný pokrok právě vďaka ve Trn." intenzívnej diskusii, ktorej 
sa okrem spomenutých odborníkov zúčastnil aj P. G. Kard z Tartu (Estonská SSR), 
pokusil sa autor analyzovat' nové problémy, ktoré vyplynuli z tejto diskusie, pretože 
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výsledky odvodené v auíorovej kandidátskej dizertačnej práci sú len zvláštnym prí-
padom (jednoduché rozhranie dvoch íubovoíných prostředí) všeobecnej sústavy 
tenkých vrstiev; tento případ sa rieši v článkoch [4, 5 a 6]. 

Poznámka. V prostředí so zápornou vodivosťou je aj absorpcia záporná. Záporná (indukovaná) 
absorpcia je nevyhnutná pre činnosť maserov, ktoré sa pre optické frekvencie nazývajú aj lasery 
[pozri napr. Albekov P. S., Pesin M. S., Fabelinskij I. L., ŽETF 39 (1960), 892, Schawlow A. L., 
Fizikai Szemle XI, 1961, 263 a Šantavý J., Jemná mechanika a optika VII (1962), 172]. 
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Vysoké] školy poínohospodárskej 
v Nitře 

ПРИНЦИП ОБРАТИМОСТИ И РЕФЛЕКТИВНОСТИ 

В ОПТИКЕ ТОНКИХ СЛОЕВ 

Ладислав Д у н а й с к и 

Р е з ю м е 

В статье разбыраются вопросы связанные с принципом обратимости и рефлексивности, 

которые вытекали из дискуссии в статьях [1—10]. Соответствующие преобразования приве­

дены в таб. 1; а) и Ь) означает принципы обратимости, с) и а1) принципы рефлексивности. Из 
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этих преобразований вытекают соотношения (16) и (17). Показано, что преобразования а)—с1) 

противоречат второму началу термодинамики. Тождества (16) и (17) все таки правильны. Это 

объясняется на основе статистического смысла второго начала термодинамики. Затем ре­

шается вопрос, почему надо различать между собой инвариантности а) и Ь) и аналогично 

с) и (1) и вопрос законности названия принцип или теорема. Когда нет поглощения, обобщен­

ный принцип обратимости переходит в классический принцип обратимости. В общем из закона 

сохранения энергии и принципа обратимости и после преобразования вытекают разные соот­

ношения. Это причинено прерывностью преобразования / > —/ ( т > т * ) . 

P R I N C I P L E O F R E V E R S I B I L I T Y A N D R E F L E X I B I L I T Y 

IN O P T I C S O F T H I N F I L M S 

-• Ladislav D u n a j s k y 

S u m m a r y 

In the paper the questions connected with principle of reversibility and reflexibility arisen from 

discussion in papers [1]—[10] are analysed. Corresponding transformations are shown in table 1; 

a) and b) is principle of reversibility, c) and d) is principle of reflexibility. These transformations 

after adjustement give relations (16) and (17). It is shown that transformations a) — d) contradict 

the second law of thermodynamics. The identities (16) and (17) are right however. This can be 

explained on the basis of the statistical interpretation of the second law of thermodynamics. Further 

the question is solved why distinguish invarioances a) and b), resp. c) and d) between themselves 

is necessary, and the question of raison d'etre of name principle or theorem. If no absorption is 

present generalized principle of reversibility changes into classical principle of reversibility. In 

general, form law of conservation of energy and principle of reversibility different relations also 
—> —> 

after adjustment follow. This is caused by discontinuity of transformation t -> — t (or m --> m * ) . 
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