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[YlATKMATíCKO-FYZIKAL/NY ČASOPIS SAV. XII, 4, 1962 

NEOSCILATORICKÉ RIEŠENIA 
ISTEJ NELINEÁRNEJ DIFERENCIÁLNĚ.! ROVNICE 

DRUHÉHO RÁDU 

ŠTEFAN BELOHOREC, Bratislava 

V práci [1] našiel F. V. Atkinson postačujúcu podmienku na to, aby všetky rie-
šenia rovnice 

/ + j(.x)v2" + l = 0 (a) 

[/(x) > 0, spojitá pre x _ 0, w _ 1 prirodzené číslo] boli neoscilatorické. J. Jones 
v [2] zovšeobecnil jeho výsledok pre rovnicu 

/+I/(.v)r í + ' = o [ji) 
i - i 

[f(x) _ 0 (/ = 1, 2, ..., n) spojité pre x _ 0, fk(x) > 0 pre nějaké k]. 
V prácach [3] a [4] boli odvodené nutné a postačujúce podmienky na to, aby 

existovalo aspoň jedno neohraničené neoscilatorické riešenie rovnice (a) a aspoň 
jedno ohraničené neoscilatorické riešenie. Tvrdenia týchto viet zostanú zachované 
aj pre diferenciálnu rovnicu (/?), v ktorej exponenty 2/ + 1 (i = 1,2, ..., n) nahra­
díme číslami N. > 1, pričom o IV. předpokládáme, že N. = pjq{ (i = 1,2, ...,«.), 
kde p. a q. sú nepárne prirodzené čísla. 

Cielom tejto práce je nájsf takéto podmienky pre rovnicu 

>•"+ Z/ ř(-v)/' = 0, (1) 
/ = 1 

ak J.(x) = 0 pre x = c a 0 < N. < 1. 

Riešenie }'(x) rovnice (1) budeme nazývaf oscilatorickým, ak má aspoň jeden nu­
lový bod v intervale (x, oo) pre 1'ubovol'né x. 

V ďalšoin sa budeme zaoberať iba regulárnymi riešeniami rovnice (1), t, j . takými 
riešeniami y(x), ktoré sú definované v celom intervale (0, oo) a majú tam spojitú 
derivaci u. 

Každé takéto riešenie y(x) =j= 0 rovnice (1) má nanajvýš jednoduché nulové body, 
vyjmúc případ, v ktorom množina nulových bodov nějakého riešenia má hromadný 
bod v konečné. Keby riešenie y(x) ^ 0 v nejakom bode x0 splňovalo počiatočné 
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podmienky y(x0) = y'(x0) = 0, potom z rovnice (I) dostaneme pře isté okolie zíava 
(podobné správa). 

v(v) = - ( í--v)EЯ0/'( ' )d/. 

čo vedie k sporu. Ak naf.(x) (i = 1,2 rí) dáme ďalšie podmienky, napr.ffx) = 0 
resp. f/Cx) = 0 (/ — 1,2 /?), žiadne riešenie y(x) ^ 0 nemá hromadný bod nulo­
vých bodov v konečné, čo vidieť z dókazu vety 1. a 2. 

Veta 1. NLr// 0 < N. < 1 (/ = 1, 2, ..., n) # HOO/z N. = p./</., kde/*. « -/,. 8lí ntpáme 
prirodzené čísla. Nech sií funkcie f.(x) (i = 1 , 2 , ...,«) nezáporné v intervale (0, oo) 
a majú v tomto intervale spojité derivácie f- (x) = 0 (/ = 1,2,..., /I), pričom existuje 
číslo c > 0 a index j tak, ze fj(x) < 0 pre x e (c\ oo). Označme {xm} (m = 1, 2, 3, ...) 
postupnost' nulových bodov riešenia y(x) a {x'm} (m = 1 , 2 , 3,...) postupnost' nulových 
bodov y'(x) v intervale (c\ co). 

Potom pre každé osci/atorické riešenie y(x) ^ 0 rovnice (1) platí, že postupnost' 
II y'(xm) I! Je klesajúca a postupnost' {\y(x'm)\} je rastúca. Ak okrem toho 

n 

y x/f(x)ux < o-, 
! = - - 1 

oofom každé riešenie y(x) ^ 0 rovnice (\) je neosci/atorické. 

D o k a ž . Nech je Kx) ^ 0 íubovoíné oscilatorickč riešenie rovnice(I). Násobme (I) 
yř(x) a integrujme v intervale <a, //> (a = O) dostaneme 

r'2(/>) - v'\a) + 2 X ./;(.v).rWí(.v) v'(.x)d.v = 0. 
J i --•• i 

Ak vypočítáme posledný integrál, máme 

y'2(b) - v ' 2 ( a ) + 2 X (N, + \ylMb)yN'< l(b) -
i= 1 

b 

- 2Í (/V, + \y\lia)ys']'Ui) = 2 £ (/V; + 1)' ' í j / ( . v ) / ' + \x)áx. (2) 

Položme a = x,„, b = xm+1, Pričom x,„ a x,řI+1 sú nasledujúcc nulové body riešenia 
y(x) také, že j/(x) > 0 V intervale (x,„, Y , „ + 1 ) . 
Potom z (2) dostaneme 

Xm -r 1 

/2(x„,+1) - /2(x,„) - 2 i (/v,. + n - j j/(.v)/'+1( 

Z posledného vyplývá, že | / U m + i ) I < I / C O |. 
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Ak položíme a = x'nn b = xw+1, pričom xw, xw+1 sú nasledujúce nulové body y'(x) 
také, že x,'n e ( x w , xm+i), z (2) dostaneme 

í (/V; + 1 ) - l / ř ( ^ + 1 ) / ' + 1 (x; + 1 ) - Í (Ni + \)-lftix'm)yN<+l(x'm) = 

= I ('V,-+ IГ //(.v)/'+ ,(.v)d.v (3) 

Pridajme k obom stranám (3) výraz 

- I (",+ i)" 1/^;,,,,)/'"^/,,). 
i= 1 

Po úpravě dostaneme 

Í (!vf + i) ' / ( / , + , ) [ / ' + '(/,+,) - / ' + l 0 O ] = 
/ ^ 1 

- V ' m + 1 

- Z i ^ + í ) " 1 f y/(A)[/'+l(.v)-/,+,(.v:yjd.v. 

Pretože f'(x) S 0, potom je | y(xj | < | y ( x w + 1 ) | . Kebv | > v x w ) | ^ | y ( A w + 1 ) | , 
potom by nutné existovalo x0 e (xw, x'm+]) také, že | y(x0) I > I y(x'J | , co je spor. 
Tým sme dokázali, že postupnost' {| ý(xj |} (m = 1, 2, 3, ...) je klesajúca a postup­
nost* {| y(x'J |} (/w = 1, 2, 3, ...) je rastúca. 

Integrujme rovnicu (i) v intervale <x, xw>, pričom xe(xw,xw+1), dostaneme 

/(•*) = | Z /( ')/ '( ' ) dř. 
í = 1 

Z poslednej rovnosti po integrácii v intervale <xw ? xw> dostaneme 

У(/„) = c-л m ) i ;/( t)/ ' ' (/)d/ ( ' - A m ) Z /'(.v,'„)/(í)dř. (4) 

Je zřejmé, že existuje index p tak, že pre lubovoíné / = 1, 2, ..., n platí yNi(x'J :g 
-š yNp(x'J- Zo (4) dostaneme 

i ^ / r l w ( t-v,„) Z / ř ( t ) d / < 

,;,)/ < / r l W I # ) < i * < c Z л/(лjdл. 
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pretože postupnost {| y(xw) \ N''~J} (m = 1, 2, 3, ...) je klesajúca. Stačí teraz voliť m 
dostatočne velké, potom nerovnosť (4) vedie k sporu. Teda riešenie y(x) je neoscila-
torické. Tým je tvrdenie vety dokázané. 

Veta 2. Nech je N. (i = 1, 2, ..., n) také isté ako vo vete 1. Nech sú funkcie f.(x) 
(i = 1, 2, ..., n) nezáporné v intervale (0, oo) a majú tam spojité derivácie //(x) — 0, 
pričom existuje číslo c > 0 a index j tak, že f-(x) > 0 pre x e (c, oo). Potom sú všetky 
riešenia rovnice (1) ohraničené a pre každé oscilátorické riešenie y(x) ^ 0 platí, že po­
stupnost' {| yX-O 1} (m = 1, 2, 3, ...) je rastúca a postupnost' {\ y(x'm) |} je klesajúca. 

D ó k a z . Nech je y(x) ^ 0 oscilatorické riešenie rovnice (1). Potom je nerovnosť 
I y'(xm) I < ly'(Am+i) I zřejmá. Pripočítajme k obom stranám (3) výraz 

t (/v,.+ i)-l/;(x;„)/i+1(-<„,,)-
.• ' = 1 

Po úpravě dostaneme 

I (N,. + lr\ax^[yN^\x:„+i) - yN' + 1(x'a)] = 

Kл',+ 1)"1 
//(.x)[/'+Чx)-r'+ч-v;и+,)]d.v 

Pretože //(x) ^ 0, potom je | >'(xm) > | y(xw+í) | z dóvodov ako vo vete (1). Tým 
sme dokázali, že postupnost' {|y(-v,'„)|} (m = 1,2,3, ...) je klesajúca a postupnost' 
{\ y'(xw) |j (m = 1, 2, 3, ...) je rastúca. Pretože //(x) ^ 0 (/ = 1,2, ..., n), potom 

x n 

i X A V ' / , C V ) ^A" = °°' t e ^ a P°dra [5] všetky riešenia rovnice (1) sú oscilatorické 
i= i 

a podía predchádzajúceho sú ohraničené. 

V ďalšom uvedieme rovnicu tvaru (1), ktorá má oscilatorické aj neoscilatorické 
riešenie. Je to rovnica 

j ' " + . v - , 3 + N , / V ' = 0. (5) 

U tejto rovnice nie sú splněné postačujúce podmienky z vety 1. preto, aby všetky 

riešenia boli neoscilatorické. Ďalej vidíme, že f x x~{3 + N)/2 dx < oc, čo je podlá [5] 
postačujúca podmienka pre existenciu aspoň jedného neoscilatorického riešenia 
rovnice (5). Z dókazu vety v [5] vyplývá, že každé riešenie y(x) rovnice (5), ktoré pre 
dostatočne vefké a splňuje počiatočné podmienky y(a) = 0, y'(a) = 1, je neoscila­
torické. Okrem neoscilatorického riešenia tohto druhu možno nájsť i také riešenie 
rovnice (5), ktoré nemá v intervale (0, oo) žiaden nulový bod. Hladajme riešenie 
rovnice (5) v tvare 

y(x) = xllu(\g x). 
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Po tejto transformaci, rovnica (5) přejde do tvaru 

« + (2/i - l)ti + Pifi -\)u+ e'<»-ini>-V2)uN=0 

dw 

Položme ft = 1/2, dostaneme 
u - l/4u + uN = 0. (6) 

Yidieť, že posledná rovnica má riešenie u(t) -= 41/(i~N\ teda Xx) = 4 1 / ( 1 _ i v ) x 1 / 2 je 
riešením rovnice (5). Toto riešenie je neoscilatorické a v intervale (0, oo) nemá nulový 
bod. 

Nech je u(t) riešenie rovnice (6) také, že 

u(a) = 0, ů2(a) < [2/(N + 1) - 1] 4 ( 1 + i y ) / ( 1 " N ) . 

Ukážeme o ňom, že je oscilatorické. Vynásobme (6) ú(t) a integrujme v intervale 
<a, l>; dostaneme 

ů\t) = | « 2 ( ř ) - jR2—uK + 1(t) + ii\a). (7) 

Z poslednej rovnice vidieť, že pre toto riešenie platí 

- 4 1 / ( 1 - N ) < u ( ř ) < 4 1 / ( 1 - ^ 

V opačnom případe by existoval bod t0 > a tak, že u(t0) = 4l/O-tf) Toto však vedie 
k sporu, pretože ii2(a) < [2/(N + 1) - 1] 4 ( 1 + N ) / ( 1 - N ) . Nech b > a je další nulový 
bod riešenia u(l). V tomto bode t/2(b) = ti2(a), čo je zřejmé z rovnice (7). Predpo-
kladajme, že l* je posledný nulový bod riešenia u(t) a nech je u(t) > 0 v intervale 
(t*, oo). Potom zo (6) dostáváme, že u(t) je v intervale (l*, oo) konkávnou funkciou. 
Existuje teda lim u(t) = u0 [ — u(t) je tiež riešenie rovnice (6)]. Z rovnice (6) je ďalej 

ř->oo 

zřejmé, že u0 = 4í/(l~N\ a z rovnice (7) zasa vyplývá 

u » + [l -2/(1 + N ) ] 4 ( 1 + N ) / ( 1 " N ) = 0, 

čo je spor s predpokladom, ktorý sme položili na počiatočné podmienky. Riešenie u(t) 
je teda oscilatorické a pretože y(x) = xxl2u(t), aj y(x) je oscilatorické riešenie rov­
nice (5). Tým je dokázané, že rovnica (5) má aspoň jedno oscilatorické riešenie. 

V nasledujúcich dvoch větách sú odvodené nutné a postačujúce podmienky na to, 
aby exilovalo aspoň jedno ohraničené neoscilatorické riešenie rovnice (1) a aspoň 
jedno neohraničené neoscilatorické riešenie. 

Veta 3. Nech je N. (i = 1, 2, ..., 77) také isté oko vo vete 1. Nech sú funkcief.(x) 
nezáporné a spojité v intervale <0, 00). Potom existuje ohraničené neoscilatorické rie­
šenie rovnice (1) v tedy a len vtedy, keď 

00 

í X xfi(x)dx< 00. 
= 1 
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D o k a ž . 1. Nech je a < b. Integrujme rovnicu (1) najskór v intervale <x, b>, potom 
v intervale <a, x>; dostaneme 

y(x) = y(a) + ý(b)(x-á) + 

+ 
U A. 

(-v-fl)Í íf,{t)yNl(t)dl+ t f(/-a)f(0/'(0dť 
í = l J i = l J 

(8) 

Nech je y(x) ohraničené neoscilatorické riešenie rovnice (1) také, že pre x > a je 
0 < y(x) _ K [-y(x) je tiež riešením rovnice (1)]. Potom z (8), pretože y(a) = 0 
/ (b ) > 0, máme 

Лľ è ><-*) £ £ (ř - a ) j ( ( 0 / ' ( 0 d t è M X ( í - a ) j i ( O d ř , 

kde M = min yNi(a) (i = 1,2,..., n). Posledná nerovnost' zrejme platí pre íubovoíné 
x > a, a teda 

OO 

r n 
Y xf(A')dx < 00. 

i = 1 

2. Tvrdenie o postačujúcej podmienke bude dokázané, ak najdeme ohraničené 
neoscilatorické riešenie rovnice (1), za předpokladu, že platí 

OO 

J; Y xf(x)dx < oo. 
i=í 

Nech / Y xfi(x) dx < oo. Potom pre dostatočne velké a platí nerovnost' 
Ї = I 

X (x-a).f\(x)dx< \. 
J ' = 1 
a 

Zoberme integrálnu rovnicu 

y(x) = k+ ((t-a)£ f.(0 yNi0) át + {x - a) í £ f(0/'(0 dt, (9) 
i = 1 

pričom k je íubovoíné kladné číslo. Dokážeme, že táto rovnica má v intervale (a, oo) 
ohraničené riešenie y(x) > 0, ktoré je zřejmé riešením aj rovnice (1). 

Existencia ohraničeného riešenia y(x) rovnice (9) sa ukáže metodou postupných 
aproximácií. Definujme 

*(•*) = k 

Уm+l(x) = k + j('-".?,• fMy^Údt + (x-a) xf(oj;,'(odt, 

(m = 1,2,3, ...). 

,ЛY 
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Nech je K = max (1, 2k). Pretože pre x = a a. pre k = ym(x) _ K je 

kйym+Áx) k + K (t - а) £ /,.(t) dt + \(t - а) X f(t) dt У = 

k + K\(t-а)j^ f(t) dtSk + ^-^K. 
/= i 2 

To znamená, že postupné aproximácie sú ohraničené funkcie a pre m = 1, 2, 3, ... 
platí 

k = yjx) = K. 

Ďalej Tahko možno dokázať, že {ym(x)} (m = 1, 2, 3, ...) tvoria postupnost' rovno-
mocne spojitých funkcií v lubovolnom konečnom intervale. Pre pevné x > a je 
{ym(x)} (m = 1,2, 3, ...) rastúca postupnost*, čo sa tiež dokáže indukciou, pretože 
y2(x) > yi(-v) a pre m = 1, 2, 3, ... platí 

)WiW - yn{x) = | (t - a) £ f(l) [y^O - j ^ O ] dl + 
i = 1 

I f(t)[^;(t) ->•!!'- i(0]d/. + (л - £7) 
i = l 

Podlá Ascoliho vety postupnosť {y,„(x)} (m = 1,2, 3, ...) rovnoměrné konverguje 
k funkcii y(x) v lubovolnom konečnom intervale <a, b>. 

Nech je ?, > lubovoíne malé číslo, potom pre dostatočne velké h platí 

Уm+liPÒ ~k 

= (л 

(t - a) £ f,(t)y";(t) dt - (л- - a) £ f(tШt)dt 
• = i J І=I 

x 
00 00 

*) ľ í ЯÕУÍV) dtйK [(t -a)І Яt) dt 
J i=l J i=l 

< Є. 

Ak w —• oo, b -> oo, z posledného vyplývá, že 

.\" OO 

y(x) = k + ((t-á)£ f(t)yNi(t) át + (x-a)[t f«/'(t) dt. 
J i=l J i=l 
a x 

y(x) je teda riešením integrálnej rovnice (9). Tým je veta dokázaná. 
P o z n á m k a 1. Z druhej časti dókazu vidieť, že rovnica (9) a teda aj rovnica (1) 

má ohraničené neoscilatorické riešenie vychádzajúce z bodu (a, k), pričom k > O je 
lubovoíne a a dostatočne velké číslo. 
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P o z n á m k a 2. Tvrdenie vety 3 platí aj pre N. = 1. Keby bolo N. tvaru ako vo 
vete 1, pričom N. > 1, potom existenciu takýchto riešení možno dokázaf iba pre 
0 < k < \. Ak žiadame existenciu kladného neoscilatorického riešenia, potom 
veta 3 platí pre [libovolné N. > ( ) ( / = 1,2,3,..., n). 

Veta 4. Nech je N. > 0 (/ = 1, 2, ..., n) íubovoíné reálné číslo.. Nech junkcie j.(x) 
majú tie isté vlastnosti ako vo vete 3. Potom existuje neohraničené neoscilatorické 
riešenie rovnice (1), pre ktoré platí y(x) — c0x(c0 > 0) vtedy a len vtedy\ ked 

cc 

|ïл-л'j;(л-)dл< 0 0 . 

D ó k a z . 1. Nech je y(x) riešenie rovnice (1), pre ktoré platí y(x) ~ c0x (c0 > 0). 
Potom existujú čísla A > O a b tak, že y(x) > Ax pre x §: b. Pre takéto x máme 

Ífl{x)yN,(x)>B£fl(x)xNl, 
í = 1 í = 1 

pričom B = min ANi (i = 1, 2, ..., n). Z rovnice (1) dostaneme 

y'(b) = y'(x) + ! t f,{t)yN\t) dt ^ y'(x) + B \ £ MO t"> dt. 
h h 

Je zřejmé, že j/(x) je klesajúca funkcia, pretože>'(x) > 0. Existuje teda lim y'(x) = c0 . 
.V~> X 

Z poslednej nerovnosti vyplývá, že 

y(b)^c0 + B(tfMtNldt 
h 

platí pre íubovoíné x. Tým je dokázaná existencia integrálu 

o 

Jtл-^Wdл-. 

2. Nech j Y< xNifi(x)dx < CSJ. Nech je v, > 0 íubovoíné malé. Potom existuje 
i = i 

číslo a tak, že 
00 

' t xN%(x) dx < r.. 
l = 1 

Zoberme riešenie y(x) rovnice (1), ktoré v bode a má y(a) = O, y'(a) ^ I, ak je 
O < N. < 1. V případe N. ^ 1 berme y(a) = O, y'(a) ^ 1. Toto riešenie v intervale 
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(a, oo) nemá nulový bod. Připusťme, že to nie je pravda a označme znakom b najmenší 
nulový bod riešenia y(x) v intervale {a, oo). Riešenie y(x) v intervale (a,b) splňa 
nerovnost 

y(x) = y'(a)(x - a), 

pretože je tam konkávnou funkciou. Z rovnice (1) dostaneme 

y'(a) = y(x) + Zfiimyian^it-a^dtš 

= i 

g y'(x) + ý(a) Í I f(A-)(.v - a)N< dx š y'(x) + y'(a) e, 

a 

t - J . 
y'(a)(\ - e) =y'(x). (10) 

Pretože e > 0 bolo íubovofne malé, posledná nerovnosť vedie k sporu. Teda riešenie 
y(x) nenadobúda v intervale (a, oo) nulový bod, t. j . je neoscilatorické. Pretože y'(x) 
je klesajúca funkcia a podfa (10) je zdola ohraničená, musí platiť lim y'(x) = c0 > 0, 

x >-oc 
l- j - y(x) ^ '̂ox- T ý m J e v e t a dokázaná. 

P o z n á m k a 3. Z viet 3 a 4 vidieť, že ak je 0 < N. < 1 (i = 1, 2, ..., n), potom 
existencia ohraničeného neoscilatorického riešenia implikuje existenciu riešenia 
y(x) ~ c0x(c0 > 0). V případe N. = 1 (i = 1, 2, ..., n) platí aj opak. Pre N. > 1 
(/ = 1,2, ...,«) existencia riešenia y(x) ~ c0x implikuje existenciu ohraničeného 
neoscilatorického riešenia. 
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N O N O S C I L L A T O R Y S O L U T I O N S O F A C E R T A I N N O N L I N E A R 

D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N O F T H E S E C O N D O R D E R 

Stefan B e l o h o r e c 

S u m m a r y 

In this paper are studied some properties of the nonlinear differential equation 

j " + Xf(A-)/' = o, 

where 0 < N- < 1 and N- (i == 1, 2, ..., //) is supposed to be equal to Nf 

integers. There are four theorems proved. 
p,•/</,-, Pi and qx are odd 

Theorem 1. Let the functions fj-(x) (i 1, 2, ..., //) be nonnegative in the interval (0, oo) and let 

them have there continuous derivativesf; (N) > 0, where an index j and a number c > 0 exist in such 

a way, that fj(x) < 0 in the interval (c, co). Let us denote {xm}, {xm} (m V 2, 3, ...) the sequences 

of points such, that y(xm) = 0, y\xm) - 0 for some solution. 

Then for every oscillatory solution y(x) ^~ 0 of the equation (1) the sequence {! y'U",,,) IJ is 

decreasing and the sequence {| y(xm) |J is increasing. If we add 

£ xfi(x)dx < co. 

then every solution y(x) ^ 0 of the equation (1) is nonoscillatory. 

Theorem 2. Let the functions f(x) (i V 2, ..., //) be nonnegative in the interval (0, co) and let 

them have there continuous derivatives f (x )^0 , where a number c > 0 and an index j exist in such 

a way, thatfj(x) > 0 in the interval (c, oo). Then all solutions of the equation (1) are bounded and 

for every oscillatory solution yOt) i£ 0 of the equation (1) the sequence {| y'(xm) |} (/?? ^- 1 ,2, 3, ...) 

is increasing and the sequence {I (xm) |) is decreasing. 

Theorem 3. Let the functions f{(x) (i - V 2, ..., //) be nonnegative and continuous in the interval 
(0, co). Then a bounded nonoscillatory solution of the equation (1) exists if and only if 

]ľ xfi(x)dx < oo. 

Theorem 4. Let N. > 0 (i ~- 1, 2, ..., //) be arbitrary real numbers. Let the functions f\(x) be 
nonnegative and continuous in the interval (0, oo). Then there exists an unbounded nonoscillatory 
solution of the equation (1), for which y(x) ~ c0x (CQ > 0) if and only if 

£> я,ftx)àx< сo. 
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