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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPLS SAV, XII, 4, 1962

NEOSCILATORICKE RIESENITA
ISTEJ NELINEARNEJ DIFERENCIALNEJ ROVNICE
DRUHEHO RADU

STEFAN BELOHOREC, Bratislava

V praci [1] nasiel F. V. Atkinson postacujicu podmienku na to, aby vsetky rie-
Senia rovnice
y// +j(x) —“211+1 — O ((Z)

[f(x) > 0, spojita pre x = 0, n = | prirodzené ¢islo] boli neoscilatorické. J. Jones
v [2] zovSeobecnil jeho vysledok pre rovnicu

VoY )y =0 (#)
i=1

[f(x) 20 (@G =12, .. n)spojité¢ pre x = 0, f(x) > 0 pre nejaké kJ.

V pracach [3] a [4] boli odvodené nutné a postacujice podmienky na to, aby
existovalo aspofi jedno necohraniéené neoscilatorické rieSenie rovnice (¢) a aspon
jedno ohranicené necoscilatorické rieSenie. Tvrdenia tychto viet zostanll zachované
aj pre diferencialnu rovnicu (f8), v ktorej exponenty 2i + 1 (i = 1,2, ..., n) nahra-
dime ¢islami N, > 1, priCom o N, predpokladdme, Zze N, = p /g, (i = 1,2, ..., n),
kde p, a g, st neparne prirodzené Cisla.

Cielom tejto prace je najst takéto podmienky pre rovnicu

Yo Y o=, (D
i=1
ak f(\) 2 0prexzca O0O< N, <L

Ricsenie y(x) rovnice (1) budeme nazyvat oscilatorickym, ak ma aspon jeden nu-
lovy bod v intervale (x, oo) pre Tubovolné .

V dalsom sa budeme zaoberat iba regularnymi ricseniami rovnice (1), t, j. takymi
rieSeniami y(x), ktoré su definované v celom intervale (0, o0o) a maji tam spojita
derivaciu.

Kazdé takéto rieSenie y(x) £ 0 rovnice (1) ma nanajvys jednoduché nulové body,
vyjmuc pripad, v ktorom mnoZina nulovych bodov ncjakého rieSenia ma hromadny
bod v konecne. Keby rieSenic y(x) % 0 v ncjakom bode x, splitovalo pociatoéné
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podmienky y(xo) = 1'(xy) = 0, potom z rovnice (1) dostaneme pre isté okolie zlava
(podobne sprava).
\ .\"ll "
v(x) = --J (1= x) Y fin) Y™ du.
=

X

¢o vedie k sporu. Ak na f(x) (i = 1,2, ..., n) dame dalSie podmienky. napr. f/(x) = 0
resp. f{(x) £ 0 (i = 1. 2.....n). ziadne rieSenie p(x) £ 0 nema hromadny bod nulo-
vyeh bodov v konecne. ¢o vidiel z dokazu vety 1. a 2.

Vetal. NecchO < N < 1 (i= 1,2, ...n)anech N, = p |y . kdep, aq,sinepdrne
prirodzené Cisla. Nech sii funkcie f(x) (i = 1,2....,n) nezdporné v intervale (0, o)
a majii v tomto intervale spojité derivdacie 1 (x) < 0 (i = 1,2, ..., n). pricom existuje
cislo ¢ > 0 a index j tak, Ze f/(x) < 0 pre x € (¢, w). Oznacme {x,,} (m = 1,2,3,...)

’

Y(m = 1,2, 3,...) postupnost nulovych

mj

postupnost nulovych bodov riesenia y(x) a |.
bodov y'(x) v intervale (c. oo).

Potom pre kazdé oscilatorické riesenie y{(x) = 0 rovnice (1) plati, Ze postupnost
U3 () 1 je klesajiica a postupnost { | y(x,)|) je rastica. Ak okrenm toho

r

n
f 2ol dy < e,
i=1

notom kadé riesenie y(x) = O rocnice (1) je neoscilatorickd.
Dokaz. Nech je y(x) £ 0 fubovolIné oscilatorické ricsenie rovnice (1). Nasobme (1)
3'(x) a integrujme v intervale (a.h) {a = ¢) dostancme

b

VA(b) = v a) + 2f Y ) M) () dx = 0,
i=1

a

Ak vypoc¢itame posledny integral. mame

n

yAbY =y Ha) + 2 3 (N D)) N (b) —

i=1

n

b
— 2i (Ni+ 1) Pia) N ) = YN+ 1) lfj}'(.\)_;,'w‘* '(.\‘)d.\'. 2)

i=1 i=t

i
(8]

Poloime a = X,» b = X, (, PHICOM X, @ X, 1y S0 nasledujice nulové body rieSenia
y(x) také, 7e p(x) > 0 v intervale (X, X4 ).
Potom z (2) dostaneme

Xm ot

,V/z(xm-w]) - ylz(xm) =2 = (Ni + i)_lf Jl/(\) -"‘Ni ' l(x)d-\

Xm

Z posledného vyplyva, ze | y'(x,+ 1) | < [ Y (xX) |-
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Ak polozime a = x,,. b = X, pricom x,,, X, ., st nasledujice nulové body y'(x)
také, 7e x), € (Xp. X4 1) 7 (2) dostaneme

n

Z (N + /(‘(:nkl)y 1+1()‘1114-1) Z (1\' + ‘) ( m) N Fl(xrn) -

i=1

X1
n

= Z (N; + ”J f /ri/(x))’Nﬁ](X)d‘\:' (3)

Xm

Pridajme k obom stranam (3) vyraz

=2 (N 1) il Y ).
i=1

Po Gprave dostancme

n

L (Ni + I ) - I‘i.i(xnln + l) [)'NH I('V;rx+ 1 ) N i /n)]

i=1
X1
it
Y Gy 1 o - N+t Nit 1, o .
= 2_ (‘\‘i + I) J\ fz(\) LV (\) = \‘\m)_; dx.
i1
X
Pretoze //( \.) pOiOn‘] jC l V(\‘:n)| < I.}.('\Af,n'kl) l Keby I)”('\-l/n) | é |.}}('\.Illl+1) la
potom by nutne CXi‘lOVdIO Xo €, Ny ) také, Ze | y(xo) | > | p(x)) |, Co je spor.
Tym sme dokazali, Ze postupnost {| y(x,) |} (m = 1,2, 3, ...) je klesajuca a postup-
nost {| p(x,) |} (m = 1,2,3,...) je rastica.
Intcgrujme rovnicu (i) v mlgrvale (X, X, pricom x e (x,. X, ). dostaneme
X'
n
Y Al
i=1
X
Z poslednej rovnosti po integracii v intervale {x,,, x,,» dostaneme
X’ m X m
-V(X'/") = j‘ \l”) Z f ’).V (’) d’ f - l" Z ) (Y"l j(t)dt (4)
i=1
Xm Am

Je zrejmé, Ze existuje index p tak, Ze pre lubovolné i = 1,2, ..., n plati pVi(x)) <
< y¥r(x,,). Zo (4) dostaneme

X' m
n

l é pr— l('\"l’n)J‘ ’" Z t) dt <

X

0

< M x) f Y xf(x)dx < C i xfi(x)dx,

Xm Xm
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pretoZe postupnost {| y(x,) | V7' (m = 1,2, 3, ...) je klesajtica. Sta&i teraz volit m
dostatocne velké, potom nerovnost (4) vedie k sporu. Teda rieSenie y(x) je neoscila-
torické. Tym je tvrdenie vety dokazané.

Veta 2. Nech je N, (i = 1,2, ..., n) také isté ako vo vete 1. Nech si funkcie f(x)
(i = 1,2, ..., n) nezdporné v intervale (0, c0) a maji tam spojité derivdcie f;(x) = 0,
pricom existuje cislo ¢ > 0 a index j tak, Ze f[(x) > 0 pre x € (¢, ). Potom sii vSetky
rieSenia rovnice (1) ohrani¢ené a pre kazdé oscilatorické riesenie y(x) £ 0 plati, Ze po-
stupnost {| y'(x,) |} (m = 1,2, 3, ...) je rastiica a postupnost {| y(x,,) |} je klesajica.

Dokaz. Nech je y(x) & 0 oscilatorické rieSenie rovnice (1). Potom je nerovnost
[V (x| <Y (xne) | zrejma. Pripocitajme k obom stranam (3) vyraz

n

> (Ng+ D)7 i) M ).

e

Po tdprave dostaneme

n

Z (Nl + I)-- l./}('\-:rr) [A“Nﬁ— ]('Y:11 + l) - },NNL 1(_\.’/")] =

i=1

X+t

i (N 1) j SO DY) = M s )] d
i=1

X

Il

Pretoze f{(x) = 0. potom je | p(x,,) > | ¥(x,,+1) | z dovodov ako vo vete (1). Tym
sme dokazali, Ze postupnost {| y(x,) |} (m = 1,2,3,...) je klesajuca a postupnost
y'(x,) |} (m=1.2.3,..)) je rastGca. Pretoze f/(x)=0 (i = 1.2, .... n), potom

£on
| Y ANif(x)dx = o0, teda podla [5] vetky rieSenia rovnice (1) su oscilatorické
Ti=1
a podla predchadzajuceho st ohranicené.

V dalSom uvedieme rovnicu tvaru (1), ktora ma oscilatorické aj ncoscilatorické
riesenie. Je to rovnica

"

) + -\.~(3 +ND/2}_N = 0. (5)

U tejto rovnice nie su splnené postacujice podmienky z vety 1. preto, aby vsetky
’
ricSenia boli ncoscilatorické. Dalej vidime, Ze [ XV TOINI2 gy < o, Co je podla [5]
postatujuca podmienka pre existenciu aspon jedného neoscilatorického riesenia
rovnice (5). Z dokazu vety v [5] vyplyva, Zc kazdé rieSenie y(x) rovnice (5), ktoré pre
dostatocne velké a spliuje pociatoéné podmicnky y(a) = 0, y'(a) = 1, je neoscila-
torick¢é. Okrem ncoscilatorického ricsenia tohto druhu mozno najst i také riesenic
rovnice (5), ktoré nema v intervale (0, ov) Ziaden nulovy bod. Hladajme riesenie
rovnice (5) v tvare
p(x) = xu(lg x).
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Po tejto transformacii rovnica (5) prejde do tvaru

i+ (2F = 1)i + BB — D+ ®DEU2N g

Polozme f# = 1/2, dostaneme
u— 1/4u + u" = 0. 6)

Vidiet, Ze posledna rovnica ma rieSenie u(f) = 4/ ™™, teda y(x) = 41 "Mxl/2 je
rieSenim rovnice (5). Toto rieSenie je neoscilatorické a v intervale (0, c0) nema nulovy
bod.

Nech je u(r) rieSenie rovnice (6) také, Ze

u(a) =0, {,2((1) <[2/(N +1)-1] 4UANIA-N)

UkaZeme o fiom, Ze je oscilatorické. Vynasobme (6) u(f) a integrujme v intervale
{a, ty; dostaneme

(1) = () (Ti—l)uN“(t) + i%(a). 7

Z poslednej rovnice vidiet, Ze pre toto rieSenie plati
— 4NN <y (1) < 41,

V opa¢nom pripade by existoval bod t, > a tak, Ze u(ty) = 4"/"* ™. Toto viak vedie
k sporu, pretoze u*(a) < [2/(N + 1) — 114NN Nech b > a je dal§i nulovy
bod rieSenia u(f). V tomto bode u*(b) = u*(a), ¢o je zrejmé z rovnice (7). Predpo-
kladajme, Ze t* je posledny nulovy bod rieSenia u(f) a nech je u(¢) > O v intervale
(t*, 00). Potom zo (6) dostavame, Ze u(t) je v intervale (1*, o0) konkavnou funkciou.
Existuje teda lim u(t) = uy [—u(r) je tieZ rieSenie rovnice (6)]. Z rovnice (6) je dalej

>0

zrejmé, 7e u, = 4" "N a z rovnice (7) zasa vyplyva

i (a) + [1 = 2/(1 + N)J4*TNa=m_ o

¢o je spor s predpokladom, ktory sme polozZili na pociato¢né podmienky. RieSenie u(r)
je teda oscilatorické a pretoZe p(x) = x"?u(t), aj y(x) je oscilatorické rieSenie rov-
nice (5). Tym je dokazané, Ze rovnica (5) ma aspoii jedno oscilatorické riesenie.

V nasledujticich dvoch vetach st odvodené nutné a postacujice podmienky na to,
aby exitovalo asponi jedno ohranicené neoscilatorické rieSenie rovnice (1) a aspoii
jedno neohranicené neoscilatorické rieSenie.

Veta 3. Nech je N, (i = 1,2, ..., n) také isté ako vo vete 1. Nech st funkcie f(x)
nezdporné a spojité v intervale {0, c0). Potom existuje ohranicené neoscilatorické rie-
Senie rovnice (1) vtedy a len vtedy, ked

[es}

i xfi(x) dx < co.
i=1
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Dokaz. 1. Nech je a < b. Integrujme rovnicu (1) najskér v intervale {x, >, potom
v intervale <a, x); dostaneme
¥(x) = y(a) + y'(b) (x — a) +

X

b )
+(x—a) ), jf,(l) v de+ Y | (1 = a)f0) yN(r) de. ()
i=1 i=1
Nech je y(x) ohranicené neoscilatorické rieSenie rovnice (1) také, Ze pre x > a je
0 < y(x) < K [-y(x) je tiez rieSenim rovnice (1)]. Potom z (8), pretoZe y(a) = 0
¥'(b) > 0, mame

RY
n

K20z Y |- ol odzm z f(r — a)f()dt,

i=1
a a

kde M = min y"i(a) (i = 1, 2, ..., n). Posledna nerovnost zrejme plati pre TubovoIné
X > a, a teda

f Zn xf(x)dx < 0.
i=1

2. Tvrdenie o postacujicej podmienke bude dokazané, ak najdeme ohranicené
neoscilatorické rieSenie rovnice (1), za predpokladu, Ze plati
o0

L

3 xf(x)dx < co.
=1

soon

Nech / Y xf(x)dx < co. Potom pre dostatone velké a plati nerovnost
i=1

i=1

J i (x —a) /(x)dx < §.

Zoberme integralnu rovnicu
yx) =k + f(t —a) ) f(OYV(Ddi+ (x —a) | Y ) yV@)dr, )
i=1

i=1
a X

pricom k je Tubovolné kladné ¢islo. Dokazeme, Ze tato rovnica ma v intervale (a, )
ohranicené riesenie y(x) > 0, ktoré je zrejmé rieSenim aj rovnice (1).

Existencia ohrani¢eného rieSenia y(x) rovnice (9) sa ukaze metédou postupnych
aproximacii. Definujme

) =k
Ymal) = k + f (1= a) YO0+ (= a) f ¥ 1050,

(m=1,2,3,...).
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Nech je K = max (1, 2k). PretoZe pre x = a a pre k < y,(x) £ K je

i=1 i=1

k€ yui(x) Sk + K{ J(r - a) if.-(t) dt +J(t —a) i.fi(t)dt} =

o

=k+KJ(t—a)‘if,-(t)dt§k+—2]£§]<.

i=1
a

To znamena, Ze postupné aproximacie su ohranicené funkcie a pre m = 1,2, 3, ...
plati

k < y,(v) £ K.

Dalej Tahko mozno dokazat, 7e {y,(x)} (m = 1,2, 3, ...) tvoria postupnost rovno-
mocne spojitych funkcii v Tubovolnom kone¢nom intervale. Pre pevné x > a je
{yu(¥)} (m = 1,2,3,..) rastica postupnosf, ¢o sa tiez dokaze indukciou, pretoZe
¥(x) > y(x) a pre m= 1,2, 3, ... plati

RY

Pmr 1(X) = ¥,(x) =f(r —a) Y f{O [y — ya (O] de +
i=1

o)

+ (x — a)J‘ G [y,”f,"(r) — (0] dr.
i

Podla Ascoliho vety postupnost {y,(x)} (m = [,2,3,...) rovnomerne konverguje
k funkcii y(x) v Tubovolnom kone¢nom intervale (a, b).

Nech je ¢ > Tubovolne malé Cislo, potom pre dostatocne velké b plati

RY

b

]lym+ 1(x) -k —J‘(t - (l) lex(t) yan'(t) dr — (-\‘ - (1) j\ Zlfl(t) y:\);i(r) dr

a

RY
o0

=(x-a j Y [y dr < Kj(t —a) ) fndr <e.
Y i=1 : i=1
Ak m — oo, b —» o0, z posledného vyplyva, Ze

~ o0

W) =k +J(z - a) if.—(t) P+ (x - a) f "Z'lf}(t) W) .

a RY

y(x) je teda rieSenim integralnej rovnice (9). Tym je veta dokazana.
Poznamka 1. Z druhej Casti dokazu vidiet, Ze rovnica (9) a teda aj rovnica (1)

ma ohranidené neoscilatorické rieSenie vychadzajuce z bodu (a, k), pricom k > 0 je
TubovoIné a a dostatocne velké Cislo.
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Poznamka 2. Tvrdenie vety 3 plati aj pre N, = 1. Keby bolo N, tvaru ako vo
vete 1, pricom N, > [, potom existenciu takychto rieSeni moZno dokazaf iba pre
0 < k < I. Ak ziadame existenciu kladného neoscilatorického rieSenia, potom

veta 3 plati pre Tubovolné N, > 0 (i = 1.2,3, ..., n).

Veta 4. Nech je N, > 0 (i = 1,2, ....n) [ubovolné redlne cislo.. Nech funkcie f(x)
maju tie isté vlastnosti ako vo vete 3. Potom existuje neohranicené neoscilatorické
rieSenie rovnice (1), pre ktoré plati y(x) ~ cox(cy > 0) vtedy a len vtedy, ked

on

i N x)dx < o0,

i=1

Dokaz. 1. Nech je y(x) rieSenie rovnice (1), pre ktoré plati y(x) ~ ¢ox (¢ > 0).
Potom existuju Cisla 4 > 0 a b tak, Ze y(x) > Ax pre x = b. Pre takéto x mame

Y AN > B Y fi0) &
i=1

i=1
pricom B = min A (i = 1,2, ..., n). Z rovnice (1) dostaneme

X X

Y)Y =) +| X SO0 Az Y + B | Y fun M dr.

i=1 i=1
b

Je zrejmé, Ze y'(x) je klesajtca funkcia, pretoze y(x) > 0. Existuje teda lim p'(x) = ¢, .

Z poslednej nerovnosti vyplyva, Ze

X

YB)Zco + B Y fuo N de

i=1
b

plati pre Tubovolné x. Tym je dokazana existencia integralu

2. Nech f Y fo'/l(.\’) dx < oo. Nech je ¢ > 0 Tubovolne malé. Potom existuje
i=1

¢islo a tak, 7e

Y Nif(x) dx < e
i=1

a

Zoberme rieSenie y(x) rovnice (1), ktoré v bode @ ma y(a) = 0, y'(a) = 1, ak je
0 < N, < 1.V pripade N, 2 | berme y(a) = 0, y'(a) = 1. Toto rieSenie v intervale
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(a, 00) nema nulovy bod. Pripustme, Z¢ to nic je pravda a oznaéme znakom b najmensi
nulovy bod rieSenia yp(x) v intervale (a, o). RieSenic p(x) v intervale (a, b) spliia
nerovnost

) = y(@x = a),
pretoze je tam konkavnou funkciou. Z rovnice (1) dostaneme

Ry

Yia) £ y'(x) +f Y O @Y (1 — )V dr <
i=1

3}

<Y+ H@ | Y A -V dx Y (x) + (@),
i=1

€.
Yia)(l — &) = y'(x). (10)

Pretoze ¢ > 0 bolo Tubovolne malé, posledna nerovnost vedie k sporu. Teda riesenie
y(x) nenadobuida v intervale (a, o0) nulovy bod, t. j. je neoscilatorické. PretoZze y'(x)
je klesajica funkcia a podla (10) je zdola ohraniéena, musi platif lim y'(x) = ¢, >0,

X ro

t. . ¥(x) ~ ¢ox. Tym je veta dokazana.

Poznamka 3. Z viet 3 a 4 vidiet, ze ak je O < N, < | (i = 1,2, ..., n), potom
existencia ohraniceného neoscilatorického rieSenia implikuje existenciu rieSenia
W(x) ~ cox(cg > 0). V pripade N, =1 (i = 1,2, ..., n) plati aj opak. Pre N, > 1
(i=1,2,...,n) existencia rieSenia y(x) ~ cox implikuje existenciu ohrani¢eného
neoscilatorického riesenia.
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NONOSCILLATORY SOLUTIONS OF A CERTAIN NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION OF THE SECOND ORDER

Stefan Belohorec
Summary

In this paper are studied some properties of the nonlinear differential equation

Y+ Y i)V =0,

i=1

where 0 < N; << land N; (i = 1, 2 n) is supposed to be equal to N;  p;/g;. p; and ¢; are odd

integers. There are four theorems proved.

Theorem 1. Let the functions fi(x) (i 1,2, ..., n) be nonnegative in the interval (0, co) and let
them have there continuous derivatives f; (x) =~ 0, where an index j and a number ¢ > 0 exist in such
a way, (ha(f‘,f(x) < 0in the interval (c, o). Let us denote {x,,}, {xm} (m - 1, 2,3, ...) the sequences
of points such, that y(x,,) == 0, ¥ (x,) = 0 for some solution.

Then for every oscillatory solution y(x) 71: 0 of the equation (1) the sequence {| »(x,
decreasing and the sequence {| (X)) |} is increasing. If we add

| Y
) 1118

Al
n

Y xfi(x) dx < o0.
i=1
then every solution y(x) #: 0 of the equation (1) is nonoscillatory.
Theorem 2. Let the functions fi(x) (i = 1,2, ..., n) be nonnegative in the interval (0, co) and let
them have there continuous derivatives f; (x)=0, where a number ¢ > 0 and an index j exist in such
a way, that fj'(x) > 0 in the interval (¢, >0). Then all solutions of the equation (1) are bounded and

for every oscillatory solution y(x) =t 0 of the equation (1) the sequence {| y'(x,) |} (m = 1,2,3, ...)
is increasing and the sequence {| (x,,) |} is decreasing.

Theorem 3. Let the functions fi(x) (i - 1,2...., m be nonnegative and continuous in the interval
(0, >»). Then a bounded nonoscillatory solution of the equation (1) exists if and only if
~ n
Y xfi(x)dx < o0.
i=1
Theorem 4. Let N; > 0 (i == 1,2, ..., n) be arbitrary real numbers. Let the functions fi(x) be
nonnegative and continuous in the interval (0, o). Then there exists an unbounded nonoscillatory
solution of the equation (1), for which y(x) ~ cgx (¢o > 0) if and only if
o

ix Nifi(x) dx < o0,

i=1
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