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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, XII, 4, 1962

O KONGRUENCI W
S FOKALNIMI PLOCHAMI PRIMKOVYMI

JOSEF VALA, Brno

Prace se zabyva nékterymi vlastnostmi C. Segreho kongruence W s fokalnimi
plochami primkovymi. Zejména jsou studovany Riccatiho soustavy Car na fokalnich
plochach této kongruence.

a) Primkova plocha @ neccht leZi v projektivnim trojrozmérném prostoru P;
a je dana rovnici:

X = p(u) + vz(u), (1

soutadnice Fidicich ¢ar y, z vyhovuji pak diferencidlnim rovnicim

Y=oy +anz + By + BiaZ,

, , , 2)
=gy + o0 + fo )+ BaaZ
kde ¢arky znamenaji derivace podle parametru u.
Zavedeme-li oznadeni
o=y + (g — 2y 0 — a7 (3a)
B=PB+ Pr—Piv— ﬂzl”zs (3b)
pak rovnice asymptotickych ¢ar plochy @ se da napsat ve tvaru
1
v+ —2[1 =0, 4
rovnice fleknodalnich car
., 1
o= 5 B4 fBry & Fa2) = 0. &)

Riccatiho soustava ¢ar na piimkové ploSe @ je soustava ¢ar dana Riccatiho dife-
rencialni rovnici
v+ my + mp + myu? =0, (6)

kde my = my(u), m, = m(u), m, = m,(u).
Mezi tyto soustavy nalezi také soustava Car
v'=0 [my=m; =m, =0] @)

Budeme ji nazyvat soustavou R na ploSe &.
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Te¢ny k ¢aram Riccatiho soustavy na ploSe @ podél jeji tvorici pfimky p tvofi
regulus I'; plochy druhého stupné ¥. Plochy ¥ podél dvou soumeznych primek
plochy @ se protinaji v piimce a kubické ¢afe k (Mayer [3)).

Primky regulu I'y jsou unisekantami cary k. Kazda tvofici pfimka druhého
regulu I', plochy ¥ protina ¢aru k ve dvojici boda. Tyto dvojice 1ze vZidy prislusnymi
pfimkami regulu I', promitnouti na pfimku p, kde jejich praseciky tvofi pary
involuce. Samodruzné body nazyva M. Barner [I] zrcadlovymi body piimky p
vzhledem k soustavé (6). Nutna a postacujici podminka pro to, aby fleknodalni
body ptimky p oddélovaly harmonicky jeji zrcadlové body vzhledem k soustavé R,
je linearni zavislost forem

kde 8" = 0 znaci formu f§ s koeficienty derivovanymi podle parametru u.

b) Riccatiho soustava Car na ploSe @ se nazyva axid/ni, jestlize ptislusné kubiky k
se rozpadaji vzdy ve tii primky. Piimky soustavy I'; ploch ¥ tvofi pak C. Segreho
kongruenci W s fokalnimi plochami piimkovymi @ a @.

Ve vsech dalSich uvahach budeme predpokladat, Ze rovnice plochy @ je ve tvaru (1)
a cary v = konst. na této plose tvori avidlni soustavu R.

Nutna a postacujici podminka, aby soustava R byla axialni, je

Ay = 0f5, %y = % = 0By — By dy = 05, 0 = o). (8)

Pak (Barner [l], str. 67) lze zvoliti parametr ¥ a normalisaci rovnice plochy @ tak,
7e plati:
Ay = Oy — Ay = Ay = 0, Bir + B2y = 0. (9

a rovnice (2) maji pak tvar

Y=oy + By 4 Bzl (10)

2=y 4 By 4 Bzl
V dalsim budeme vzdy piredpokladat, Ze diferencialni rovnice fidicich ¢ar plochy ¢
jsou ve tvaru (10) a plati relace (9).
Uvedme nékteré véty z citovaného pojednani M. Barnera:
Cary soustavy R nalezeji jedinému lincarnimu komplexu, plati-li

oy, + a,, = konst.

Jestlize jedna Cara soustavy R je rovinna a neni pfimkou, pak vSechny ¢ary soustavy R
jsou rovinné a plati o, = 2,, = 0.
Jestlize ¢ara soustavy R je soucasné asymptotikou plochy @, pak je pifimkou.
¢) Fokalnimi plochami kongruence piimek soustavy I'; ploch ¥ pfislusnych
k soustavé R jsou v uvazovaném vyjadieni plocha @ a plocha @ uréena dvojici ¥i-

’

dicich ¢ar y = ', z = 2.
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Diferencialni rovnice fidicich ¢ar y, z uvazujme ve tvaru

’

1y + &12; + Bu;' + 512;/,
21+ 057 + [_321;’ + Bzzgl-

"

DI
I
R |

(11)

K|

Dosadime-li v rovnicich (11) za y = ', z = z’ a za y =y, 2= podle (2).
snadno dostaneme
Wy + oy Bin) + 2222815 + V(g + B+ By + BiaByy) +
+ 2'(By1Br2 + BiaBaz + Bia) = y(Byyotyy) + z(Byy020) +
+ y’(&.l + ﬁllﬁll + Blzﬂn) + 2oy, + ﬁnﬂu + BIZﬁzz),
V(Barotyy) + 2(05; + %35053) + ' (ByyByy + Bry + BaiBaz) + (12)
+ 2'(0yy + BaiBia + B3, + B1y) = )"(521“11) + Z(ﬁzzazz) +

+ y(oy + /?21/111 + Bzz/fu.) + 2'(op, + BZI/jIZ + Bzzﬁzz)-

Porovnanim koeficientd u y. z, v, 2’ v rovnicich (12) vychazi pro koeficienty dife-
rencialnich rovnic (11):

’ r
:" Ot“ - o
Ly = Ayq + B = B s ayy = o — = Bats
Oyt 22
o o
" 1t - 22
ay; =P —— B Uyp = Uyy + Py — B
1 2 P 22 = tyy + B2 7, Baas (13)
14
: Ay —
B :_a'l_l’_*_/‘,ll» Pt = Pays
’
. — o
/;12:/’r12~ /522 :_zi+/322-
32

Pii odvozeni rovnic (13) se pedpokladalo a;, = o, # 0. Plati-li oy, = «,, = 0,
pak plocha @ je rozvinutclnou, ¢ary soustavy R na @ jsou podle b) rovinné. Tento
pripad vylucujeme z dalSich tvah.

d) Korespondence H mezi body plochy @ a @ je takova bodova korespondence
obou ploch, 7¢ odpovidajici si body lezi na jediné tvorici pfimce kongruence [,
prislusné k soustavé R na ploSc @.

Podle (4) a (13) je zicjmé. Ze asymptotikam plochy @ odpovidaji v korespondenci H
asymptotiky plochy @. Soustavé R na @ bude odpovidat na plose ¢ Riccatiho
soustava &ar, kterou oznatujeme R.

Véta 1. Soustava R je axidlni tehdy a jen tehdy, ndaleZi-li plocha @ linedrni kon-
gruenci a jeji osy jsou carami soustavy R.
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Dikaz: Podminky axiality (8) pro soustavu R dostaneme podle (13) ve tvaru:
ak

fir — . B12 = U(“)/}12~

' 1
n Vv all e ) _ 3 N ) \
P2 — Py — j;““\ﬁzz =) = o) (b — Piy)s
(11

7y

ﬂz‘+‘—"~"ﬁ71-‘~0(U)ﬁa
a odtud pak vychazi
P12 = cyM(u), P22 — Py = caM(u), — By = s M(u).
kde ¢,.c,.c3 = konst.,

M(u) = exp <ﬂ:0(u) + oc’“ ]du).

Rovnice asymptotik plochy @ jsou pak podle (4)

i - 2
v+ — M(u)[c; + o+ eyt =0, (14)
Cary v = v,. vt = v,, kde v,. v, jsou kofeny rovnice

. 2
¢y + vt + c3v7 =0,

nalezeji soustavé (14) 1 soustavé R, jsou tedy podle odst. b) primkami.

Jestlize obracené p]ocha @ nalezi lincdrni kongruenci o osach m, n’, které nd|C7<.JI
soustavé R, pak plocha @ nalezi téze kongrucnu a primky m. m’ nalezcji soustavé R.
Kvadratické piochy ¥, jejichz tvotici piimky 7, se dotykaji ¢ar soustavy R podél
tvorici primky p plochy @, obsahuji viechny cary m. m'. Tedy charakteristiky ploch ¥
¢ nutné rozpadaji ve étyfi primky. soustava R a prxiohnc i R je axialni.

V dalsim predpokladejme, Ze soustava R na ploic & neni soustavou axialni.

Véta 2. Fleknoddlni cary plochy & oddéluji harmonicky zreadlové cary soustavy R.
Diikaz: Podle odst. a) a z rovnice (13) je involuce, jejiz samodruzné body jsou
zreadlové body prisluiné soustavé R na plose @ urceny kofeny forem
o Ly o -
=t =0, =0, (15)
rovnice fleknodainich ¢ar plochy @ ziskame podle (5) a (13) ve tvaru
——p=0. (16)
Z rovnic (16) a (15) vychézi ihned hledany vysledek.
¢) Kvadratické plochy ¥ naleZejici soustavé R na plose @ urcuji korespondenci P

tvoficich primek ploch @ a @ — odpovidajici si pfimky leZi na jediné plose ¥.
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Véta 3. Korespondence P je projektivni deformaci druhého radu. Existuje jedind
oskulacni kolineace K prostoru Py pro ni* je

Ky = Hy = )/, Kz = Hz = Z'.
Nutné pak plati:

K(y.z) = (y.2) = (. 2,
Kd(y, =) = d(y. 2) + N(. 2), (17)
K d*(v, 2) = d*(y. z) + 2N d(y. z) + M(y, 2).
Diukaz: Uvazujme kolineaci K’
K’y = )7" K’: = ;’:
Ky = "11}7 + alZE + b11}7’/Jr /7122

K'z' = ay,y + ay,z + by v + byyz', (18)

kde a;, by (i, k = 1,2) jsou funkcemi parametru u.

Hledejme, zda je moZno zvolit koeficienty a,,, b, tak, Ze jsou splnény relace (17).
Po snadném vypoctu dostaneme podle (18)

K,d B = {(; E [aH + aZZ] + [(,\i jl’) 21 + (\, z bZZ ([9)
+ () [=b ]+ (E., =) [= by, du,
d(yv.2) + NO. o) = N z) + (e =) — (200) du (20)

Porovname-li koeficienty na pravych stranach rclaci (19) a (20), dostanecme
(a;, + a,,)du = N, by, =b,, =0. by = b,y - 1. 210
Podobné ziskame. pouZijeme-li relaci (21) a (13):
K’ dz(}k )= {(;» E) [y + oo + afo + arafyy +an By +
+ ay,Bia + 2a,,ay, — 2a4,a5,] + ()‘ ?) By — 2a5,] +
+ (0 2) By + 20,1 + (2 )) [= By — 2a55) +
+ (2. 2) [=P1a + 2a,5] + 200 2)) du?, (22)
d* (. z) + 2N d(y, 2) + M(p, z) =

%

:(Y’Z){I:O‘n + oy, + i+ B — /11"&3‘— /22?;?}(1“ + ’VI}
+{(y P + G| 2

+ (E,y I:

2+ 20a + ”72):|

= 2ay, + "zz):| + (‘-~ Z)[=Bi2] + 2(;’52,)} du’. (23)
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Porovnanim pravych stran rovnic (22) a (23) pak vychazi:

1 o [
a.. = 1 a 22
11 = — 3 —» = — =
2 oy, 22 2 dy, (24)
— _ 2
a,, = a, =0, M = 2a,,a,, du*.

Relacemi (21) a (24) jsou koeficienty v rovnicich (18) jednoznacné uréeny, kolineace K’
je v tomto ptipadé tedy kolineaci K.

Jestlize soustava R nalezi jedinému linearnimu komplexu, pak kolineace K ma
zvlasté jednoduchy tvar

Ky = “Kz=1z, Ky=y, KZ=72.

=

Véta 4. Korespondence P je projektivni deformaci 3. Fddu, vyhovuji-li souradnice
Fidicich ¢ar plochy @ diferencidlnim rovnicim:

N k ‘ ¢ Vot ¢,

) = R ) — e S T

: (u + ) (u + c) (u + ¢)
= k - €2y 3 €22 ' (25)
) (u + ¢)? (u +¢) (u + ‘)

Cy1sCiras Cogs Cony k = konst., iy + ¢y = 0.

Styk tietiho Fddu je realisovan kolineaci

Ky = Hy = ;7 = ),", Kz=Hz =z = :/, (26)
1 afy - - I ahy -
Ky = —— L yq )y, K= —— 22747
Y 2 oy, y+rs 2 uy,

Soustava R na ploSe @ ndleZi pak linedrni kongruenci, jejiz osy rovndé* ndlezeji sou-
stavé R. Vsechny cary soustavy R jsou carami W.

Diakaz: Korespondence P je projektivni deformaci tietiho radu, plati-li pro
kolineaci K mimo relace (17) jesté

K d¥(y,z) = d° (0. 2) + 3N 433, ) + 3M d(3, 2) + R(y, 2). (27)
Pouzijeme-li rovnic (13), (19), (20), (22), (23), dostaneme po delSim vypoctu

K‘l (y,z) = t(% I d +( ‘ )"I)[/;’zl] + (3"’?)0‘11 + %, + /;222 +
+ B+ Biafay + Zoagy] +( z, ’)[_“11 — 05 = Biy = Biy = BraBay — 2455] +
(Z z Sl /‘12]) du’, (28)
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B(3,2) + 3N @1 2) + IM (D) F R = 10 LD

+ (0 V) [=Boy + BarAl + (Y»i,)[xll + oy, + B+ Boa Profar +

, U a L s Gl —os = oan = B = Ba —
2o+ 2 = APy = AT A @D e T TR
A’] + (2.2 e = ﬁle]} du’. (29)

[
2 ’ I I
— BraBay — 2950 = 25, + APy + 5 A
' o
g A 722
A= —— — ’
%y %22

kde koeficienty u (3, z) nas nezajimaji.
Jestlize pravé strany rovnic (28), (29) se rovnaji, nutné must platit:

Aﬁ21 - zﬁ/ll = 0’

~ APz + 2852 = 0.
! ' (30)
Afyy + 5 A2 — A =205 =0,
—Apyy — i’f‘z + A+ 20 =0
Relace (30) lze upravit na tvar:
ABy — 2B20 = O
r 3l
AP — Bin) + 2ABas — i) = 0. @b
“Aﬁ]z + 211,12 = 0’
A2_~2A/:0. (32)
Z rovnic (32) vychazi
4y, = k 1 = %y, k = konst., ¢ = konst.
(u + c)’
a z rovnic (31)
. c
. Cyy . Ci2 — ___Ll—— ,
Bar QT“_“‘ 9" P2 = (u+C)’ B (u+c)
Bar = 2 Crq A+ = Vs Cy1,C125C215€22 = konst.
22 (“ + (_) . 11 2
Diferencialni rovnice Fidicich ¢ar plochy @ jsou tedy (25)
V rovnicich (25) provedme transformaci parametru
(33)

1 SO
— = C .
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Potom obdrzime:

- ~ dw . . .
’ R} " X 2o W20
v(u) = y(w). =5y, “du = —V,C. [N R Rl Sl R
dw 5
- ) \ - . RN 0] "5 2w N2
H{u) = Z(w), e L =z, g,

7
/

Transformace (33) zachovava soustavu car R, rovnice fidicich ¢ar plochy @ jsou
potom

~l')(') = /( A" - (. + l ;}(') - (, 2(’)'
Yy ) (¢4 ) ) 12 (34)

Zow = kI — cy v, — (3 + 1) 2.
Ponévadz koeficienty v diferencialni rovnici (34) jsou konstanty. lzc postupnym
derivovanim a upravou vypolist v,... jako linearni kombinaci . V. Voo Voo
s konstantnimi koeficienty, ¢ara v je tedy ¢arou W. Podobné ¢ara -. Uvazujme
libovolnou ¢aru soustavy R plochy @: 3 + vyz. vy = konst. a provedme transformaci
fidicich ¢ar plochy y* = y + vz, =* = z. Pak dif. rovnice Fidicich ¢ar v*, z* plochy &
maji podle (25) tento tvar:

R ey Bt T tolCar = ) F G
(+ o) () (W + )
e K EEL N ,.._?l’_‘;%,_*,f €22 _x, (33)
(v + ¢) (u +¢) (1 + ¢)

Odtud je zfejmé. Ze Cara y + vyz je také carou W. atl v, ma jakoukoliv kon-
stantni hodnotu.

Rovnice asymptotik plochy @ je podle (4) a (25)
‘ | 1 : ‘ 24
vt B (Lljr‘t) Lera 4 (e =)o — ey f = 0.
Z této rovnice a z dlikazu véty | je zfejmé, Z¢ plocha @ nalezi linearni kongruenci
a jeji osy jsou ¢arami soustavy R.

Zbyva jesté vysetfit pripad, Ze v rovnicich (30) plati 4 = 0, soustava R nalc7i
tedy jedinému linedrnimu komplexu. Rovnice (30) maji pak tento tvar:

Bia= By = Bo = o = 0. (36)

Jestlize plati relace (36). pak plocha @ je kvadrikou, (p, z), d(y, z), d?(p, z), d*(1, 2)

jsou linearné zavislé, jak vychazi snadnym vypoctem. Rovné7 (y. ). d(y. z), d*(y. 2),
d?(y. z) jsou linearné zavislé, tedy i plocha @ je kvadrikou.

Pracovano v seminafi dif. gecometric prof. dr. J. Klapky.
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Katedra matematiky a deskr. geometrie
Vvsokého uceni technického v Brné

O KOHTPYDHUWUNU W
C JUHEWYATBIMU GPOKAJIbHBIMU MOBEPXHOCTAMMU

WNoced Baa
Pestome

Cucrembl Pukatu (Riccati) JjimHuii Ha JIMHEHYATONW HEPA3BEPTHIBAIOWICHCS NMOBEPXHOCTH @
ABJISIIOTCS CUCTEMAMMU C TEM CBOWCTBOM, YTO Y€Tbipe JIOObIC JIMHUK ITOW CUCTEMBI flepecekalor
00pa3zytolme MoBEepPXHOCTH P B TOUKAX KOTOPbIE UMEIOT MOCTOSIHHOE C/TIOKHOE OTHOLUICHUE.

Cucrema PukarTyn siBASIETC AKCUANIBHOMW, €CI/TM KacaTe/ibHbIE K JTIMHUAM ITON cUcTeMbl 00pa3ytor
KOHTPYdHUMIO W ¢ npamonuueiiuvateiMu GokadunbiMu nioBepeHoctsmu @ u @, KaccatenbHblie
K JIMHUAM cucTeMbl PukaTy B10AL 0Opasytoweil p noBepxHoOCTH @ 00pa3yoT JMHEHYATYIO TIOBEPX-
HOCTBb 2-0r0 nopsiaka V. CoorsercTBue P siBAfeTCa TAKMM COOTBETCTBHEM OOPA3YIOMX MOBEPX-
HOCTEH @ n @, B KOTOPOM COOTBETCTBYIOLINE TPSMbIE JIEKAT HA €AMHCTBEHHON nmosepxHocTti V.
CooteectBue P sBiseTcs npoekTuBHbIM u3rnbanuem 2-oro nopsiaka. Hailpenbl mosepxnoctn @
C TEM CBOWCTBOM 4TO COOTBETCTBHE P sBASETCSH NPOEKTUBHBIM W3rMbaHuem 3-bero MopsaKa.

UBER DIE KONGRUENZ W MIT GERADLINIGEN BRENNFLACHEN
Josef Vala
Zusammenfassung

Riccatische Systeme der Kurven auf der Regelfliche @, die nicht eine Torse ist. sind solche Systeme,
deren vier beliebige Kurven die Erzeugenden der Fliche @ in vier Punkten mit konstantem Doppel-
verhiltnis durchschneiden.

Riccatisches System nennt man schichtbildend, wen die Tangenten der Kurven dieses Systemes
eine Kongruenz W mit geradlinigen Brennflichen @ und @ bilden. Die Tangenten der Kurven des
Riccatischen Systemes lings einer Erzeugenden p der Fliche @ bilden cine Regelfliche zweiter
Ordnung Y. Die Korrespondenz P ist eine Korrespondenz der Erzeugenden der Flichen @ und &
mit solcher Eigenschaft, dal} die entsprechenden Geraden auf ciner Fliche ¥ liegen. Die Korres-
pondenz P ist einc projcktive Abwicklung zweiter Ordnung. Es gibt Flichen @, die eine solche Eigen-
schaft haben, daB dic Korrespondenz P eine projektive Abwicklung dritter Ordnung ist.
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