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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 2 — 1957 

POZNÁMKA K R Q Z S l R O V A N I U M I E R Y 

I G O R K L U V Á N E K 
Katedra matematiky Slovenskej vysekej školy technicko] v Bratislavo 

Táto poznámka sa zaoberá dókazom dóležitej vety z teorie miery.1 ktorá 
hovoří, že pre každú G-konečnú mieru JJL definovánu na nejakom mnozinovom 
okruhu R existuje na minimáínom G-okruhu S(R) obsahujúcom R jediná 
miera ]I, ktorej hodno ty na okruhu R sa zhodujú s /a. Táto veta sa obvykle 
dokazuje pomocou vonkajšej miery a pomocou pojmu meratelnosti množiny. 
Minimálny o-okruh S(R) nad okruhom R je rovný najmenšiemu systému, 
ktorý obsahuje okruh R a ktorý obsahuje i limitu každej monotónnej postu])-
nosti do nebo patriacich množin. Preto sa spomenutá veta dá dokázat i po­
mocou transfinitnej indukcie, a to tak, že sa rozšiřuje obor definície funkcie // 
o limity moiiotómiych postupností množin zo systému, na ktorom je fi nkcia fi 
])ráve definovaná2. Přitom na množinách, ktoré takto do oboru definície pri-
beráme, hodnota fi sa definuje z požiadavky, aby /u bola spojitá zhora i zdola. 
Pre Lebesguovu mieru však platí, že pre každú meratelnú množinu E existuje 
množina ACE typu F0, pricom miera oboch množin A a E je rovnaká: 
podobné existuje množina BD E typu Gd rovnakej miery ako E. Je teda nadej, 
že pri rozšiřovaní oboru definície miery pc indukciou sa množina hodnot po 
niekolkých krokoch přestane rozšiřovat a do oboru definície sa dalej p-iberajú 
iba množiny, ktoré sa líšia od doterajších len o množinu miery nula. Je to 
naozaj tak, ako ukazujú nasledujúce riadky. 

Nech X je lubovolná neprázdná množina. Systém R podmnožin množiny X 
je množinová algebra, ak platí: 

I. Ak A € R. Be R, tak aj A u B€ R. 

] Použité pojmy a oznacenia z teorie miery su podlá | 3 j. 

- Myšlienka transfinitnou indukciou rozšířit' mieiu na rr-okruh pocliádza od BorcJa. 
rl'outo metodou postupu ju citované práce [l |, | 2], [4], |5], z ktorych [4] nic je u nás 
přístupná a je známa iba z Math. Rewiews. V tychto prárach je vonkajšia miera. 
alebo nějaký ekvivalentný pojem };oužitý pri limitných ordinálnych císlach, V tejto 
práci je vonkajšia miera nahradená úvahou v dokaze lemmy 9 a tým, že je táto 
úvaha urobená už pri druhom kroku, je celý proces indukcie redukovaný na tieto 
dva kroky. 
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IT. Pre 1'ubovolnu množinu A e R je i A* =• X — A e R. 
Mierou budeme rozumieť nezápornú reálnu funkciu fx definovánu na 

algebře R. pričom pre luhovoMú postupnost {An)™=1 disjunktných množin 
*• ° ° A 

z R takťi, že u An = A e R je fi(A) = 2//(-4j a ft(X) je konečné číslo. 
n 1 n=\ 

Pre Tubo volný systém A podmnožin množiny7 X definujeme systém A0 ako 
systém takých množin E C X. pre ktoré existuje rastúca postupnost {En} n , 

00 

množin z A. pričom E = U Et. Podobné AA znamená systém tých množin 
n—1 

x 

E C X. pre ktoré existuje klesajúca postupnost {En}„ \ množin z A a E = n E t. 
n \ 

Nech /í je algebra. Všimnime si systém RQ U RA. Zřejmé sú tieto tvrdenia: 
RcRn: RCRA. Ak A e Rr, tak .4 * 6 Rf,; podobné A e RA => .4*6 R0. 

Ak A, e R0 ])re H - 1. 2. 3 tak aj U A/t € Jřr i; tiež .4„ € R(,, H r_, ] . 2, 
// --1 

3. . . . > n AneR(). 

Ak A e R0, 7? <E J?0. tak i A n BeRn: AeRA. Be Ró => A u B e RA. 
A e R0. B e RA > A - B e Rn: Ae RA, B e R0=> A ~ B e RA. 

Pře každú množinu E e Rfí u RA definujme číslo fix(E) takto: Ak E e R0. 

i. j . E u En. ])ričom {E.t}™ l je rastúca postupnost množin z R, kladieme 

//T(F) Iim//(KJ; ak EeRA. t. j . E = n Et, kde {-#,}/? , je klesajúca po-
n n 1 

stupnost množin z R. kladieme znovu ju^E) = lim fi(En). 
n 

fii(E) existuje pre každú množinu EeRauRd, pretože ide o limity ob-
medzených monotónnych postupností. Okrem toho fix je funkcia na R0 u RA. 

co cc 

Skutočne. ak E =uEL = uFn, pričom {En}%^ & {Fn}n=l sú rastúce po-
n \ ' »~A 

ze 

stupnost) množin z R. je pre každé n = l. 2, 3. . . .,FnCE = u (En — E/t .J 
/í.--i 

(kladieme 7?n = 0) a podlá vlastností miery aj ju(FJ <: ^ JU(En —E/t_-,) = 
n = \ 

-•-- lim fi(En) a z toho i lim//(FJ g lim fi(En). Podobné dokážeme i obrátenú 
// /< 

nerovnost. Prechodom ku komplementom dokážeme podobné tvrdenie i ]>re 
cc co 

množiny E e RA. Ak E e Ra n Rň, t. j . E = u En = r\Fn, pričom {EJ'n , 
n \ n = 1 

je rastúca a {FJ*.! klesajúca postupnost množin z £, je {F/t — En}^ t klesá-

júca ])ostu])nost množin z /? a n (Fn — En) = O, teda O = lim ju(Fn — KJ = 

lim (/t(FJ - /4KJ) = lim fi(Fn) - lim //(KJ. 
// n '* 
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Lemma I. Funkcia fh je aditíona na systéme R0 u R«,. t. j . uk A £ Rn U RA. 

B e Rfí u R(>, A u B€ R(, u R() a A n /i = (K tak // (A u B) //,(A ) 

+ /</«). 
Dokaž . Ak 4 G R ň . /> € R0. je to zřejmé. Nech A 6 &,. B € .«,: A n A (. 

// i 

B --: n H(. {-4J* i, {^/J/T i s u klesajúce postupnosti množin z ř!. Zrejme 
// i 

A u H -= n (-4., u Iyj, /i,(A u B) -- lim /./(A, u BJ = lim (//(AJ ~-//(#J -
// i /' /' 

— //(A t n fíj). Z toho, že A n /i =- () vyplývá, že n (.4<t n / i j - 4. a teda 
// i 

i lim ju(A.t n Bn) = 0 a z toho v tomto případe lemma okamžité vyplývá. 
// 

Nech A € Rn, B 6 /?,,, A u /? € R„. Nech A u fí = ú ('„. /i = n / í , . !/ '„!,' , 
a i « i 

vastúca a {/?„} j ' , klesajňca postupnost. Položme An = Cn — /i„. žírejme je 

A = u % a ( ! = A„ u fí, - (/,„ - /'.,) . n(0H) = ,«(+,) + ^(£„) - ,,(/*„ -('.). 
il 1 

X 

Pretože n (i?,, — f j = 0, teda i lim /u(Bn — Cn) = 0. je lemma i v tomto 
a --i // 

případe dokázaná. 

Konečné ak A € R(^ B e Rfí, A u B G R^, nech A u H --- n ('„. /i - u B, 
// i / / i 

Položíme yl/t — (1
n — H,. Zrejme .4 = n .4 / - f„ =-- An u H;i a A/( n H, - O. 

// i 

z čoho lemma i v tomto případe lanko vyplynie. 

Lemma 2. Funkcia uY je monotónna na, R0 u Rd. t. j . ak A í! Rn u /?,<>, 
B e Rn u R(> a yl C B. je u,(A) g ^(.fi). 

D ó k a z . Ak A € RCt i B € Rn, resp. 4̂ £ U(í i B 6 /ř^, ])ríslušné monotónně 
postupnosti {An}„ ,, {I?J/T L možno zrejme voliť tak, aby bolo AnCBL. 
a z toho máme ihned lem mu dokázánu. Ak A G R(). B € Rn je i? = A u (/i — A). 
množiny vpravo sú disjunktně, B — A € Ru, teda /^(i?) = ^ ( ^ 4 ) + //,(H — A). 
Pretože //x je nezáporná funkcia na Rn u R(), je to i v tomto případe 1 okázané. 
Podobné pre případ A € R0 a B € Rň. 

Lemma ÍJ. Nech {ylj*.., ?> vastúca postwjmosťmnožin z R0. nech A ----- u A,,. 
// i 

Potom JU^A) = lim /^(^-.J. 
// 

Nech {Bn}l° , _/e klesajúca j)ostwjmosť ninozin z R(), nech B = n . ^ . Potom, 

MB) = lim ^(JBJ. 
D ó k a z . Pretože ])re všetky H = l. 2. 3. . . . je 4 D 4 ( i < podlá predoslej 

lemmy je /u^A) ^ ^(An), ako aj jux(A ) ^ lim /i 3(AJ. Ku každej m.iožine .4/t 
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existuje však ras túca p o s t u p n o s t {An k) [: , množin z R, pr icom Alt~-- u A , ,.. 
/.• i 

Poležme*",, = U A,.,.. Zřejmé je CnCAn, z t o h o p((1
:t) < ,O iMJ pre v --- 1. 2. 

/,!,• i 

3 u Cn AAeda/^A) = lim //(CJ < lim /^(./í J . 
// i // // 

Druhu casť lemmy d o k á ž e m e p o d o b n é . 

Lemma \. Xech je [An)'n . kJesajúca postupnost''množin-z R0anech O An -~- 0. 
// i 

/'O/O/// l i m //•](-4>,) — 0 . 

D o k a ž . Pretože (/Li(̂ 4 J}J" , je n e r a s t ú c a p o s t u p n o s t , existuje lim fh(An) " 0. 

Zvolme / > 0. K u každej množině An existuje množina Bti € R t ak . že Bt C An 

<i;'" -i / / ( B J > / ^ ( A J . Po ložme Cn = n B,. Vtedy je / / ( f f J > / ^ ( ^ J -

i ľ - //,(-4 J - f ])re •// - 1. i\ 3. . . . Аle (1

U ЭC„IЛ ])re n = V i\ 3 

nCtt 0. t eda lim />/(('J =-- 0 a z t o h o pre každé F > 0 je 0 < lim fh(An) /-•. 
/ / i // // 

Lemma .%. Ak [Atl}'t; , O [ # J * , síi klesajvce postupnosti množin z Rn 

a n ;l , C n Bn. tak lim // ((A J < lim / j j f i j . 
// i // i // // 

Ak \A t\ n , a {Bt] n , sí< rastúce postupnosti množin z Rd a U A t C u Bn. 
,i i // i 

/Ok lim //,(,4 J < lim / \ ( / i J . 

D o k a ž . Pre každé pr i rodzené k je n AnC Bk.. K množině Bk existuje 
// i 

rastúca p o s t u p n o s t \Clt\J; J'' <\ G d a H, = u c ' t . Položme ./>t — -4,. — Cn. 
// i 

Zřejmé je |/>J * , klesajúca p o s t u p n o s t . J)ueR0a, n / ) , = 0, t e d a lim ^i(/\ t ) - <> 
// i // 

podlá predešlej lemmy. P r e t c ž e p^(An) — //](<',,) < ^(-4^) — /<*i(-4.. n ( f J — 
/^(A,, - r j - /*-(/>J. je lim ( / i ^ J - M<rJ) = lim/i^AJ - fr(Bk) < 0. 

Teda pre všetky pr i rodzene k je lim fr(An) < pY(Bk) a t o dokazuje prvu casť 
// 

lemmy. Druhu casť dokážeme p ř e c h o d e m ku k o m p l e m e n t u . 
Položme teraz Rfla = (Rň)a a Run = (Ra)ň. Zrejme p l a t í : Ra O RACR()n; 

R( u RňCRu0. A e RlV, => A* <E &,„,; A € RoA => ,4* € Rňa. Ak .A,. € Rňa ])re 

H 1. i\ 3 t a k u A t e R()<>; An £ Rnň pre n = V 2. 3 . . . => n -4lt € Rr„,. 
// i // i 

.4 € R,V;. H € R,G ^> A n B € « A o : .4 € Roň. B e R0<) -=> A u R € «„>. 

;' ř í šemi" ("„ miosto (',,(]<). hoei Cn závisí <><1 k. podobné />„. 

111 



Pre každú množinu E e R()o u R0() definujeme číslo p2(E) t ak to : 
00 

Ak E € Róa, t . j . E = u En, pricom {.SJ*.-, je rastúca postupncsť množin 
n =-. 1 

x 

z R(), kladieme fx2(E) = l i m / ^ F J ; ak En e Raň, t. j . E = n En. kde {E \* , 

je klesajúca postupnost množin z /ř0, zasa kladieme /í2(K) = iim/L(FJ. 

Zrejme existuje p2(E) pre každú množinu E € /í(,0 u R0(*. p2 je f unkcia na 
•X- co 

systéme R()ouR00. Ak E = u En = u Fn, pricom {KJ ,? , a Í ^ . K i * u 

/, -̂. l n - 1 

rastúce postupnosti množin z / i 0 , z lemmy 5 vyplývá, že lim px(En) 

=- lim /^i(Fn). Z tej istej lemmy vyplývá jednoznačnost aj v případe prieniku. 
H 

az co 

Ak u En = n F/t. pricom { K J ^ j e rastúca postupnost množin z R,. a {KJ ,' , 
n - 1 ?i = l 

je klesajúca postupnost množin z ROJ {Fn — Kn}^=1 je klesajúca postupnost* 
množin z R0, ktoré majú prázdny prienik, teda lim fil(Fn — En) = lim fix(Fn) -
- lim px(En) = 0. 

n 

Podobne ako lemmy 1, 2, 3 sa dokážu nasledujúce tri lemmy. 

Lemma 6. Funkcia p2 je aditívna na systéme Róo u R0(), t. j . pre A, B € Rdo u 
u R0Ů9 A n B = 0, A u B e Rdo u Roó je p2(A u B) = fi2(A) + p2(B). 

Lemma 7. Pre A, B € RAo u Rot,, ACB je p2(A) < fi2(B). 
X 

Lemma 8. ^4k {A}}n=A je rastúca postupnosť množin z R()o. tak p2 u An) ---
" ' // - i 

= lim p2(An). 
n 

•x 
.4k {Bn}n-.-i je klesajúca postupnosť množin z R0(), tak p2( n BJ = lim fi2(Bfl). 

n --= l n 

Teraz už máme možnost pristúpiť k rozhodujúcemu kroku naš?j úvahy. 
Označme S systém množin ECX s vlastnosťou, že pre množinu E existuje 

množina A € R()o a množina B (= R0(), ACECB, pričoni p2(B — -A) — <>. t. j . 
p2(B) = p2(A). 

Lemma 9. Systém S je množinová algebra, ktorá obsahuje síieet kazdej po­
stupnosti disjunktných množin paťriacich do S. 

D ó k a z . Nech E € S. Existuje A € Roa, B € Roó tak, ze ACECB a /t ,(# — 
- x4) = 0. Zrejme B*CE*CA*, B* e R()a, A* € RoA, ^2(^4* - ii*) - 0, teda 
F/* € S. Vezmime Ex, K2 z S a k nim patriace Ax, A2, BY, B2. Zrejme Ax u A2C 
CE,u E2 C Bx u B2 a z toho, že Bx u B2 — A, u A2 C (Bx — .4,) u (B, — A2) 
vyplývá podlá lemmy 7, že ru2(Bl u B2 — Ax u A2) = 0. Pretože Ax u A2 € R()( 

a B! U H2 € R0(), je Ex u E2 € S. 
Nech {En}n^ je postupnosť disjunktných množin z S. Pre /? == L -, 3. . . . 

nech je AnCEnCBn: AneR()o, BneR0Ó, p,(Bn - AJ = 0. Zrejme sú A, 
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n~Л 

úca 

Oü 

disjunktné množiny. Označme A = u An. A Є Rôa. Podľa lemmy 6 a lemmy cS 
n~l 

00 

je fi2(A) = ^// 2(ЛU). Ku každej množine Bn a k číslu £ > 0 existuje množina 
n - 1 

<\ = Cn(є) Є Ä0, priðom Bn C6',, a Иl(Cл) < џ2(Bn) + ~ = ^(AJ + | , . 

/«i( u oj á Z # » ) < ^ f t ( Л ) + e = /M-4) + є. Položme o(e) = u C„. 
n^l n=l n = l П-Л n i 1 \ °° 

( \є) Є Я 0 . Položm D „ = n f J - г . Zrejme je u Eя C Dn, {Dn} t . ję klesajú 
Ä--1 \ IC f n-_=l 

] OO 

postupnosť množín z R0, ^ ( D J < ju2(A) + --. Ak Б = n i ) л , je //2(i? — A) < 
П n ^ i 

< ju2(Dn — A) = ju9(Dn) — ju2(A) < — pre n = 1, 2, 3, . . . Z toho, ze B Є Roô. 

00 

І C u Ą C Í a ^ ( ^ — -4) = 0, je lemma dokázaná. 
w - l 

Dokázaná lemma hovorí, že systém S je <7-algebra, t . j . systém, ktorý 
s každou množinou obsahuje i jej komplement a s každou postupnosťou 
množín i súčet členov tejto postupnosti. Zrejme platí okгem toho, že R C S . 

Definujme pre každú množinu E Є S císlo JŁ t a k t o : K množine E nájdeme 
príslušné množiny A Є Ròa, B Є Roò, ACECB tak, aby ju2(B — A) = 0 a po-
ložíme ҖE) = ju2(A) ( = /*2(.B)). 

/ž je funkcia na systéme S. Skuto ne, ak Ax CE C Bл a zároveň A2CE C B2, 
pričom Aг,A2eRÕ0, Bl9B2eRað a /^(Л) = ju2(B,)y ju2(A2) = џ2(B2), je 
AЛCB2 a Ą C Ą , jи2(-B2) ^ й ( Ą ) , ^ ( ^ i ) ^ ^ ( Л ) , z coho jednak /г2(Л) á. 
< ju.z(Aг), jednak /г2(Л) ^ ju2(A2). 

Lomma 10. Funkcia Ji je miera na algebre S. Pritom je to jediná miera s tou 
vlastnosťou, ze pre mnoziny E Є R je џ(E) = /u(E). 

D ô k a z . Pre EeR гovnica ŢL(E) = ҖE) zrejme platí. Ak {E}^i j P°-
stupnosť disjunktných množín z S a AnCEn sú množiny z Rõa, pre ktoré 

oo oo 

tŁÁAn) = г̂ (ҖJ> podГa dôkazu lemmy 9 je ju2( u ^4J = ~ß( u ҖJ, teda /ѓ je 
w - 1 n = l 

miera, a to zrejme konečná, lebo Џ(E) < ҖX) = /г(X) < oo pre každú mno-
žinu E Є S. 

Ale každá konecná miera je spojitá zhora i zdola v každej množine, t. j . 
ak { B J * Ч je monotónna postupnosť množín a E^limE^ tak ~ß(E) =-

n 

: lim fi(En). 7 toho vyplýva, že na systéme Лö u Rô a dalej i na systéme 

ftЛo u ftoЛ je miera fi jednoznačne svojimi hodnotami na ft daná. Ďalej pre 
ľubovoľné dve množiny F! CF2 z S musí ЬyiҖF^) < џ2(F2) a pretože ku každej 
množine E Є S existujú množiny A Є Rôo a B Є Roô tak, ž e i C Æ C Б a ҖA) = 

-- fi(B) je miera ju na celom systéme S určená jednoznačne. 
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Před vyslovením ve ty p ř i p o m e ň m e , že miera d a n á na O-algebre S jj úplná, 
ak S obsahu je v še tky p o d m n o ž i n y každej množiny. ktoi'ej miera je ro\-ná 
nule. 

Veía. Xech p je miera na a/gebre R. p(X) < co. Potom existuje taká a-at<j<bra S. 
ze platí: 

i. RCS. 
2. Xa a-alqe.bre S existuje jediná úplná miera p s vlasťnosťou. ze pre nnozinf/ 

E € R je p(E) = p(E). 

D ó k a z . Exis tencia n-algebry S i miery p na nej i jednoznačnost miery // 
je zaručená lemmou 9 a 10. Stačí dokázat , že miera. k t o r ú popisu je lemma 10. 
je úp lná . Ale to je zřejmé, ])retože p(E) — 0 iba v t e d y . ak existu je množina 
B € R0(). pr ičom p2(B) — 0 a E C B. Zre jme je 0 € R()o. t eda móžeme >a mno­

žinu A volit () a bude A CE C B. pričom p2(B — A) — 0. Z t o h o vsak vyplývá, 
že [ l ibovolná množina F CE tiež patř í do S, čiže p je úplná miera. 

Z á v ě r e m poznamena jme. že získaný výs ledek móžeme použi t aj na doká-
zanie ve ty o rozšíření miery i v případe, ak R nie je algebra, ale iba okruh, 
a /./ je G-konečná miera na ňom. T e n t o výsledok sa získá použ i t ím na^ej vety 
na okruh R n A (to je systém množin B n A pre B € R) pre množiny A £ R. 

p(A) < oo, ak si uvědomíme. zeS(R) n A je minimálny O-okruh nad sys témom 
R n i a k a ž d á množina E € S(R) sa dá p o k r y t spočítate-nýni systém :>m dis-
junktných množin z R. k torých miera je konečná. 
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; С \ А 1 Е Т К Л К* Р А С Ш И Р Е Н И Ю М К Р К! 

II Г О Р К . | N И Л II К К 

Н 1,1 В О Д Ы 

Г> :)топ статьи докалывается теорема о расширении меры следующим обра..ом 

И\ СП, Л алгебра под.мпожес I к некотором) множества Л и / / вполне конечная \1ера 

па ней. Пусть Ял(Ял) кмасс тех множеств /*.', к1 к'оторы.м существует т а к а я возрастаю-
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man (vouBaiuinaj i ) noc ic;ioBai'e. i i a iocn , [E.ojf- 1 MIIO'/KCCTB II.I R, Trro IJ -— u Eu(K n U,,) • 
a - l > / i 

y, 
llo.ioHxiiM / q ( E „ ) b i n f<(/Jn). Aa.ioe nycTi, £m<j (£,.•, 0) K.iacc .MHO/KOCTB BU;UI E n F,« 

(E u E„), rj(> [F>,!,f i yoi.iBaiomaji (Bo.'H)acraiomaa ) HOC uvtoBarc. U.IIOCTI, MiioavOCTi, 
a i 

II.. Rn(Rfi) ii n y c n , / /2(E) I i t n / / j (F / 4 ) . 

L c m oooBiia'iiiM S K.iace BCOX rex MIIO/KOCTB /.' C -V, K Koropi.iM MO>KIIO na i i rn .MMO/KO-

CTBO A € Rfi0 II MIIO/KOCTBO B £ R(li) TMKOO, HTO A C F C 1* H ua(A ) — / ^ ( B)< T ( ) $ MB. HITCH 

o-a.ireopoii co;iep/Kaiomeii £ n (j)ynKiuiH // na S oiipe;t(vieiuia}i ypaBiioiine.M / / (F) •"-•//2(A) 

SIB. moTcji (o;umoii) no.moi i Mepoii, Koropaa coBmuaer c //, na £ . 

NOTE ON THK E X T E N S I O N OF MEASURE 

K I O R K L U V A N K K 

S u m m a r y 

In this article the theorem on extension of measure is proved as follows. 
Lot R be an algebra of subse ts of any set X and // to ta l ly finite measure on R. 

Let R(I(R,)) be the class of all sots E such that there exists an increasing (decreasing) 
CO <x 

sequence \hJ,,\'f; \ o f sets in R and E ^ U F„,(F -= n Ew). Denote / / , (E ) -^ J i m / / ( F l t ) . 
>/ 1 >/ l i, 

Kurt her let R()<) (R()0) be the class of sets of the form E ^ n Kn (E _-: u E„), WIKMV !F„!,f l 
>/ - I a l 

is a decreasing (increasing) sequence of sets in /?0(iR^) and let u2(E) ----^ lim //j(E„). 

If wo denote by S the sys tem of all sots ECN for which there exists a set A 6 Rfia 
and a set B 6 £„,} such t hat A C F C F and / /2(A) = //2(B) , then S is a o-algebra con­
taining R and the function // on S, unambiguously defined by the equa t ion /7(F) — 

//2(A), is a (unique) complete measure which coincides with // on R. 
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