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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 2 — 1957

POZNAMKA K ROZSIROVANIU MIERY

ICOR KLUVANEK

Katedra matematiky Slovenskej vysokej skoly technicke] v Bratislave

Tato poznamka sa zaobera dokazom délezitej vety z tedrie mieryv.! ktora
hovori. ze pre kazda o-koneént mieru g definovani na nejakom mnoiinovom
okruhu R existuje na minimalnom o¢-okruhu S§(R) obsahujicom R jedin:i
miera u, ktorej hodno ty na okruhu R sa zhoduju s u. Tato veta sa obvykle
dokazuje pomocou von kajsej miery a pomocou pojmu meratelnosti mnoziny.
Minimalny o-okruh §(R) nad okruhom R je rovny najmensiemu systému.
ktory obsahuje okruh R a ktory obsahuje i limitu kazdej monoténnej postup-
nosti do neho patriacich mnozin. Preto sa spomenutda veta da dokazat i po-
mocou transfinitnej indukcie, a to tak, Ze sa rozsiruje obor definicie funkcie p
o limity monoténnych postupnosti mnozin zo systému, na ktorom je fu nkcia s
prave definovana?. Pritom na mmozinach, ktoré takto do oboru definicie pri-
berame, hodnota u sa definuje z poziadavky, aby w bola spojita zhora i zdola.
Pre Lebesguovu mieru v8ak plati. Ze pre kazdi merateIni mnozinu F existuje
mnozina A CE typu F,, pricom miera oboch mnozin 4 a E je rovnaki:
podobne existuje mnozina BD K typu G rovnakej miery ako E. Je teda nadej.
ze pri rozsirovani oboru definicie miery g indukciou sa mnozina hodnét po
niekolkych krokoch prestane rozsirovat a do oboru definicie sa dalej priberaji
iba mnoziny, ktoré sa lisia od doterajsich len o mnozinu miery nula. Je to
naozaj tak, ako ukazuji nasledujice riadky.

Nech X je 'ubovolnd neprazdna mnoZina. Systém R podmnozin mnoziny X
je mnozinova algebra, ak plati:

I. Ak 4 €eR. BeR, tak aj 4 U BeR.

T Pouzité pojmy a oznacenia z tedrie miery st podla

3.

2 Myslienka transfinitnou indukciou rozsirit mieru na o-okruh pochadza od Borela.
Touto metédou postupuja citované prace [1], |2], [4]. |5], z ktorych [4] nie je u nds
pristupnd a je znama iba z Math. Rewiews. V tychto prdcach je vonkajfia miera.
alebo nejaky ekvivalentny pojem pouzity pri limitnych ordindlnyvch ¢islach. Votejto
praci je vonkajsia miera nahradend tvahou v ddékaze lemmmy 9 a tym, Ze je tiato
tvaha urobend uZz pri druhom kroku, je cely proces indukcie redukovany na tieto
dva kroky.
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IT. Pre 'ubovolnd mnozinu A €R je i A* = X — A €R.
Mierou budeme rozumiet nezdporna realnu funkciu p definovant na
algebre R. priéom pre Tubovolnt postupnost {4,},-; disjunktnych mnozin

7 R taka, ze U A, =A€R je ud) = ZH ) a w(X) je kone¢né &slo.

Pre lubovol‘ny systém A podmnozm mnoziny X definujeme systém A, ako
systém takyceh mnozin E C X. pre ktoré existuje rastiica postupnost {#,},

0
mnozin z A. pricom E = u E,. Podobne A; znamena systém tych mmozin
n—1

F C X pre ktoré existuje klesajuca postupnost {E,},7  mnozinz Aa F == n K,

w1
Neeh R je algebra. Viimnime si systém R, U R;. Zrejmé su tieto tvrdenia:
RCR,: RCR,. Ak Ae€eR, . tak A*eR;; podobne A€eR, > A*eR,.

Ak A, €R, pre n = 1.2.3. ... tak <LJ U 1, €R,; tiez A, €R,. 2102,

"

Ak Ae€R . BeR,. tak i AnB€eER,: A€Rs;. BER,= A U BeR,.
deR,. BeR, 4 —~ BeR,: A€R;, BER, = A — BeR,.
Pre kazdd mnozinu B € R, U Ry definujme ¢islo u,(F) takto: Ak K € R, .

.
j. K U K, pricom {E}7 | je rastica postupnost mnozin z R, kladieme
1

(k) tim () ak E€R,. t.j. B = n K, kde {E}; | je klesajica po-
" n o1

stupnost mnozin z R. kladieme znovu p(E) = lim w(E,).

M
() existuje pre kazda mnozinu E € R, U Ry, pretoze ide o limity ob-
medzenych nu)n()t()nnych postupnosti. Okrem toho u, je funkcia na R, U R;.

Skutodne. ak K U F U F“. pricom {E .y, a {F}7 , st rastice po-
'
' 3 Esl
stupnosti mnozin z R, je pre kazdé n = 1,23, ..., F, CH = u (E,L — K, )
N -
{kladieme F,= 0) a podla vlastnosti miery aj u(¥ >,u 1)

n=1
lim u(H,) a z toho i lim u(¥,) = lim u(#,). Podobne dokazeme i obritent

"

N

nerovnost. Prechodom ku komplementom dokazeme podobné tvrdenie i pre
7 ©

mnoziny E€R,. Ak E€R, N Ry, t.j. K = U .E’,L :‘:nri\].Fﬂ, pricom {E,} 7,

Je rastca a (F,} 7 | klesajica ])o\tupnost mnozin z R, je {F, — E 7 | klesa-

jtica postupnost mnozin z R a n (F — EK)) =0, teda 0 = hm wF, —E) =

n==

lim (u(F,) — p(E)) = lim [u(F,‘) — lim w(E,).

"
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Lemma 1. Funkeia py je aditiona na systéme R, 0 R, L. <R UR,.
BeR,UR,. AuBE R UR, « An B =0 tu u (A u I)) ()

().

Dokaz, Ak A €R,. BER,. jetozrejmé. Nech 4 €R,. BeR,: 1 n A,

w1

B=n B, 1A} . B s klesajice postupnosti mnozin z R Zrejme
nol
AUB = A(A,UB). (AU By =limud, 0 B) =lim(ud,) B,
no 1 " "

—u(A, n B)). Ztoho.7e An B =10 vyvplyva. ze n (A, n B,) - ). a teda
1

"

ilimu(d, n B,) =0 a z toho v tomto pripade lemma okamzite viplyva.
"

NechA€R,. BeR,. AU BER, Nech AUB ~ U, B B ()

w1 [
rastica a {B,}) | klesajica postupnost. Polozme A == ' — B . Zrejme je
‘_l - UA d’( >>>>> ‘4tu Ifni(Bn‘—(’,x)'iu(("u) = I(L(At)+/u(Bn)7A”(Bn 7—'(’:)'

w1

Pretoze A (B, — (') = 0. teda i lim (B, — (') = 0. je lemma i v tomto

no=1 "

pripade dokazana.

Konetneak 4 €R,, BER,, AU BER,. nechAuB—=n( . 5L-—~uUb,

w1 2!

-
Polozime A4, =, — B,. Zrejme A =nA,. (', =4, uB, a 4, n B, =0
no

z ¢oho lemma i v tomto pripade Tahko vyplynie.

Lemma 2. Funkcia u, je monoténnae na R, U Ry. t. j. ak 4 €R UR,.
BER, URya ACB. je u(A) =< u,(B). :

Dokaz. Ak A€R, i BER,, resp. A €R, i BeR,, prislugné monotéonne
postupnosti {4,}7 ,, {B,}, , mozno zrejme volit tak, aby bolo 4,CH, .
a z toho mame ihned lemmu dokédzani. Ak A € R,. BER, je B= 4 u (B — 4).
mnoziny vpravo st disjunktné, B — 4 € R, teda p,(B) = p,(A4) + u (B — A).
Pretoze u, je nezaporna funkcia na R, u R,,. je to i v tomto pripade lokazané.
Podobne pre pripad 4 € R, a B € R;.

Lemma 3. Nech {4 )7 | je rastiica postupnost mnoZin z R, nech 4 —u A .

Potom py(A) = lim u,(4,).

"
Nech {B,} 7 | je klesajiica postupnost mnoZin z Ry, nech B = n 8,. Poton

v o1
Aul(B) - linl lu’l(Bu)'

Dokaz. Pretoze pre vsetky n—=1.2.3.... je AD A, . podla predoslej
lemmy je u,(4) = u(4,). ako aj p,(A) = lim p,(4,). Ku kazdej mnaozine A,
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e
existuje viak rastiea postupnost {4, 17 muezin z Ropricem 4, = u A .
kot
"
Yl sine (- eine te (1 ¢ . (o o g P
Polezme ¢, = U]A,-_‘. Zrejme je (', C A, . 7z toho u((',) = u,(A,) pre n — 1.2
iy

3o 0O = Aiteda g (A) = lim p(C') < lim uy(A,).

w1 " "

Druht cast lemmy dokazeme podobne.

rs
Lemma 4. Neeh je LAV 7| klesajica postupmost mno¥inz R, anech 0 A, =«
nol

Potone lim gy(A ) = 0.
Daokaz. Pretoze {u(A,)}, | je nerastiica postupnost. existuje lim @ (A) 0.

Zvolme ¢ = 0. Ku kazdej mnozine 4, existuje mnozina B, € R tak. 7o B,CcA4,
& " .
a C(BY) = (A, Polezme €, = n B, Vtedy je u((')) > iu(d,)
ro

oo

;
\" ¢ 1 1 .
- },4 e () e pre o= 102030 000 Ale (LD, pre no== 10208000
o
,
N, 0. teda im u(€") == 0 a z toho pre kazdé ¢ > 0 je 0= lim gy (A4,) - «.
o " "
- : , ., . v
Lemma 5. Ak LAY a (BT si Resajiice postupmosti mmoZing = R,
s
a A, Ce B, tak Him gy (A4,) = lim iy (B),).
a1 wo ! 2 "
v s
Al A a (B siorastice postupmosti mmotin x Ry a u A, CuU B .
w1 o1
ke iy g () 2 i w ().
1" "
s .
Ty A v . ‘ . - v ) TN
Dokaz. Pre kazdé privodzené je n A, CB,. K mnozine B, existujc
no 1
s
7 Al P o v N 1
rastiica postupnost {17 3 €eR a B, = u (', Polozme D, = A, — (',

w1

Zrejme je D 17 klesajica postupnost, 1, € R a n D, =0, teda lim u,(D,) 0

podla predeslej lemmy. Pretoze py(A,) — py(( “) < u(A,) — A, n )
e, O = D). e T (alA,) — p(C)) = lim () = m(B) 0

Teda pre vietky privodzené k je lim uy(A4,) = uy(B,) a to dokazuje prvi cast

/:I/

lemmy. Druhi cast dokazeme prechodom ku komplementu.
Polozme teraz Ry, = (Ry), a R,y = (R,),. Zrejme plati: R, U Ry CR,,:
R, UR,CR, A€R, = A*ecR,: A€R, > A*cR,,. Ak A4, € Ry, pre
7. o
no 1,23 ... tak ud €Ry: A, €ER, pren — 1.2.3 ... >n A, R,
' 1

w1 n

1€R,. BER,, - AnBeR,:AcR, BeR, - AU BeR,,.

B Piseme () miesto O (k). hoet (7, zavisi od k, podobne 1),
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Pre kazdt mnozinu K € R,, u R, definujeme Cislo u,(E) takto:

»
Ak E€R,, . t.j. E=u K, . pricom {E};, e rastica postupncst mmozin

n=1

7 R,. kladieme py(E) = lim u(E,); ak F,€R,;. t.j. B = nE, kde (7,
w1

n
je klesajiica postupnost mnozin z R,, zasa kladieme u,(E) = lim u (F).
"
Zrejme existuje u,(E) pre kazdu mnozinu X € Ry, U R,,. u, je tunkeia na

XL aC

svstéme Ry, UR,;. Ak B = U ¥, = U F, . pricom {E})7, a (F} 7, =i
n=1 n=1

rasttice postupnosti mnozin z R, z lemmy 5 vyplyva. ze lini u (&)

"

== lim u,(F ). Z tej iste] lemmy vyplyva jednoznaénost aj v pripade prieniku.

o XL
Ak U E, = ann, pricom {£ }~_, je rastiica postupnost mnozn z R, a {F,}
1 n=

ntn o1
je klesajuca postupnost mnozin z R, {F, — E,} ., je klesajica postupnost
mnozin z R, ktoré maji prazdny prienik, teda lim p(F, — E) = lin g, (F)) -
— lim 4, (E,) = 0.

n

Podobne ako lemmy 1, 2, 3 sa dokdzu nasledujice tri lemmy.

Lemma 6. Funkcia p, je aditivna na systéme Ry, U Rys,t.j. pre A, B€R;, U
UR,, AnB=0, AU BER, UR, je uy(d U B) = u(A) + u(3).

Lemma 7. Pre A, BER,, U Ry, ACB je u,(A) < u,(B).

Lemma 8. Ak {A4,},., je rastica postupmost mmofin z Ry, . tak u,’ U A)) —
w1
= lim u,(4,).

n

Al {B,} .1 je klesajica postupnost mnoZin z R, tak uy( rﬂle) = lim wo(B).
"~ "

Teraz uz mame moznost pristapit k rozhodujicemu kroku nas2j tivahy.

Oznadme § systém mnozin E CX s vlastnostou, Ze pre mnozinu i7 existuje
mnozina A € Ry, a mmozina BE€R,,, ACECB, pricom pu(B — A) = 0. t.].
1o(B) = py(A).

Lemma 9. Systém 8 je mnofinovi algebra. ktord obsahuje sicet haZdej po-
stupnosti disjunktnijch mnoZin patriacich do $.

Doékaz. Nech E €8§. Kxistuje 4 € Ry,, BER stak. 2e ACEKECE a w(B—
— A) = 0. Zrejme B*CE*CA* B*€R, , A¥*€ R ,. u,(A* — B*) =0, teda
E* €8. Vezmime E,. E, 7§ a k nim patriace 4,, 4,, By, B,. Zrejme .1, U 4,C
CHE,UE,CB U B, a ztoho, 7¢ Biju B, — 4,0 A4,C(B,— 4,)u (B, 1,
vyplyva podla lemmy 7. e uy(B, U B, — 4, U A,) = 0. Pretoze A, A, €R,
a Byu B,€R;, je B, U F,€S.

Nech {#,}7., je postupnost disjunktnych mnozin z §. Pre n == 1.2, 3. ...
nech je 4,CH,CB,. A,€R,. B, €R;, u(B, — 4) = 0. Zrejme st A,

1
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o
disjunktné mnoziny. Oznaéme 4 = U 4,. 4 € R,,. Podla lemmy 6 a lemmy 8
n=1

je p(A) = 2. uy(A4,). Ku kazdej mnogine B, a k &islu & > 0 existuje mnozina

('L - (""(6) € RG’ }f)l"i(v,‘OHl Bn c (:"u a lul((r"u) < /u’2(Bn) “i’ "{i‘ - ;u’2(A;¢) + DY

D3

o %0

A Ul("n) = Zl,ul((),,) < Z,uz(An) + ¢ = wu,(4) + e. Polozme C(e) = v C,.
ne= n= n=1 1

no {Z)n} : 1 .](: klesajﬁca

('(¢) € R,. Polozme D, = :\ (%) Zrejme je 3 E,.CcD
k=1 n=1

postupnost mnozin z R, u,(D,) < u,(A4) + ;1; Ak B = ;: D, jep(B—A)=
n=1
1
(D, — A) = po(D,) — uy(A4) < —pren =123, ... Ztoho, je B€ R,,.

ACUVUE,CBa u(B— A4) =0, je lemma dokdzana.
n=1

Dokazand lemma hovori, Ze systém S je o-algebra, t.j. systém, ktory
s kazdou mnozinou obsahuje i jej komplement a s kaZdou postupnostou
mnozin i sicet ¢lenov tejto postupnosti. Zrejme plati okrem toho, ze RCS.

Definujme pre kazdt mnozinu E € § ¢islo u takto: K mnozine E ndjdeme
prislugné mnoziny 4 € Ry,, B € R,;, A CE C B tak, aby u,(B — A) = 0 a po-
lozime u(B) = py(A) (= po( B))-

 je funkcia na systéme S. Skutoéne, ak 4, CE C B, a zaroveli A,CECB,.
pritom A;, A, € Ry, By, B,€R,y a p(d)) = m(By), py(d,) = me(By), Je
A,C B, a A,C By, uy(By) = uy(4)), p(By) = pao(4s), z Eoho jednak pao(4s) =
< p(Ay), jednak py(4;) = p.(4,).

Lemma 10. Funkcia u je miera na algebre 8. Pritom je to jedind miera s tou
vlastnostou, fe pre mnoZiny B € R je p(E) = w(k).

Dokaz. Pre E € R rovnica u(E) = u(H) zrejme plati. Ak {£ };.; je po-
stupnost disjunktnych mnozin z § a A4,CE, st mnoZiny z R,,, pre ktoré

ad >

1:(A,) = w(E,), podla dékazu lemmy 9 je u,(U A4,) = pu(u E)), teda u je
1 n=1

=
miera, a to zrejme koneéna, lebo u(E) < u(X) = u(X) < oo pre kazdd mno-
zinu K €8S.

Ale kazdd konelnd micra je spojitd zhora i zdola v kazZdej mnozine, t.j.
ak {E}7., je monoténna postupnost mnozin a K = lim £, tak w(l) =
== lim w(B,). Z toho vyplyva, Ze na systéme R, U R; a dalej i na systéme
R,, U R, je micra u jednoznatne svojimi hodnotami na R dani. Dalej pre
Tubovolné dve mnoziny ¥, CF, z § musi byt u(F,) = pu,(F,) a pretoze ku kazde]
mnozine K € § existujia mnoziny 4 € Ry, a BER ;tak, 7e ACECBa u(Ad) =

= u(B) je miera px na celom systéme S uréend jednoznacne.
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Pred vvslovenim vety pripomerime. ze miera dand na s-algebre S j- uplna.
ak § obsahuje vietky pedmnoziny kazdej mnoziny. ktorej miera je rovna
nule.

Veta. Nech pje miera na algebre R (X)) < oo, Potom cxistuje tald o-algchra .
Ze plati:

1. RCS.

2. Na o-algebre S existuje jedindg i plwd miecra p s vlastnostou. e pre vinoiingyg
I €R je wWE) = puK).

Dokaz. Existencia o-algebry § i miery u na nej i jednoznacnost miery u
je zarufend lemmou 9 a 10, Staci dokdzat. ze miera. ktora popisuje lemmma 10.
je uplna. Ale to je zrejmé. pretoze u(K) = 0 iba vtedy. ak existuje rinozina
BeR,,. pricom u,(B) = 0 a K CB. Zrejme je () € R,,. teda moézeme za mno-
zinu A volit 0 a bude A CH C B. pricom uy(B — A) = 0. Z toho viak viplyva,
ze Tubovolna mnozina F CKE tiez patri do S. ¢ize p je Gplnd miera.

Ziavercm poznamenajme. ze ziskany vysledek mézeme pouzit aj na doka-
zanie vety o rozsireni miery i v pripade. ak R nie je algebra. ale iba okruh.
a pje o-kone¢nd miera na nom. Tento vysledok sa ziska pouzitim nasej vety
na okruh R n 4 (to je systém mmozin B n 4 pre B € R) pre mnoziny 4 € R
w(Ad) < oo, ak si uvedomime. ze S(R) n 4 je minimalny o-okruh nad syxtémom
R n A a kazdd mnozina K € §(R) sa dd pokryt spocitatelnym systémom dis-
junktnyeh mnozin z R. ktoryeh miera je konedéna.
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o

el
Bt (VORBaIeIas) Hoc e lopaTe Lo ts (K00 amoskeers u3 RO wro [ e=0 1, (K- o ).
' no1 no

s
Hoaossise g (15, Tim(l,). Jlasee nyvers Rgy (Rsg) oaace anoskecrs s o= n ld,

" w1
o
(B U B rae U900 vOmBontast  (BO3PAcTAIONE ) HOCACOBATC I LIOCTL - MHOZRCCTR
0o
s Ro(Ry) 1 nivern piy( 1) i gy (19),).

"

e i odosmaany S riace seex rex dnomeets 5 C N R ROTOPLIN MOZRHO T NTHOZRe-
o o € Ry 1 Muomectso 3 € Ry ranoe, wro A CH C B u jiy(A) = 1y(B), 10 S siasres
a-nareGpoil cojleprsaioniell R i QYIRINS g Ha S o1pe;iedieiiias ypasieine () - py(A)
dserest (i) noanol Nepoii, Kortopast copitajaet ¢ goua R,

NOTE ON THE EXTENSION OF MEASURE
1GOR KLUVANEK

Summary
In this article the theorem on extension of measure is proved as follows.
Let R be an algebra of subsets of any set X and g totally finite measure on R.
Let RL(Rs) be the class of all sets /1 such that there exists an increasing (decreasing)

o
sequence 0 of sets in R oand K o= U K (K =
no 1

o
n /<,). Denote g (K) = Tim u(14,)-
w1 n

. e
Further let R,y (Rog) be the class of sets of the form K = q ), (I =2 U I7,,), where (1,00
w1 [
ix adecreasing (inereasing) sequence of sets in Ry (Ry) and let gy(£) = lim g, (F),).

"

I we denote by S the system of all sets /£ C.XN for which there exists a set 4 € Raa
and a set 3 € Ry such that A CKC B and yi,(A) = j1,(B), then § is a g-algebra con-
taining R and the function @ on S, unambiguously defined by the equation (k) ==

1s(A), s oa (unique) complete measure which coincides with 7 on R.
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