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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 2 — 1957

CENTRUM NEKONECNE DISTRIBUTIVNYCH SVAZOV

JAN JAKUBIK

Katedra matematiky a deskriptivne] geometrie Vysokej Skoly technickej v KoSiciach

Nech S je svéz s neprazdnym centrom C. Je zndme, Ze (' je podsviiz svizu N
(pozri [1], kap. II, veta 9). Plati teda:

rn€C, 1=1 ..., n=>nax, € (1)
a dualne.

Naskytuje sa otazka, ¢i sa implikacia (1) d& rozsirit na nekone¢ne mnoho
prvkov centra. Podrobnejsie povedané: treba vySetrit., ¢i pre svizy plati
tvrdenie:

(A) Nech {x;} je podmnoZina centra C svizu S. nech vo svize S existuiti preky
a=nNnux;, b=uUx;. Potom a,beC.

Ak pre sviz S plati tvrdenie (A), hovorime, Ze centrum ' je tiplnym pod-
svizom vo svéize S (pritom ¢ nemusi byt uplny sviz, ak sviz S nie je aplny).

Cielom tejto poznamky je vySetrit platnost tvrdenia (A) pre vicobeené
sviizy a pre nekone¢ne distributivne svizy. Ako désledok dostaneimne vetu.
tykajucu sa rozkladu nekonecne distributivneho sviézu na priamy sidin.

Veta 1. Centrum nekonetne distributivieho plného svizu S je dplngjm pod-
svdzom vo svize S.

Doékaz. Nech {x;} je neprazdna podmnozina centra (‘' nekonecne distribu-
tivneho uplného svizu §. Oznalme n x; = a, U a; = b.! Nech 0. resp. 1
je majmensi, resp. najvicsi prvok v S. Plati 2z, u @] = 1.2/ = b, teda
xz; U b = 1. Z nekonec¢nej distributivnosti dostavame

avb=(Nnx)ub=n(x;0b) = 1.
Dudlnym postupom sa dokaze a n b = 0. Teda «, b st prvky centra sviizu S
(pozri [1]. kap. V §5).2

UAK v €N, oznatujeme znakom @' komplement prvku w vo sviize S (ak existuje).
Prvok centra ma zrejme jediny komplement.
2 M. Kolibiar mi ozndamil, Ze sa veta 1 dd zovscobeenit na relativne viplné nekonecne
distributivne sviizy (bez pryvkov 0, 1), pricom namicsto centra ¢ uvazujeme o mnozine
C* CS s touto viastnostou: .« € OF vtedy a len vtedy, ked zo vztahu &€ a, b CN
vyplyva, Ze prvok @ ma v intervale o, b relativny komplement. DOkaz zovienbecenenej
vety by sa vykonal na zdklade vysledkov prace [4].
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Priklad 1. Nech S je mmoZina vsetkych funkecii s oborom definicie
J = {0.1>. ktoré nadobtidaja len hodnoty 0. 1. Nech je mnozina S obvyklym
sposobom &astoine usporiadand (f < g, ak pre kazdé x €.J f(x) = g(x)); zrejme
je S distributivny sviz. Ak f, g € S a ak nerovnost f(z) = g(x) plati najviac
v konetnom pocte bodov x € J, piseme f ~ g. Nech fy(f;) je najmensi (najvidsi)
prvok v S. Nech S, je podmnozina mnoziny S, ktorda obsahuje len funkecie:

Lo fo. 2. f1, 3. [y, fo(x) = 0 pre x €0, 3, f,(x) = 1prex € (3, 1), 4. vietky
tfunkeie f € 8, pre ktoré plati f ~ f;, pricom ¢ je rovné niektorému
z tisel 0. 1, 2. Tlahko sa zisti, Ze S, je podsvizom svidzu S; teda S, je distribu-
tivny svéaz.

Nech §, je mnozina vsetkych prvkov f € .S,. pre ktoré plati f ~ f,, f < /,.
Kazdy z prvkov f € §; ma komplement v §,, teda patri do centra (! svizu S, .
Platt U f(f€ S)) = f,. Prvok f, v8ak nema vo svize S, komplement, teda
nepatri do centra ('. Z toho vyplyva:

Veta 2. Distributivne svizy vo vSeobecnostt nespliuji tvrdenie (A).

Poznamka. Nenasiel som priklad tplného distributivneho svizu, ktory
by nespliioval tvrdenie (A).

Priklad 2. Nech § je mnozina vietkych funkecii, definovanych na intervale
J = <0, I>. nadobidajtcich len hodnoty 0,1,2 s obvyklym diastonym
usporiadanim. S jeuplny svéz; svizové operacie na S oznadéime (pre {f} CS)A f;.
V [;. Ak a, b € § a ak nerovnost a(x) %= b(x) plati najviac v koneénom poéte
bodov x €J, pridom v tychto bodoch je a(x) € {0, 2}, b(x) € {0, 2}. potom
piseme @ ~ b. Nech fy(f;) je najmensi (najvicsi) prvok v S.

Nech S, je podmnozina mnoziny S, obsahujica len tieto funkcie:

1. vSetky funkecie z mnoziny S, nadobudajice len hodnoty 0. 2 (mnoZinu
vietkych tyehto funkeii oznaéme Sy;)

2.4
/0 x €0, 3>
g(a) = &1 T € (3, 3)
2 x€(3 1)

3. vietky funkcie [€ S, pre ktoré plati f~ g (mnoZinu tychto funkei
oznacme Sp.).

Ak {f} €S, a ak (vzhladom na Ciasto¢ne usporizdant mnezinu S,) existuje
supremum. resp. infimum muoziny {/,}, oznadime tieto prvky znakmi u /.
vesp. N [0 Ak {f} €8, a pritom ' f; €8, zrejme plati \V f; = U [, (a duilne).
Dokazeme. ze S, je Gplny sviz (z postupu bude zrejmé, ze S nie je podsviizom
vo sviize 8). Lahko sa zisti. Ze na to staci dokidzat tvrdenia:

a)y ak {f1 €N, existuje U /.

b) ak {4/} CS,.. existuje U /;,

¢) ak [, € 8y fs €84, existuje [ U f,

a tyvrdenia dudlne k a), b), c).
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Ked7e zo vztahu {f) €S, vyplvva V[ €5,. plati a). Pre j €S, oznacme

znakom [* funkeciu z mnoziny S;;. definovani takto: ak j(x) = 0 (/) |
alebo f(x) = 2). polozime f*(x) = 0 (/¥(r) = 2). Nech @ = [/} €N, a nech ./,
je mnozina tych a €. 0.4 . pre ktoré existuje f; € Q). [, (v) 2. Ak mno-

zina J, je koneéna. existuje U /; V€N, Ak mnozina J je nekonedna.
neexistuje ziaden prvok € S.. pre ktory by bolo j- [, pre kazdc f; € 6).
Ak je viak pre [ € S, splneny vztah [ = f, pre kazdé f; € Q. musi byt zdroven
[z [* takze U f; = Vv /#.Tym je dokazané b). Nech [, € S,,./, € S,,. nech ./,
je mnozina tych a. pre ktoré fi(x) = 2 == fy(x). Ak je ./, konetnda mnczina. je
LV €8, Ak je J, nekonednd mnozina. dokize sa podobnou tvahou ako
v predoslom.ze plati f, u [, = [V 5. Tym je dokazané ¢). Analogicky sa
dokazu dualne tvrdenia. Oznatme J, =< 0. 1> U Z 3.1 a definujme funkeie /,
(pre kazdé y €.J,). a funkcic [,. [u. [. €8, takto:

S22 =y o2 a €,
x) = ¢ . A .
fuo) = < 04y fulet) =< 0H xe€d,
2 p€el31 2 €0, 1.
Py = =
N g€ 5.0 0 e 0] ')

Lahko sa zisti. Ze vietky prvky [/, patria do centra (' svizu S,. Plati v/, -/, .

Prvok f, nie je neutrdalny. kedze podsviz N, svizu S;. vytvoreny prvkami
. [..g. nie je distributivny. Plati totiz:

[hufo=1,09-=/. .= f.ag =/, [y

Teda [, nie je prvkom centra ('. Z toho vyplyva
Veta 3. Uplné svizy vo vseobeenosti mesplbiujii lordenie (A).
Veta 4. Nekonelne distributivny 1iplny sviz S sa dd vyjadril v v

S~ AdxDB. (2)

pricom 1. sviz A sa dd rozloZil na priamy siéin faktorov. z ktorijeh ha*dy je
priamo nerozlofitelnyj. 2. ak sviz B obsahuje viac ako jeden prvok. sviz B je
priaamo rozlofitelny a kaidij jeho priamny faktor. obsahwjici viac ako jeden preok.
je priamo rozloZitelny. 3. rozklad (2). ktoriyy ma vlastnosti 1. a 2. je jednoznacn .

Dokaz. Nech (' je centrum Gplného a nekonecéne distributivneho svizu N,
nech (' je mnozina vsetkych atémov vo svize S. nech (1) je najmensi
(najvadssi) prvok v S. Ak (') = 0. podmienkam vety zrejme vvhovuje rozklad
S ~ {0} xN. Predpokladajme. 7e (') %= (0 a ozna¢me «, = U a(« € (') Podla
vety 1 a, € ('. Nech a; je komplement prvku a vo svize S. 4 = 0O.q,
B = <0.a,>. Plati § ~ A4 x B. Nech ('|((',) je centrum svizu A(B). Podla
vety 1 (') je aplny podsviz sviizu 4. teda (') je iplna Boolova algebra. Z kon-

P Vyraz ,,priamy saéin® pouzivame v takom zmysle, ako sa v |2 pouZiva vyiraz

»Uupiny priamy stéines, Znakom ~ oznacujeme svizovy izomorfizmus.
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strukeie svizu A vyplyva. ze Boolova algebra (') je atomarna. teda (pozri [1h],
str. 2400 evic. 4) (') je uplne distributivny sviz. Podla vety 2, [3] plati

A~NA, A = 0.a),

pricom «; prebieha celt mnozinu (') (svizy A; st zrejme priamo nerozlozitelng).
Ak «y = 0, tak sviz B obsahuje jediny prvok. Ak aj > 0, sviz B nemdze
mat ziadny priamy faktor B;, ktory by bol nerozloziteIny a ktory by obsahoval
viac ako jeden prvok (najvadsi pryvok b, sviizu B; by potom patril do mnoziny (/.
¢o je proti predpokladu). Jednoznacénost rozkladu (2) s vlastnostami 1. 2 je
7. predoslého zrejma.

Poznamka: Z predoslého prikladu 2 vidiet, Ze vo vete 4 nemozeme vynechat
predpoklad o nekoneénej distributivnosti svizu S.
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HEHTP BECRKOHEYHO JIMCTPUBYTUBHBIX CTPYRTYP
S HRYBHR
BoiBo b

Hyvers S - CTPYRTYPa, KOTOPast umeer Henycersiii nentp (0 Hasecerno, wro O sipisieres
HOCTPYRTYPOI CTPYRTVPBL (7 1. e,

pE€C, (=1, ..., n=>npx;€C (h

] ,'l.\'ll.lhli(k

Bostmiaer BOHpoc, MOKHO-AH MMIKIHKMIO (1) pacmapurs Lt cayuas OeCcKOHeURoro
swnozkeerna {xg C C. Onpejesny coierso (1) erpyrrypbl S Kar cileayer:

(1) Beann {w) Heuyeroe mojMHOKecTBO HenTpa  crpyRTypoi S 1 e 88 ¢y Ieeryior
DACMEHTHL @ o= a2y, b=V x;, rora a, b €C.

B saverie loRasnBaetes:

L. Beckotedno Juerpady THBHBIC CTPVRTYPLE UMelor ¢oiierso (o).

2. CyecTBY10T eTprOy THBHLIC CTPYKTYPhI, ROTOpble He uMetor CBolcrso (1) (Hoerpoen
ipmep). He pemen Boupoc, Moryt=-i rakne JHerpudyTHBHbLIC ¢rPYRTYPLE ObiTh 1OJHBINY,

B0 CYIeCTBYIOT HOJAHBIC CTPYRTYPLI, ROTOPBLIC He lveor csoficrso (1),

i. Beewoneuno JuerpuOVIHBHYIO NOHYIO  CTPYRTYPY S MOKHO  HPejcTaButh B BRI

HPAMOLO HPOHSBCCHUS
S~AxB (2)
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e a) cTpyRTypa LA pasaomnMa B upHMoe NpoHsBelenae o~ 11 B KOTOPOAT UiubLi
APAMBIL MHOAUTE B A, He pasiomme 0) RaKanit npsyniil snosgures s By erpyiivpat 1B
PABJNOKUM B HPAMOC HpousBejene By~ Cy X Dyortaik 910 RaGR1as 13 cTpysryvp By, ()
unmeer Bonee 0JHOTO dieMeHTa.

D. (lym('('TnymT MOJHBIC CTPYRTY P, ROTOPLIC He BO3MOYHO PA3JOMRUTL B HPHM e 11po-
napelenne (1) co cepoiietBamit a ), 0) (T. €. He BOZMOMKHO L OTICTHTL  HCPAsIOKRHMLC
MHOMRUTCIM OT PABTOAMMBLIX,,). ToT camplil npuyep Kaw B 2.
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