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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 2 — 1957

O PRVOCISELNYCH MRIZOVYCH BODECH
NA KUZELOSECKACH

MILOS LANSKY, Praha

Necht P je mnozina vSech prvodisel, ¢’ mnozina vSech celych, B mnozina
viech realnych d¢isel. Kazdy prvek kartézského soulinu C X C nazyvime
miizovym bodem, kazdy prvek mnoziny P X C, resp. ¢ X P nazyvame zleva,
resp. zprava prvoéiselnym miiZovym bodem. Prvky mnoziny P X P na-
zyviame prosté prvodiselnymi mifzovymi body.

7 teorie diofantickych rovnic je znamo (viz na pt. [1], str. 130 nebo [2],
str. 88), Ze existuji neomezené regularni kuzelose¢ky, na nichz lezi nekoneéné
mnoho miizovych bodu. Takovou kuZelosedkou je na pf. Pellova hyperbola

Y — da? = 1,
kde d > 0 neni étvercem celého disla. '

Snadno bychom dokazali, Zze tato hyperbola prochazi vSak jen koneénym
poétem zleva prvodiselnych miizovych bodi.! Je tedy na misté otdzka, zda
a které kuzelosecky obsahuji nekoneéné mnoho zleva, resp. zprava prvoéisel-
nych miizovych bodi. Céstetnou odpovédi na tuto otdzku je véta, kterou nyni
zformulujeme.

Véta. Necht r je raciondlni islo; existuje-li reguldrni kuzeloseCka, kterd pro-
chazi bodem (0; r) a obsahuje nekonecnij poéet zleva prvoliselnijch m#iZovych bod,
pak je to parabola, jeji osa je rovnobéénd s osou y.

Diive nez ptistoupime k elementiarnimu dikazu této véty, odvodime celkem
samoziejmou pomocnou vétu:

Pomoend véta. Necht n CC x (' je funkce, pro nig plati v B X R vztah

lim n(x) = m € R.

Tr—=>+ 0
Pak
a) je m € (', .
b) existuje takové &islo n € C, Ze pro vechna x véisE ne n z definiéniho oboru
Junkce n plati
n(x) = m.

1 Dukaz na tomto mist8 neuvadime z toho divodu, Ze tvrzeni je pfimym duasledkem
véty, kterou v dalSim dokéZeme. Viz dusledek 3.
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Dukaz. Ke kazdému ¢ > 0 existuje podle predpokladu privozend cislo n.
takze pro viechna x vEétsi nez n a soudasné z defini¢niho oboru funkee y plati

ey — o

< e, m € R. (1)
Oznatme symbolem o(ne, (') vzdalenost m od (. Je-li wnon €. pak je
O(m. (') > 0; zvolime-li ¢ < o(m, ('), pak ze vztahu (1) plyne. ze plati

L) — | << o(m. (),
kde »(x) € (', coz je spor. Tim je dokazana prva ¢ast tvrzeni.
Polozime-li ¢ < 1, pak ze vztahu (1) obdrzime

L) —m | << 1,
kde n(xz) € (', m € (". Odtud plyne n(x) = m. c. b.d.

Prejdeme nyni k dikazu vlastni véty:

Diakaz. Necht u C P x ('jenekonetna mnozina zleva prvociselnych miizo-

vych bodu; necht pro viechny uspoiadané dvojice (x. y) € u plati vztah

Ap®* 4 20,0y + 2 @k + gy A 295y Aty = 0. (2)
kde prvky symetrické matice ||a; || jsou komplexni ¢isla a det rminant
A = |ay | je razny od nuly.

Protoze u obsahuje alesponn pét raznych bodu a plati g C (" = (. d& se
na zakladé Gvah z linedrni algebry snadno odvodit. ze prvky matice i a;. |
jsou v poméru celoé¢iselnych determinantii; mizeme tedy vvnasobenim vhod-
nym faktorem dosahnout toho, aby koeficienty v rovnici (2) byly celymi ¢isly.
V dalsim budeme predpokladat, ze tato uprava jiz byla provedena.

Prochazi-li kuzelosecka (2) bodem (0; »). pak r je raciondlnim kofenem poly-
nomu

PY) == Aooy® + 2053y + gy
y . 2 T (o

oznac¢ime-li 4, = ayay — a3y, pak | —A4,; je celé &islo.
Z¥ejmé plati pro viechny dvojice (x. y) € u vztah
Uy (A3 X + 2050 + 2a,,) +

) .
T (oY + oy — | —Ap) - (Ay + ayy + | —A4,) =0 (3)
a tedy | (agy + ay — | —Ay) . (Any + Aoy + ";Au).

Protoze je x € P, plyne ze znamych vlastnosti délitelnosti. ze plati bud

X | ooy + Ay + l'—A”, (4)
nebo

O I:]:: (5)

Oznadéme symbolem X, mnozinu vSech ¢isel v, kterd se vyskytuji na prvnich
mistech dvojic (z, ¥) € u, symbolem Y, mnozinu vsech ¢isel y. kterd se vy-
skytuji na druhych mistech dvojic (¢, ¥) € p. Mnozina u je nekonecni. Kdyby
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mnozina X, byla kone¢na. pak Y, by byla nekoneina a existovalo by
takové ¢islo w € X, Ze pro nekonetné mnoho y €Y, by platilo (v. y) € p:
to oviem odporuje predpokladu A4 == 0. Mnozina X, je tedv nekonecnd.
V dalsim nyni dokdzeme. ze plati @, = a,, = 0.
I. Necht je a,, == 0: pak pro vsechny dvojice (x. y) € u plati bud
X — (Uay + | —Agga® 4 2450 — Ay

1 »
y = , (6
(RS )
nebo
Ut — gy - | —Ayy 2+ 2450 — Ay

Ao

V' téehto vzoreich znac¢i 4, doplitky determinantu A4.

Definujeme nyni mmoziny X'* ¢, » = 1, 2 témito predpisy:
X} je mnozina vSech wx. kde (x.y) vyhovuje vztahtim (4) a (6),
X|? je mnozina vSech x, kde (x, y) vyhovuje vztahiim (4) a (7).
X2 je mnozina vsech x. kde (x, y) vvhovuje vztahtm (5) a (6).
X22 je mmozina viech wx. kde (2. y) vvhovuje vztahtim (5) a (7).

Zavedeme-li ¢#. o7 4. x = 1.2 takto:

1 1 1 —1
g 1| — ‘ Lo i = .
i€ :l (——1 ~l) o (l __])

muzeme dale definovat funkce 5 C('x (!, 1, % == 1, 2 s prislusnymi definic-
nimi obory X' funkénim piedpisem
o/ - P g
() —Qpx 4 % | — Ay 0 | —Aga? 4 24,0 — A,
() - _ L. . .
X

.x == 1.2,

,

Ze tyto funkee jsou celodiselné, odvodime snadno. dosadime-li ze vzorci (6)
nebo (7) do vztaht (4) a (5).

Protoze plati X, = X)) u X7 u X3! U X722, je alespon jedna z mnozin X/
nekonec¢na. Tuto mnozinu. ktera je shora. resp. zdola neomezena, oznac¢me
dvojici indext «,. .

Pak ziejmé plati vztah

Hm pos (1) = —aqy 4 O | — Ay,
I+ D

vesp.  Himopo%o () == —ctyy — 0% | — Ay
p= L

Podle pomocené véty existuje cislo n € (. takze pro vsechna x > n. resp.
re —n, € X plati

'/t“zﬂ(‘l;) = (g, + A% "’ kA:m R
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resp.
y () = gy == 0 | = g2

Protoze tento vztah plati pro vice nez dvé 2, dostaneme po jednoduchych
algebraickych upravach
Ay Ay — Afy = 0;
protoze vsak plati
(yd = A A — A5,

)
3

plyne odtud 4 = 0, coz je spor.

II. Necht a,, = 0. a;, == 0; pak pro vSechny body (. y) € (s eventudlni

. ¥ o vy o Qo ;

vyjimkou téch bodu, pro néz je x = — d:“)’ plati
12

L @ 20,7 A

BYP (S)
2(ap + @s)

'[/ ==

\ v - Ay; : v ¥ -
Ozna¢me X, = X, — {— ke } Ze vztahu (2) plyne, ze pro vSechns xr€.X,
Qs ’

plati
| 2005y + g (9)

Dosadime-li 7z (8) do (9). dospéjeme k zdvéru, ze je mozno funkcénim pied-
pisem
Y Al - Gyl — 2005
'](J’) B apx + d-z:zr -
definovat celoéiselnou funkei 4 C ' x (), jejimz definiénim oborem je mno-
Zina X‘,.
Protoze mnozina X, je nekoneénd. je shora. resp. zdola neomezens a plati

3 A1y
lim y(x) = — =222
>t Ay
Podle pomocné véty existuje n € (', takze pro v8echna x > n. resp. v -~ — n.
x € X, plati
Ay s,
plx) = — M2
@12

Protoze tento vztah plati pro vice nez jedno x. dostaneme po snadny-ch alge-
braickych upravach

A = ai gy — 2050005 + a,a3; = 0.
COZ je spor.
II. Je-li ay = a,, = 0, pak 4 = —qa,a3,; z predpokladu A4 == 0 plyne
Uy + 0, ay = 0.
2 Zaroveii je odtud patrno, Ze | :4;-,.;,— Jje celé (raciondlni) é&islo, a tedy kuielosedka
nemiuize byt eliptického typu.
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Pro vSechna (x, y) € p plati tedy podle (2)

1
2t (ap2® + 20,30 + agy).
203

y=—

Jak je znamo z analytické geometrie, jde o rovnici paraboly, jejiz osa je
rovnobézna s osou y.

" s oy oy .y Y . . Gy Qg gy .

lento pripad muze zfejmé nastat na pi. tehdy, jsou-li —— -, , = eela

> D) ” D)
“Qay Uz allyy

¢isla. Tim je dukaz véty proveden.

Disledek 1. Necht r je raciondini &islo; existuje-li reqgularni kuZeloseéka, kiera

;s . v % i v, , 3%

prochdazi bodem (r; 0) a obsahuje nekonetny pocet zprava prvociselnijch mii: -
vijeh bodu. pak je to parabola, jejiz vsa je rovnobéZnd s osou w.

Disledek 2. Neeaistuje reguldrni kufelosecka, kterd protind souradnicové osy
v raciondlnich bodech a obsahuje mekoneény polet prvoéiselnijch miiZovijch bodii.

Disledek 3. Neeaistuje hyperbola. kterd protindg aspoi jednu soutadnicovou
osu v raciondinim bodé a obsahuje nekoneinij pocet prvoéiselnijch miiZovijch
bodit.

Disledek 4. Pellova hyperbola > — dz? = | obsahuje koneényy pocet zleva
proociselnijeh mriZovich bodi.

Dasledek 5. Necht (x,. y,) je mFifovy bod Pellovy hyperboly s nejmensim
Kadnjm a,. Pak v posloupmosti celijch cisel {x;. 2y, ... |, wréenijch vztahem

k _['i._:;;l
&£y = 'l‘,‘]gi ° Z (.‘2]{ i{_ 1) . (Lf'u !/3)2}:”1 y“r»—rzk—rl

k-0
je pouze koneénij pocet prvocisel.

Dukazy disledki 1—4 jsou oc¢ividné. Dikaz dasledku 5 plyne okamzité:
z dusledku 4, uvazime-li, Ze vSechny miizové body (x, y) Pellovy hyperboly
jsou urceny vztahem

¥+ Vd = (i, + o | d)
(viz [2], str. 88).

Pozniamka. Véta je zaroveii resenim ulohy, kterou pred c¢asem piedlozil
doc. dr. K. Cerny. Jde o diikaz tohoto tvrzeni:

Nabyva-li kvadraticky trojélen ax? 4 b -+ ¢ s celoéiselnymi koeficienty
pro viechna cela x hodnot, které jsou étverei celych éisel, pak je tento trojélen
dvojmoci linedrniho polynomu. My jsme vlastné dokazali vice: stadéi totiz.
aby trojélen nabyval étvercovych hodnot v bodé 0 a pro nekoneéné mnoho
prvodisel.

Jak mne upozornil akademik Stefan Schwarz, nelze oviem vétu dokéza-
nou v této praci obratit v tom smyslu, Ze by kaZdd parabola prochazejici
bodem (0: 7). jejiz osa je rovnobézna s osou y. obsahovala nutné nekoneéné

v

mnoho zleva prvoéiselnych mfizovych bodi. Jako piiklad slouzi parabola
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ik (—1 = 20, kterd prochdzi bodem (0 —1) a neobsahuje Zdidny
mrizovy bod.
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O HPOCTHBEN HHEJBIN TOYIWAN,
JOEKRWANMN AN KPUBOBIN PO HHOPSHERA

MAUETORE ST ANHCRT
Boiso i

L reopun ypasienudi JLnodaira nasecTHo, 110 8 IeHCTBUTE RO ¢BR, ILLOBOIL 1L 10CKOC (i
CYICCTRYIOT pery sipipie kpusnie H-ro nopsisa, upoxoasnuie depes Oec ROHCUHoe MHoO
FROCTBO 1LEIBIX TOUCK.

Hpivepom raroit Jnninn coayssnr vianepdoaa Hesa

yr— da? == 1,

e d - ea0e HOJOKITCIBI0E, HEe SIBSTONCCC S RBIPATOM HE1010 dHe . CJDNTOR ¢ho-
POHBLL e TPV IO HOKABaTL, 4T0 0T FHHEPOO L COLCPANT TOABRO KOHCHHOU Y110 TARIN
ILEBIN TOUCK, HOPBAS KOOPHHATA KOTOPLIX HPOCTA. ABTOP BBOMT HOWSITIC ¢ ICBU (CHPaBa)
HPOCTOR HE0H TOURM, KK LG0T TOURN HepBast (Bropast) KOOPMHATA KOTOPOTT 11PocTa.

ABTOP HOTOM POPMY TPV ET CACVIOMY IO HPOO.ICMY T KAROIO pojta kpisbie 1= nops. ik
BOOOHLE MOUNT CO;CPIRATL OCCRONCUHOC ROJIHUCCTBO TOUCK BBEICHOTO THILA.

OMHPAACH 11 JICMMY 0 HPECIC IeA0THETCHHOE GYHRIHE, JLORABBLIBACTC S TCOJIeMa

Teopema. Hyemo v payuonaivioe wucao! ecau cyuecmsyen peeyaapias kpusat 1l-co no
padna, npoxodaupas wepes mourky (0, 1) 1 co0epxeaigas GECKONEUII0P FOAUMECINGO C10ee 1 POCI b
HeABIX THOYCH, NONoAst 2o 0043ME.1HI0 II(I]](II;().[(I, 0cb /.'()HI()/J()ﬁ N(Iplhl,llﬁlhll(l oce Y.

DT TCOPEMA MMCCT PsUL HITePCCHBIN CACICTBHIE, HAIIP. TAROC CACICTBHE, 4TO | e ¢ Ve T-
BYCT perydasipiast kpusast [-ro nopsika, nepeceRaiontasn KOOPAHHATHLIC OclE B Piilio
HAABHLIN TOYKANX H COACPRANGEST DOCROHCTHOEC ROSIUCCTBO COBMCCTIO C0BA T CHPABA HPOCTHN
HEABIXN TOUCK.

ON PRIME LATTICE POINTS LYING ON THE CONICNS
MILOS LANSKY
Summary
It is well known from the theory of diophantic equations that there exist in the real

cuclidean plane regular conics containing an infinite number of lattice points.
Take for an example the so called Pelle’s hyperbola
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where 0 is not the quadrate of & whole number. On the other hand we could casily
prove. that such a hyperbola contains only a finite number of lattice points whose first
coordinates are prime.

The author mtroduces the term of the left vesp. right prime lattice point like a point
whose first resp. second codrdinate is prime and formulates the problem of finding all
conies which have an infinite number of such points in general.

On the base of a lemma about the limit of a function, the values of which can be
only integers, he proves the folowing theorem.

Theorem. Let r be « rational number: (| there exists « regqular conic containing the
point (O; ) and an (nfinite wamber of lejt prime lattice points, then it is a parabola with
the awis paralell to y.

This theorem implies a series of interesting corrolaries, such as: "There exist no regular
conies intersecting the coodrdinate axis in rational points and containimg an infinite
number of (bilateral) prime lattice points.
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