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POLOGRUPY, V KTORYCH KAZDY IAVY
VLASTNY IDEAL JE GRUPOU

RENATA HRMOVA, Bratislava

Nech S je pologrupa. Lavym idedlom pologrupy S nazyvame neprazdnu pod-
mnozinu L < S, pre ktort plati SL < L; pravy ideal poiogrupy S je neprazdna
podmnoZina R < S, pre ktord plati RS @ R. MnoZina N < S, ktora je stcasnc
[avym 1 pravym idcalom, nazyva sa obojstranny ideal.

Lavy ideal L nazyva sa minimalnym lavym idealom pologrupy S, ak ncexistuje
favy ideal L = L, pre kiory plati L” < L. Analogicky definujeme pojern minimélncho
pravého a obojstranného idedlu.

Lavy idedl L pologrupy S nazyva sa jej maximalnym favym idedlom, ak ne-
existuje Tavy ideal L # S, pre ktory plati L 7 L. Analogicky definujeme maximalny
pravy a obojstranny ideal.

Pologrupa P nazyva sa zlava jednoducha, ak pre kazdé ae P plati Pa = P.
Takato pologrupa neobsahuje lavy ideal L £ P. Pologrupa P je teda zlava jednoducha
prive viedy, ked ku kazdej dvojici a, b e P existuje také x e P, Ze xa = b.

S.Schwarz v praci [I] naSiel konStrukciu vsetkych pologrip, ktoré nic su
grupami a v ktorych kazdy vlastny Tavy i pravy ideal je grupa. Takéto pologrupy
nazval F-pologrupami.

V tejto praci sa budeme zaoberaf pologrupami, v ktorych kazdy lavy vlastny
idedl je grupou. PretoZze zlava jednoducha pologrupa ncobsahuje Tavy ideal =+ P,
je ucelné zaviest tuto definiciu:

Definicia 1. Pologrupa S nazyva sa Fi-pologrupou, ak nie je zlava jednoduchd
a kazdy jej viastny lavy idedl je grupou.

V tejto praci najdeme konStrukciu vsetkych F-polograp.

Na zaciatku uvedieme nickolko pomocnych viet, ktoré su vicsinou zname.

Lemma 1. Nech L je lavy idedl pologrupy S a P zlava jednoduchd pologrupa, pre
ktori plati P < S. Ak L n P % 0, potom P < L.

Dokaz. Nechael n P. Potom P = Pq = PL < L, ¢ b.t d

Lemma 2. Nech L je minimdlny lavy idedl pologrupy S. Nech ae S. Potom aj La

Jje minimdlny lavy idedl pologrupy S.

Dokaz. Pozri [I], Lemma 3.
Priamym dosledkom lemmy 2 je
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Lemma 3. Ak pologrupa S obsahuje prdave jeden minimdlny lavy idedl L, potom
pre kazdy prvok a € S plati La = L a L je aj minimdiny obojstranny” idedl pologrupy S.

Lemma 4. Nech N je maximdlny obojstranny idedl, ktory nie je obsaZeny v Ziadnom
lavom idedli = S. Oznacme T = S — N.

a) Ak T obsahuje viac elementov ne= jeden, alebo ak T obsahuje prdve jeden idem-
potentny element, potom T je zlava jednoduchd pologrupa.

b) Ak T obsahuje prave jeden element u, ktory nie je idempotent. je u* € N.
Doékaz. Je obsiahnuty v dokaze lemmy 4 prace [1].

Lemma 5. Nech P je zlava jednoduchd pologrupa a G je grupa. Nech ¢ je homo-
morfné zobrazenie P do G. Potom ¢(P) je grupa.

Dékaz. Mnozina ¢(P) nevyhnutne obsahuje jednotku ¢ grupy G. Pre kazdé
a € P plati totiz Pa = P, takZe ku kazdému prvku « € P existuje prvok e, € P taky,
7e e,a = a. Oznaéme ¢(¢,) = x, ¢(a) = y. Potom ¢(e,a) = ¢(e,) ¢(a) = xr. Pretoze
viak ¢(e,a) = ¢(a) = y, plati y = xy. KedZe x, ye G, je x = e. Treba eSte ukazat,
zc ku kazdému prvku ¢(a) € ¢(P) existuje Tavy inverzny element. Podla predoslého
existuje ku kazdému prvku ce P také e . e P, Ze e.c = ¢ a ¢(e,) = e. Pretoze P je
zlava jednoducha pologrupa, existuje ku kazdej dvojici prvkov a,e.e P prvok
be P taky, 7e ba = e.. Teda @(ba) = ¢(b) p(a) = e, t. j. ku kazdému prvku
¢(a) € p(P) existuje lavy inverzny element [p(a)]™' = ¢(b).

Teraz si vSimneme niektoré vlastnosti F-pologrip.

Lemma 6. V' Fi-pologrupe je kaZdy jej viastny lavy idedl siicasne jej maximdlnyvin
i minimdlnym lavym idedlom.

Dokaz. Nech S je F-pologrupa a nech L je jej vlastny favy ideal. Nech L' = S
je Tavy vlastny ideal pologrupy S. pre ktory plati L < L’. PretoZze L’ je grupa, je
nevyhnutne L = L’, a teda L je maximalnym idealom pologrupy S. Podobne ukazeme.
Ze L je minimalny lavy ideal.

Na prikladoch mozno ukazat, Ze existuju F-pologrupy, ktoré obsahuji dva
lavé vlastné idealy, i F-pologrupy iba s jednym vlastnym lavym idealom.

Lemma 7. Ked S je Fi-pologrupa, poton nastane prdave jeden = tychto dvoch pri-
padov:

A. S md prdve dva viastné lavé idedly L,, L, a plati S =L, v L,, L, nL, =10.

B. S md prdve jeden lavy viastny idedl.

Dokaz je obsiahnuty v dokaze lemmy 2 prace [1].
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Lemma 8. Nech S je Fi-pologrupa, ktord obsahuje prave jeden minimdlny lavy
ideal 1. % S. Potom L je sucasne jedinym maximdlnym lavym i jedinym maxinidlnym
obojstrannym vlasinym idedlom pologrupy S.

Dokaz. Z lemmy 3 vyplyva, Ze L je vlastnym obojstrannym idealom pologrupy S.
Z lcmmy 6 vyplyva, ze L je maximalnym lavym i maximalnym obojstrannym vlastnym
idealom pologrupy S.

V dalsom sa budeme osobitne zacberat pripadmi A a B z lemmy 7.

Pripad A

Podobne ako v praci [1] mozno dokazat wvrdenia:

Nech S je F-pologrupa, ktord obsahuje prave dva Tavé vlastné idealy L,, L,.
Nech ¢, ¢, st jednotkové elementy grap L., L,. Potom L, =~ L,, plati e;e, = ¢,
(i.k = 1.2) a S je sprava jednoducha pologrupa, izomorfna s direktnym sacinom
(G X (¢y. ey, kde G je grupa, izomorfna s grupami L, L,.

Naopak. ked G je Tubovolna grupa a mnoZina {e,,e,] je pologrupa, v ktorej
je detinované nasobenia vztahom e, = ¢, (i. k = 1,2), potom direktny sacin
S =G x {¢,.e,) je F-pologrupa. Pologrupa S obsahuje prave dva vlastné lavé
idedly G x ¢;, G x e,. ktoré su zrejme grupami.

Pripad B

Nech S je Fi-pologrupa, ktora ma prave jeden lavy vlastny ideal L. V dosledku
lemmy 8 j¢ L maximalnym obojstrannym i maximalnym lavym idedlom polo-
grupy S, a teda podla lemmy 4 treba rozoznavat dva pripady:

%) S — [ = {u). kde u nic je idempotent, teda u” € L. Nech e je jednotka grupy L.
Oznacme b = ew. Potom bel a zrejme u® = h*. Dalej pre kazdé ve L plati
by = uv a vu = vbh.

Nech teraz naopak G je grupa a nech u je Tubovolny element, pre ktory plati
unon € (. Zvolme Tubovolny prvok b e G. utvorme mnozinu S = G U {u} a defi-
nujme v nej nasobenie takto:

a) v ooy o= xyp, Ked v, ye G,

b) umu = h

¢y o = by, x©u = xb pre kazdé¢ ve G.

Lahko mozno dokazat, z¢ S je pologrupa. Budeme ju oznacoval znakom
S1G.u, b).

Rovnako je zrejmé. 7¢ S je Fj-pologrupa. ktord obsahuje jediny vlastny Tlavy
idedl G.
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f) Nech S je F-pologrupa, ktorda ma prave jeden lavy idedi L a nech mnoZina
S — L = P pozostava alebo z jedného idempotentného elementu. alebo nech po-
zostava z viac prvkov nez jedného. Podlz lemmy 8 a podla lemmy 4 plati S = 1. = P.
I~ P =0, kde L jc grupa a P zlava jednoducha pologrupa.

Nech ¢ je jednotkovy element grupy L. Pre kazdy prvok a¢ € P plati ae, € al. < I.
Uk&zeme, 7e zobrazenic a — ae, je homoemerné zobrazenie pologrupy P do grupy /..
AR totiz ae P, beP a a—aey. b bey. plati (ab) ey = albey) = aley(bey)] =
= (aeg,) (beg). Podla lemmy 5 je teda sobrazenie ¢la) = ac, zobrazenim zlava
jedroduche) pologrupy P na istd podgrupu grupy L.

Nech naopak P je Tubovolna ziava jednoducha pologrupa a G Tubovolnd grupa
pre kterd plati G n F = 0. Nech ¢ e omomoriné zobrazenie pologrupy P do
grupy G.7) Oznacme nasobenie v pologrupe P znakem (. .5, ndsobenic v grupe ¢

znakom {.). Zostrojme mnoZinu 5 = [P0 G s ndsobenim - detinovanym takto:

AY I\ \ < J(
xoLy, ked vovedl.
)
i (v}, ked ve Pire G

vLoelr), ked velGlyep

ilabko dokazenme, 7e ndsobenie © je asociativne a ze mnoZint S ic teda polo-
arupa. Budeme ju oznacoval znakom S[{P. G. ¢].

Nech 1craz eq je jednotkovy prvok grupy G. Potom pre kazdy prvok ¢ e P plati
ola) = @la) . ¢, = « © ¢,. Zobrazenie ¢ pologrupy P do grupy & je teda cha-
rakterizované vztahom o) = a < e,.

Nakoniec ukazeme, ze polegrupa S = S[P. G, ¢] je F-pologrupa, ktord obsabuje
prave jeden lavy viastny ideal. Grupa G je zrejme viastny Tavy a dokonca obojstranny
ideal pologrupy S[P., G, pl. Nech L % G je lavy ideal pologrupv S[P. G, ¢]. Potom
LAaP 0 a7 lemmy | vyplyva P < L. Daley plati S~ L < L. Kedze pre kazdy
cebovyplyva eg @ = ¢y . pla)e G, Gl =il Preto je podla femmy | G < L.
Uhrnom S = PU G L L.} S=L &b td

Z Gvah v odsekoch A a B vyplyva priamo tento kone¢ny vysiedok:

Yeta. Pologrupa S je Fi-pologrupou viedy a len vtedy, ked' je izomorfhd s polo-
grupou, ktord patrl do wniekterej = 1ychto tried pologrip:

a) trieda pelogrip typu G x H, kde G je grupa a H je pologrupa pozostivaiica
2 dvoch idempotentov, medzi ktorymi je definované ndsobenie vzrahom v, = ¢, .

it
(k=12
b) trieda pologrip typu S[G, u, b],
¢) trieda pologrup typu S[P, G, ¢].

* Konstrukcia vietkych homomorfnych zobrazeni zlava jednoduchych pologrup do grupy je

opisana v praci [3]. O homomorfizmoch SpecialnejSich pologrup hovori praca [4].
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FTOJNIYIPYILIIEGL, B KOTOPYX BCAKWM JIEBbLI UWILEA
BASETCS rpynion

Penaia I'paosa

Peseme

B naciosiieit craibe 000dimatores pe3yitbTatbl CTaTou [1].

Tojayrpynna 5 HaspiBacTCs DPOCTOH ClieBa. €T/l OH& HC COUCDKHMT OTIMYUBLIX OT S lICBbLIX
HICA10B.

Hoayrpynna S Ha3biBacTes 7-110Jyrpyititod, ¢c/iv OHAQ HC siBuidCTCsl NPOCTON ClIeBa M BCSRMA
€C SICBLIM MACQI, OTJIIMUHBIN OT S, 4BJACTCS TPYHNON.

B cratbe nokassiBato1cs I TU Pe3yasTaThbl:

B [-n0J1yrpynie BcC OTJIMUHBIC OT .S JIEBbIC HIICUIbI SIBIISIIOTCS OAHOBPEMCHIO MAKCHMANLHBIMHA
H MUHUMAQJILHLIMH MIACASIAMM ITOH MOy rpyniibl.

Eciim § siBiisicTea /'}-I'i(\JI}’l'D)’[]HOH. TO UMECT MCCTO OUMH U TOJIBKO OJIMH H3 CIACAYROUIHUX CIIYHACB!

A. B S cyuiectByer Ba pasianuHbIX JICBbIX Hacata L, ‘
Ly, =)

TS L, S S wnneer mecTo § = L, U Ly»

B. B S cymiecreyer Tobko onnn siesbiil uacan LGS,

Bysem 10BOprIL, 4TO HOJYrpynna S sBascTces Noayrpynnoi tnia SeGL e by eanin S == G oy,
rae G -— rpynna, u WEMEHT ¢ G 1 MYATUNINUKALHSA © B .S OipeAc/icHa CIeAyouIMM 0dpasom:
XOv=xyms x,ve G u®u=~h>qsuekoToporo he G; u © x = bx, v & u = xH s 1106070
x e G, rae xb, bx sSBISIIOTCS NIPOU3BEACHUAMU 31eMEHTOB B Tpynnc (.

ycts ¢ roMoMopdhu3M NpocToii ciaesa noayrpynnsl P B rpyniy G. [oBopum, uto nosy-
rpyuna S spiasored noayrpynnoit tuna S(P, G, ), ecnru S =G U P, GNP = () n myJTunIMKaums
© B .S onpenelicHa NPy MOMOLIM MYJITUIIMKAUKK (..) B TONyrpymnie P u MyJTuniaukaunu (.) B rpyii-
ne G cieyoumM obpa3om: xOy=x..v s x, ye P, x@y=x.y g x, yelG; xOy =
=¢X).yuaxeP, yeG,x0Oy=x.q)asaxeGCG, ye P
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B craTtbe goka3ana teopema:
oayrpynna S ssasercs F-1mo i TOrAa M TOJNIBKO TOrAd €CAH OHA H3IOMO a noiy-
[Monyrpy S F-noayrpynnoi 1 L eca 1a H30NV Ha 3
rpynmne, NPpUHAWICKILUCH OAHOMY M3 CAEAYIOUIMX KJIACCOB 1TOAYTDYNI:

a) Knace nosyrpynn tuna G H, rae G rpynna v H = (e, e,{ —- 10Ayrpynna, B KOTOpoH
ee,=¢; (i, k =1, 2),

6) Kunacc noayrpynn tuna S(G, u, b),

8) Knacc noayrpynn tuna S(P, G, ).

SEMIGROUPS IN WHICH EVERY PROPER LEFT IDEAL IS A GROUP
Renata Hrmova
Summary

The purposc of this paper is a generalization of results of the paper [1].

A semigroup S is called to be left simple if it does not contain a proper left ideal.

A semigroup S is called to be an Fj-semigroup if it is not a left simple semigroup. but every lelt
proper ideal of S is a group.

In this paper following results arc proved:

If Sis an Fp=semigroup, then every left proper idecal of S is a maximal and also a minimal proper
ideal of S.

Il S is an /9-semigroup, then one and only one of the following cases holds:

A. S contains precisely two ditferent proper left ideals L, ,C S, L, “f Sand S LUl
Ly~ L, 0 holds.

B. S contains a unique left proper ideal.

By semigroup of the type S(G. u, b) we mean a semigroup S |G U, where G is a group,
u is an element non € G with the multiplication ® defined as follows: v ® v xv for x. v e G,
u®u b2forsomebe G, u® v bx, x®u xb, for every x € G: xv, bx. vh are the products
of the elements in the group G.

Let ¢ is a homomorphic mapping of a left simple semigroup P into the group G. By the semi-
group of the type S(P, G, ¢) we mean a semigroup S |G UP|, GNP . with the multipli-
cation ® defined by the multiplication (.) in the group G and by the multiplication (..) in the
semigroup P, as follows: v@ v v .., forx.yeP. x@r x.yvforx.veG. xOry ¢(v) v
forxeP.yveG, xory x.qy), forxeG, yel.

In this paper following theorem is proved:

A semigroup S is an Fj-semigroup if and only if it is isomorphic with a scmigroup bellonging
to one of the following classes of semigroups:

a) The class of semigroups of the type G H, where Gis a groupand H - Jey. ¢, is a semigroup
in which e;e; ¢ U, k 1, 2).

b) The class of semigroups of the type S(G. u, b).

¢) The class of semigroups of the type S(P, G, ¢).

80



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T13:22:03+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




