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MATEMATICKO-FYZIKKALNY CASOPIS SAV. 1. 1. 1961

B-POLOGRUPY

JURAJ BOSAK. Bratislava

V préci sa Studuju také pologrupy, v ktorych zjednotenim Tubovolnych dvoch
¢iastocnych pologrup je opidt pologrupa. Zvlast sa vySetruji niektoré Specialne
pripady: pripad cyklickej pologrupy a pripad grupy.

1. Uvod*

Pod pologrupou rozumieme mnozinu (prazdnu alebo neprazdnu), na ktorej je
definovana binarna asociativna operacia. Pre zjednodusenie oznacovania nebudeme
rozliSovat medzi touto mnozZinou a prisluSnou pologrupou. Pod ¢iasto¢nou polo-
grupou pologrupy S rozumieme takd podmnoZinu mnoZziny S, ktora vzhladom na
operaciu v S tvori tiez pologrupu. Pologrupa sa nazyva komutativna, ak. prislusna
operacia je komutativna, v opaénom pripade sa nazyva nekomutativna. V [ubovolnej
pologrupe S zavadzame obvyklym spdsobom prirodzend mocninu " prvku a e S,
pricom platia pravidla a".d" = a""", (a")" = @™, a v komutativnej pologrupe
(ab)" = d"b" (a€ S, be S, m, n su prirodzené &isla). Prvok x e S, pre ktory x* = x.
nazyvame idempotentom. MnoZinu tych prvkov xe S, ktoré sa v postupnosti
{a"},~1 (a€ S) vyskytuja prave raz, nazyvame predperiédou prvku «. Kardindine
Cislo predperiédy nazyvame dlzkou predperiody a oznacujeme ¢(a). Mnozinu tych
prvkov x € S, ktoré sa v postupnosti {a"},~ | (a € S) vyskytuji aspoi dva razy (a teda
nekone¢ne mnohokrat), nazyvame periédou prvku «. Kardinalne cislo periddy na-
zyvame dizkou periddy a oznalujeme r(a); ak je rozna od nuly, nazyvame ho radom
prvku « a hovorime, Ze prvok a ma kone¢ny rad; v opacnom pripade hovorime.
Ze prvok a ma nekoneény rad.

Nech ae S, m + n. Potom ¢" = 4" plati prave vtedy, ked plati sucasne: m > g(a).
n > g(a), m = n(mod r(a)). Ak r(a) # 0, v postupnosti {a"}, -, existuje prave jeden
idempotent. Vtedy hovorime, Ze prvok « patri k tomuto idempotentu. MnoZinu
vSetkych prvkov pologrupy S, ktoré patria k idempotentu e € S, oznacujeme A,
a nazyvame K-triedou, prisluSnou k idempotentu e¢. Vlastnosti K-tried sa ska-

* Okrem niektorych nazvov, ktoré su tu pouzité po prvy raz (pozri definiciu 1 az 4). pouzivam
mnohé terminy, bezne sa vyskytujuce v literature (porovnaj napr. [1], [3]); vzhladom na ist¢ mensic
vyznamové rozdiely a v zaujme prehladnosti prace uviadzam stru¢ne aj definicic nicktorveh znamych
pojmov.
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maie napr. v pracach [3, 5, 6]. Periodickou pologrupou nazyvame taka pologrupu.
voktorej Kazdy prvok ma koneény rad. V tomto pripade je polozrupa zjednotenim
navzajom disiunktnyeh K-tried.

Je zrepmé. 7o prienikom Tubovolného systému Ciastoénych polograp dance) polo-
grupy je opil pologrupa. Prirodzene, analogické wvrdenie pre zjednotenie pologrup
neplati vscobeere. ale len v nicktorych Specidlnych pripadoch, ktorymi sa budeme
vodalsom zaobaraf,

Vyjdime od Tubovoine pologrupy S a od jej podmnonany M (t. j. M < S).
Oznacme M prienik vietkveh polograp 7 takyeh, 7¢e M < 7 < & Zrejme M je —
vistom smysle — najmensou pologrupou, obsahujicou mnozinu A. Takyvmto spo-
sobom Kazdej podimnezine M mneziny S je priradend ind podmnozina M mno-
ziny S, Ktord pinouvedene) operacii tvori pologrupu.™ Pritom zrejme pre fubovolné
4 < S, B < S plati:

(1) A < A,
(2) 4B A<
(3) 0 =0
4) S =S
(5) A= A,
(6) Ac B ~4cB.
) AnBcAnB
(8) AUB2 AU B.

Zrejme podmicnka, 7Z¢ A4 je CiastoCnou pologrupou pologrupy S, moze sa pri
nasom oznaceni vyjadrit takto: A = A(4 = S). Dalej pre Tubovolné ae S je {a,’
shodné s mnozinou vsetkveh ¢lenov postupnosti {a@"!,. (; tito mnoZinu budeme
o/naconal {¢" | n = 1. Pologrupu. ktort mozno pisal v takomto tvare (ako moc-
niny ist¢ho jej orvku), nazveme cyklickou.

My sa budeme zaoherat otazkou, kedy uvedend unarna operacia (t. j. priradenic
M s M) e distributivna. takze tvori operdciu uzaveru, . kedy plati

(9) 40 B =10 B.
V tomto pripade. ako je zname, tato operacia v S definuje topoldgiu. Lahko do-
kdzemie. 7¢ podmienka (9) je ckvivalentna podmienke
(10) A4 = A, B=8 -~AuB=4uUB,
t. | pozindavhe. aby zjednotenic Tubovolnych dvoch Ciastoénych polograp polo-
grupy & hola poiogrupa. a teda Ciastoéna pologrupa pologrupy §. Tieto uvahy nas

veat kotejto delindeii:

Privodsene. privadenic M - M mozno zaviest pre Tubovolné grupoidy; pre nase acely ho vSak

buderae vyvuzivanl icin v asociativiych grupoideceh, G j. pologrupach.

W
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Definicia 1. B-pologrupou budeme nazivar taki pologrupu, v ktorej zjednotenic
lubovolnych ciastocnych pologrip je pologrupa.

Priklad I. Jednoduchym prikladom B-pologrupy je mnozina ¢iscl {—1.0. 1}
s operaciou nasobenia. Dalsie priklady uvedieme neskor.

2. Viastnosti B-pologriip

Priamo z definicic | vyplyvaju tieto dosledky:
Désledek 1. KaZdd ciastocnd pologrupa B-pologrupy je B-pologrupa.

Dosledok 2. Pologrupa S je B-pologrupou prdve viedy, ked zjednotenim lubovolného
(konecného alebo nekonecného) poctu ciastocnyeh pologrup pologrupy S je opdt

Ciastocnd pologrupa pologrupy S.

Veta 1. Nevyhnutad a postacujiica podniienka na to. aby pologrupa S bola B-polo-
grupou, je, aby pre lubovolné dva prvky x, v pologrupy S plaiila podmienka

(A existuje prirod=end cislo n tak, Ze bud xy = X", alebo xy = y".

Dokaz. 1. Postacujuca podmienka: Nech A=Ac<S B=B< S, yeduB.
ye A u B. Nech # je prirodzené Cislo. Ak xe 4, aj X" e A, ak xe B, aj x" € B; teda
v kazdom pripade x" € 4 U B. Podobne "€ A U B. Z podmienky (A) vyplyva, Ze
.\‘y € A u B, Co bolo treba dokazat.

2. Nevyhnutna podmienka: Nech S je B-pologrupa, neah xeS, S. Kedze x
aj y patria do pologrupy (x,y]. aj vye{x, v} = (x}u {] = l\ "tnz 1y

" In = 1}, z ¢oho vyplyva (A).

Désledok 3. MnoZina idempotentov lubovolnej B-pologrupy tvori opdt B-pologrupu.

Dosledok 4. Pologrupa S, ktorej kazdy prvok je i(/e/n/mren/‘ ,"c' B-pologrupou prave
veedy, ked pre lubovoln? x e 8. ye S plati bud xy = x, alebo xy = y.

Poznamka 1. Specialne dosledok 4 plati pre polozvizy, t. j. komutativne polo-
grupy, ktorych kazdy prvok je idempotent. Ak tu zavedieme obvyklym spdsobom
¢iasto¢né usporiadanie (a < b <= ab = a), plati: polozviz je B-pologrupou prive
vtedy, ked je refazcom (Gplne usporiadanou mnozinou).

Priklad 2. Lubovolna mnoZina s operaciou v ®@ y = x tvori B-pologrupu (ne-
komutativnu, ak ma aspon dva rézne prvky). Tento priklad ukazuje, ze existuju
nekomutativne B-pologrupy lubovolnej mohutnosti, vdcsej ako 1.

Priklad 3. Lubovolna usporiadand mnoZina s cperaciou x © 3 = Max {x, y)
tvori komutativnu B-pologrupu. KedZe existuju usporiadané mnoziny lubovolnej
mohutnosti (dokonca s najmens$im prvkom), existuji komutativhe B-pologrupy
Tubovolnej mohutnosti (dokonca s jednotkovym prvkom).
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Poznamka 2. Veta | Casto umoziuje rozhodnut o tom, ¢i je dand pologrupa
B-pologrupou. V niektorych pripadoch je vSak tazsic pouzitelnd; pomerne tazko sa
pomocou nej riesi napr. tloha najst vSetky maximalne B-pologrupy, obsiahnuté
v danej pologrupe S (ktord sama nie je B-pologrupou), t. j. také ciastocné B-polc-
grupy pologrupy S, ktoré nic st okrem scba samych obsiahnuté uz v Ziadnej inej
B-pologrupe. Pri rieSeni podobnych otazok moézu byt uzitoéné ticto vety:

Veta 2. Nech pologrupa S je B-pologrupou. Potom S je periodickou pologrupou
a pre kazdy prvok ae S plati:

(B) ga) < 5,

(C) r(a) je celd nezdpornd mocnina pryvocisla.

Dokaz. Nech S je B-pologrupa, a e S. Prvok «° = a*a® podla vety | sa musi
rovnal nicktorému z &isel @ alebo @ (kde n je vhodne zvolené prirodzené &islo)
takZe patri do periddy prvku a. Preto S je periodickou pologrupou a plati g(a) <5
takZe plati (B). Nech prvok b € S nespliuje podmienku (C). KedZze — podla prvej
Casti dokazu — ¢(b) < 5, je r(h) & 0, takze r(h) mozno pisat v tvare st, kde s, ¢ su
nesddelitelné prirodzené &isla, vicsie ako 1. Prvok o' = b%' sa da podla vety !
pisat v tvare * alebo b", takZe asponi jedna z kongruencii

sin = s + t(mod st),

th = s + t(mod st)

ma za ricSenie nejaké prirodzené Cislo n. To je vSak nemozné, lebo s, t su nesu-
delitelné prirodzené Cisla, vdcSie ako 1.

Poznamka 3. Vznika otazka, ¢i rad lubovoiného prvku danej B-pologrupy musi
byt mocninou toho istého prvocisla. Toto tvrdenie vSeobecne neplati, ako ukazuje
priklad B-pologrupy, danej multiplikativhou tabulkou

a b ¢ d e

a b a a a a
b a b b b b
¢ a b d e ¢
d a b e ¢ d
e a b ¢ d e

ktord ma prvok @ radu 2 a prvok ¢ radu 3. V 4. odseku zostrojime dokonca priklad
B-pologrupy, ktora ma prvky lubovolného radu, pripustného podla podmicenky (C).
Plati vSak nasledujica veta.

Veta 3. Vsetky prvky B-pologrupy, patriace k tomu istému idempotentu, maju rddy
rovad celej nezdpornej mocnine toho istého prvocisla.
K dokazu pouzijeme dve zndme lemmy:



Lemma 1. Periodicka pologrupa je grupou viedy a len viedy, ked md jediny idem-
potent a ked kazdy jej prvok md prazdnu pericdu.
Dokaz. Pozri [1]. str. 15.

Lemma 2. Ziudnu grupa nie je zjediotenim svojich dvoch viasinych podgriip.
Dokaz. Pozri [7]. str. 492.

Dokaz vety 3. Ak vSetky prvky B-pologrupy S, patricce k idempotentu ¢ ¢ S,
maja rad 1, veta zrejme plati. Preto predpokladaime, 7¢ prvok a € S, patriaci k idem-
potentu ¢, ma rad > 1. Nech £ je Tubovolny prvok pologrupy S. patriact tics
k idempotentu e. Nech A4 e peridda prvku a. B peridda prvku b, 4. B st cyklicke
grupy. ktoryeh rad (= pocet prvkov) je rovny radom (= dizkam pericdy) zodposo-
dajacich prvkov «a, h. Kedze S je B-pologrupa, A UB =AU B. Pologrupa .1« B
je periodickd, ma jediny idenipotent e; kazdy prvok pologrupy 4 o B ma prazdnu
periddu. Preto podla lemmy | tvori 4 U B grupu. Z lcmimy 2 vyplyva. 7¢ 4. B ne-
mozu byl stcasne viastnymi podgrupami grupy 4 u B. Preto bud 4 = B. alebo
B < 4. Podla vety 2 rady prvkov a. b, a teda aj rddy grap A. B st mocninami
istych prvocisel. Kedze vsak, ako je zname. pre koneéné grupy rad podgrupy jo
delitefom radu grupy, musi cxistoval prvocisio p tak. 7¢ rady obidvoch prykos
a, b st mocninami prvocisla p. Vzhfadom na to, 7¢ r(a) > |, jc toto pryodislo jedno-
znacne uréené (nezavisi od volby prvku h). Teda vietky pivky pologrupy S. patriace
k idempotentu ¢, maja rad rovny mocnine toho istého prvocisla p. ¢o dokazuje vetu.

Veta 4. Nevvhnutnou podmicnkoua na to, aby pologrupa S bolu B-pologirupou, je.
aby vsetky jej K-triedy boli B-pologrupy.

Dokaz. Vzhladom na dosledok | staci dokazat, ze Tubovolni K-trixda A, B-polo-
grupy S je pologrupa. Nech v e K., i e K,. Potom zreyjme pre Tubovolng prirodzend
Cislo n je X" e K., V" e K. tah?c pedla vety 1aj vre K. ¢o sme mali dokazai.

Poznamka 4. Podmicnka uvedend vo vete 4 nestaci na to. aby S bola B-polo-
grupou, a to ani vtedy, ked jej idempotenty spliiuja podmicnky 7z désledkov 3.4
(bud vy = x, alcbo vy = y). Priklad: Pologrupa dand tabulkou

—
~

a d e
a Hobod e v
b h b ¢ ¢ ¢
( d ¢ e ¢ ¢
d [ O Y G
¢ I O

nic je B-pologrupou. hoci obidve jej K-tricdy K, = {a. b}, K, = ¢, d. e} st B-poio-
grupy.
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2. Niektoré Speciaine pripady

V tomto odsexku najdeme — odhliadnuc od izomorfizmu — vsetky B-pologruny vo
dvoch Specialnych pripadoch: ak dand pologrupa je cyklicka (veta 5) a ak dana polo-
grupa jc grupou (veta 6). Najprv vSak dokazeme tuto lemmu:

Lemma 3. Nech vSetky prvky pologrupy S spliujii podmienky (B), (C) = vety 2.
Podmicikou postacujicou na to, aby pre prvky xe€ S, ve S platila podmicnka (A)

Zovety 1, je, aby pre tieto prvky platilo:
(D) existuje prvok ae S a prirod=ené cisla m, n tak, *¢ a" = v. d" = y.

- . , . < s dom,
Dokaz. Nech pre prvky x, ye S je splnena podmienka (D). Oznacme™ """ = b,
m i

=, o=, Potom A" = x, B =y dm 0’y = 1. xyr ="
d{m, n) d(m, n) ’
AK m’, resp. 0’ je rovné |, je b rovné x alebo y, takZe podmienka (A) je splnena.
Ak m' = n', (A) opil plati. Preto sa sta¢i zaoberat pripadom m’' = 2. n’ = 2,
m’ = n'. Vtedy bude m’ + n" = 5 > ¢(b), takze vzhladom na podmienku (B) prvok
vr= """ patri do periody prvku b. Dalej podla (C) existuje prvocislo p a celé
nezaporné Cislo ¢ tak, Ze r(b) = p°. Vzhladom na to, Ze d(m’, n’) = 1. aspon jedno

7 Cisel dlr(h), m’), d(r(h), n'} sa rovna 1. Preto aspon jedna z kongruencii
m'z = n' (mod (b)),
n'z = m' (mod (b))

ma rieSenie = (dokonca nekoneéne mnoho). Nech je to napr. prva z nich. Zvolme
q(b)
’

m

rieSenie - tak, aby z > — | (zrejme je to mozné volit). Potom bude m'(z + 1) >
> ¢(b). Z prvej kongruencie vyplyva aj m’ + n’ = m'(z + 1) (mod r(h)). Vzhladom
na uvedené vztahy je xp = " ™" = p"""Y = ¥ o sme mali dokazat. Ak je
riesitelna len druha z uvedenych kongruencii, podobne vyjde xy = y*"'. Tym je
lemma 3 dokazana.

Poznamka 5. Z podmienky (D) vyplyva, Ze prvky a, x, y patria k tomu istému
idempotentu (do tej istej K-triedy). Podmienka (D) vSak nie je nevyhnutna na to,
aby platilo (A), ani vtedy, ked pre vSetky prvky plati (B), (C) a ked prvky x, y patria
k tomu istému idempotentu, ako ukazuje priklad B-pologrupy, danej tabulkou

a b ¢
a a b a
b b a b
c a b a

be = b', ale neexistuje prvok pologrupy, ktorého mocninou by bolo b aj c.

* Znak d(u, v) zna¢i najvacsieho spoloéného delitela &isel u, v.
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Veta 5. Cyklickd pologrupa, vytvorend mocninami a.a”, a . ... svojho pryku a je
B-pologrupou prdave vtedy, ked prvok a spliuje podmienky (B), (C) = vety 2. 1. ). ked
qla) < 5, r(a) = p. kde p je prvocislo, ¢ celé nezdporné cislo.

Dokaz. Ak cyklicka pologrupa je B-pologrupou, podla vety 2 uvedené pod-
mienky sa splnené. Obratene, ak ticto podmienky platia, je pre kazdé prirodzené n
q(d") £ g(a) < 5. r(d") | r(a) = p°, takZe pre vietky prvky pologrupy plati (B). (C).
KedZe pre lubovolné dva prvky plati zreyme aj (D), podla lemmy 3 plati (A). takze
podla vety | je dana pologrupa B-pologrupou.

Poznamka 6. Pripomenime, Ze pre Tubovolné celé ¢isla QO = 0, R = | cexistuje
odhliadntc od izomorfizmu) prave jedna cyklicka pologrupa (" n = 1] takd. 7
J S 1 = ]
g(a) = Q, r(a) = R. Preto veta 5 dava vsetky ncizomorfné cyklické B-pologrupy.

Definicia 2. B-pologrupu, ktord je sicasne grupou, budeme nazyvar B-grupa.

Poznamka 7. Z doésledku 1, z vety 2 a lemmy | vyplyva, ze kazdd ciastocnd
pologrupa B-grupy je grupa. Preto mézZeme B-grupu definovat aj ako taki grupu.
v kitorej zjednotenie lubovolnych dvoch (resp. lubovolného poctu) podgrip je grupa.
Vidiet, ze podmienka (A) v pripade grup sa mézZe nahradit podmicnkou

(A" existuje prirod=end cislo m tak, Ze bud

"

o= X, alebo No=

Z toho lahko odvodime, Ze kaZdd B-grupa je komutativia. Z lemmy 2 vypliva, z¢
grupa je B-grupou prave viedy, ked jej podgrupy tvoria retazec v zmvsle mnoZinovej
inkliizie. Z vety 3 vyplyva, ze kaZda B-grupa je primdrinou grupou (L. j. vSetky jej pryky
maji rad rovny mocnine toho istého prvocisla). KedZe existuji nekomutativne
primarne grupy (napr. 8prvkova grupa kvaterniénov +1. +i. + /. +k). obratené
tvrdenie neplati.

Poznamka 8. H. Prifer zaviedol r. 1921 tzv. grupy typu p’ (p je pevné prvo-
¢islo), ktoré maju sthrnny nazov quasicyklické grupy. Ako dokazal L. Rédei (porov.
[4], str. 24), grupu typu p’ mozno charakterizovat vlastnostou, 7¢ obsahuje ako
podgrupy cyklické grupy radu p" pre Tubovolné prirodzené ¢islo n, pricom ziadna
jej vlastna podgrupa uz nema tato vlastnost. Tato charakterizaciu je pre nase ucely
vyhodné upravit takto: grupa G je grupou typu p” vtedy a len viedy, ked sa da
pisal v tvarc zjednotenia

G= v G, (*)
kde G. su cyklické grupy radu p°.

Veta 6. Konecna grupa je B-grupou vtedy a len viedy, ked je cyvklickou grupou,
ktorej rdd je celou nezdpornou mocninou prvocisla. Nekonecnd grupa je B-grupou
vtedy a len vtedy, ked je quasicyklickou grupou.



Dokaz. Ako je zname (pozri napr. [4]. str. 24). podgrupy Tubovolnej cyklickej
grupy. ktorej rad je mocninou prvodisla, a taktiez podgrupy [ubovolnej quasicyilickej
grupy. tvoria retazec v zmysle mnozinovej inklazie, takze podla poznamky 7 su
ticto grupy B-grupami. Obratene, nech je dana B-grupa G. Ak je G konefna. z pod-
mienky (A") z poznamky 7 mozno indukciou lahko dokazat cxistenciu prvku ¢ ¢ G
tak. 7¢ G = {d"|n = 1}. Je teda G cyklickou grupou a sucasne cyklickou polo-
grupou. Podla vety 5 rad prvku a, a teda aj rad grupy G je mocninou prvodisla, ¢o
sme mali dokazat

Predpokladajme teraz, ze G je nekonecna grupa. Podla poznamky 8 staci dokazat,
Z¢ sa da pisal v tvare (*). Podla vety 3 existuje prvocislo p také, ze rady vsetkych
prvkov grupy G st mocninami p. Ozna¢me G, mnoZinu vSetkych prvkov z G, ktorych
rad je mensi alebo rovny p. Zrejme plati rovnica (*). Indukciou vzhladom na ¢
dehazeme. 7e G je cyklickou grupou radu p'. Pre ¢ = 0 toto tvrdenie zrejme plati.
Nech plati pre ¢ = k. Ked7e G, ma len koneény pocet prvkov. je G — G, + 0.
Nech a e G — G, potom plati f(@) = p", kde m > k: polozme b = ¢”" " ' potom
bude r(h) = ,/)A "I Dokazeme, ze Gy = {D,' Zrejme ,‘/7,' < G, - Aby sme dokazali
opacnd inklizie. zvolme d e G, . KedZe podgrupy grupy G podla poznamky 7
tvoria retazee, G < (b Preto ak i(d) < " je de G, a teda de {bj. Ak r(d) =
= p" U e podobne ako {h). eyklickou grupou radu p* "' KedZe obidve tieto
rupy maji rovnaky pocet prvkov, z podmienky (A’) z poznamky 7 vyplyva
bl = [di. Preto de (b, a teda Gyy < {n’, Preto plati Gy = (0] Goyy jo teda
cyklicka grupa radu p* ' ' ¢im je druhy krok indukcie a sacasne cely dokaz ukonéeny.

f
t

Poznamka 9. Z vety 6 mozeme odvodit niektoré zaujimavé dosledky. Ako je
mame ({4, str. 23 a 24). vSetky cyklické grupy rovnakého radu si navzajom izo-
mortné: aj vietky grupy typu p” pri tom istom p st navzajom izomorfné. Alo
priklad grupy typu p” mdze slazit multiplikativna grupa C, vsetkych komplexnych
koretiov z jednotky stupna p". kde n prebiecha mnozinou vsetkych prirodzenych
Cisel. Vsetkymi viastnymi podgrupami grupy C, st cyklické podgrupy radu ;-
pricom kazdému celému nezapornému ¢ odpovedd prave jedna podgrupa grupy <,
radu p'. 7 woho vyplyva, ze grupa je B-grupou prave viedy, ked je izomorfnd s nic-
ktorou podgrupou nicktorej z grap C,. KaZdii B-grupu moZeme teda ..izomorfiae
reprezentovai™ c muliiplikativiej pologrupe komplexnych cisel.

Ked7ze kazda quasicyklickd grupa ma vzdy spocetny pocet prvkov, vzhiadom nx
vetu 6 B-grapa ind bud konecny pocet prvkov (roviy mocnine prvocislaj, alebo spo-
cemy- pocet prykov. Teda tym, Ze sme na B-pologrupu, ktord mohla mat (ako vidno
z prikladov 2, 3) lubovolny koneény. spocetny, alebo nespodetny pocet prvkov,
kladli dalSic poziadavky algebraického razu (platnost vsetkych axiomov grupy).
podstatne sme obmedzili tato Tubovolnost.
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4. Vyznaéné priklady B-pelogiip

V tomto odscku zostrojime pologrupu. o ktorej sa hovorilo v poznamke 3 (veta 7).
dalej najdeme vSetky maximalne multiplikativne B-pologrupy komplexnych ¢isel
(veta 8) a vySetrime, pri akom module multiplikativna pologrupa dplného systému
zvySkovych tried tvori B-pologrupu. Z novych pojmov zavedieme usporiadany suéet
pologrip (definicia 3) a maximalnu B-pologrupu (definicia 4).

Definicia 3. Nech su dané pologrupy S... kde w prebicha istii minoZinu indexov 1.
Usporiadajme mnoZinu W lubovolnym, ale urcityn sposobon (znak usporiadania: < ..
Utvorme mnoZinu S vsetkyceh dvojic tvaru (w, x), kde we W. x e S, Zavedme na
mnoZine S bindrnu operaciu takro: Ak w < w', (v, x) @ (W, X)) = (W', \) 2 (won) =
= (v, X);ak wo= ', (o, x) (WL NT) = (w, xxX'). Porom mnoZina S s touto operdciou

tvori pologrupu, ktori nazyvame usporiadanym suctom pologrip S, prislusnym k uspo-
(<)

riadaniv <. a krorti oznacujeme Z S,

we b

Poznamka 10. Lahko sa dokéaZe: pri pevnom we W mnozina vsetkych dvojic
tvaru (v, x), v € S, tvori pologrupu, izomorfna pologrupe S,.. Z toho vyplyva, 7¢
usporiadany sucet pologrip S, sa da pisaf v tvare zjednotenia disjunktnyvch pologrup
(tzv. zloziek sactu), izomorfnych jednotlivym pologrupam S,.. Preto sa rovnaju
napr. aj dizky predperiédy a periody odpovedajicich si prvkov.

Usporiadany stcéet pologrip mozno s vyhodou pouzif na vytvaranie novych
polograp. Tymto spésobom modZeme zostrojit aj priklad z poznamky 3, v ktorom
pologrupa {a, b. ¢, d, ¢} je usporiadanym suctom grip {a, b}, {c, d, e}.

Lemma 4. Usporiadany sucet pologriip S, je B-pologrupou vtedy a len viedy, ked
vsetky S, su B-pologrupy.

(<)

Ddokaz. Ak § = 2 S, j¢ B-pologrupa, potom vsetky jej zlozky R

weW
k nim izomorfné pologrupy S,, st B-pologrupy. Obratene, nech vietky S, a teda
aj odpovedajuce zlozky R, st B-pologrupy. Potom z vety | bezprostredne vyplyva,
7e aj S je B-pologrupou.

a teda aj

W

Veta 7. Existuje B-pologrupa S tejto vlastnosti: k [ubovolnym celym nezdpornym
cislam p, ¢, Q takym, Ze p je prvocislo, Q < 5, existuje prvok a € S taky, Ze g(a) = Q,
r(a) = p°.

Dokaz. Usporiadany suéet vSetkych neizomorfnych cyklickych B-pologrup
(pozri vetu 5 a poznamku 6) pri lubovolnom usporiadani ma podla lemmy 4 a po-

znamky 10 poZadovanu vlastnost.

Definicia 4. Pod maximdlnou B-pologrupou danej pologrupy S rozumieme taku
Ciastocnu B-pologrupu pologrupy S, ktord nie je obsiahnutd v Ziadnej inej ciastocnej
B-pologrupe pologrupy S.
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Lemma 5. KuZdd ciastocnd B-pologrupa pologrupy S je obsiahnutd v niektoref

maximdainej B-pologrupe pologrupy S.

Dokasz. Nech S je Ciastocna B-pologrupa pologrupy S. Systém vsctkych Cias-
to¢nych B-polograp pologrupy S, obsahujtcich S, tvori (vzhladom na mnoZinovu
inklaziu) ¢iastocne usporiadantt mnozinu, v ktorej kazdy refazec ma horné ohrani-
¢enie (a to zjednotenie vietkych pologrip tohto refazca: toto zjednotenie je polo-
grupou: je dokonca B-pologrupou, ako vyplyva z vety 1). Preto podla znamej
Zornovej lemmy o Ciasto¢ne usporiadanych mnozinach (pozri napr. [4], str. 31)
existuje maximalny prvok ¢iasto¢ne usporiadanej mnoziny. ktorym je v naSom
pripade maximalna B-pologrupa, obsahujtica S’.

Veta 8. KaZda maximdalna B-pologrupa multiplikativiej pologrupy komplexnych

L C
cisel md tvar S, = (0} U C,. kde C, je mnoZina vietkych cisel tvaru ¢ ' kde p je

P

pevné prvocislo, ¢, d prebiehajii mnoZinou vsetkych celveh nezdpornych cisel.

Dokaz. Oznatme jednu z tychto maximalnych B-pologrup znakom S. Z vety 2
vyplyva, ze pre kazdé ae S je bud a = 0, alebo | a | = 1. pricom v druhom pripade
a je riesenim nejakej binomickej rovnice X" = 1, kde # je mocninou prvocisla.
7 vety 3 vyplyva, 7Ze toto prvocislo musi byt spolo¢né pre vSetky prvky S, rozne
od nuly. Ozna¢me toto prvocislo p. Potom S < {0} U C,.
ako v zneni vety 8 alebo v poznamke 9. Lahko sa presved¢ime, ze uz S, = {0} U C,
je maximalnou B-pologrupou. Nech x, ye S,. Ak vy = 0, podmienka (A) z vety |

kde €', ma ten isty vyznam

srejme plati. Ak vy & 0, potom | x| =]y | =1 a existuji celé nezdporné Cisla

c. ¢ d, d tak, 7e
X = exp <2ni (;J ) y = exp<2m’ (;r >
p 4

2ni
a = exp ).
pd+d
opi’ p

Zrejme a€ S,, a” = x, a 7 =y, takZe plati podmienka (D) a podla lemmy 3
aj podmienka (A). takZe podla vety | S, je B-pologrupa, a teda maximalna B-polo-
grupa.

Oznacme

Poznamka Il. KedZe S, si maximalne B-pologrupy, kaZdd B-pologrupa, ktord
je ciastocnou pologrupou multiplikativnej pologrupy komplexnych cisel, je podla
lemmy 5 a vety 8 diastocnou pologrupou niektorej z pologrip S,, S5, S5, S5,
Site - S,. ... a opacne, vietky takéto pologrupy su podla désledku 1 B-pologrupami.
Ciasto¢né pologrupy pologrup S, mozno uréit uz bez fazkosti.

~ Veta 9. Multiplikativna pologrupa Z, uplného systéemu zvyskovych tried 0,1,2, ...,
n — | modulo n je B-pologrupou vtedy a len vtedy, ked'n < 4 alebo ked n je prvocislo
tvaru 22" + 1, kde s je prirodzené Cislo.
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Dokaz. Kedze pripady n < 4 mozeme bezprostredne preverit, predpokladajme,
Ze n > 4. Nech Z, je B-pologrupcou. Nech n = p{'p5 ... p;" je kanonicky rozklad
Cisla n. Keby bolo 7> |, pre triedy u, v, reprezentované &islami ow = Py
v = pypS ... pi by platilo uv = 0. Zrejme viak pre Ziadne prirodzené k neplati
w* =0 ani v* =0, ¢o je spor, lebo nie je splnend podmienka (A) z vety I. Preto

~

1 = 1. Keby bolo ¢, > |, p, =2, tricdy 2,3 by nespliovali (A). Keby ¢, > I,
py > 2, triedy 2, p, by nesplitovali (A). Preto ¢, = 1. takie n je prvocislo. Viedy
vSak triedy i 2,....n—1 tvoria grupu a kedZe Z, je B-pologrupa. B-grupu. Podla
vety 6 musi byf rad tejto grupy (t. j. ¢islo # — 1) rovny mocnine ncjakého prvoéisla,
ktoré oznacme p’. KedZe n je prvocislo, vicsie ako 4. musi byt n neparne. Preto p’
musi byl parne prvocislo, t. j. p’ = 2. Teda n je tvaru 2" + 1, kde m je celé &islo
(vicsic ako 1, kedZze n > 4). Ako je zname (pozri [2], str. 144), ¢islo uvedeného
tvaru moZe byl prvocislom len vtedy, ak m = 2°. kde s je vhodne zvolené prirodzené
Cislo. Tym je prva Cast vety dokazana.

Obratene, nech n je prvocislo tvaru 227 + 1. Triedy 1.2, ... n — 1 tvoria grupu.
Ako je zname (pozri napr. [2]. str. 90), prvky tejto grupy mozno vvivorif pomocou
istého jej prvku (tzv. primitivncho korena). Je to teda cyklicka grupa a kedZe jej
rad je mocninou dvojky, je to (podla vety 6) B-grupa. Kedze pre xy = 0 je pod-
mienka (A) vzdy splnena (n je prvocislo!). z predosiého vyplyva, 7e pre Tubovolné
Xe A ve Z, plati (A), takzce podla vety | je Z, B-pologrupa.

Poznamka 12. Prvodisla tvaru 2*° 4 | sa nazyvaji Fermatove prvodisla. Uve-
deny vyraz, ako jc zname (napr. [2], str. 144), dava prvocisla pre s = 1, 2, 3, 4.
Ci existuju iné prvocisla uvedeného tvaru, nie je zname: je viak dokazané. ze pre
niektoré s (napr. s = 5)je 227 4 | zloZené ¢islo. Podla toho pologrupy Z, st B-polo-
grupami pre i = 1,2, 3.4.5 17,257 a 65 3537. Otazka cxistencic B-pologrip 7,
pri inych moduloch je teda ckvivalentnd otdzke existencie dalSich Fermatovych

prvodisel (pre s > 4).
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B-MOJYI'PVYIIIbI
HOpait bocak
Pestonme

B-n0:1yrpyiiiond Ha3bIBACTCS TAKAsT NOJYTPYIIA, B KOTOPOH TCOPETUKO-MHOKECTBEHHOC 0O b1~
HCHHC TIPOU3BOJBHBIX [ABYX €€ YACTHYHBIX MOJLYTPYIT SIBISCTCS MOJYyrpynnoid. B-rpynnoit vasui-
BACICSL 1PYIIIA, KOTOpask OQHOBPeMEHHO siBisiercss B-nosyrpynnoii. [Mom minnoi npeanepuonna
(COOTB. JUTMHON 1ICPHOAA) WICMEHTA X NAHHOW MOSYrpynbl Mbl MTOHUMACM MOLIHOCTb MHOKECT Ba

s

BCCX TAKHX PATUYUYHBLIX WICMCHTOB MOC/ICAOBATCABHOCTH :.\ ,» KOTOPbLIC B ITOW NOCJICAOBATE -

§n
HOCTH COUCPKATCH TOYHO OIMH pa3 (COOTB. Dosee dem oaun pas). [Moa K-kiaccom repnoandeckoii
HONYIPYTHILL S (HPUHAIVIOKULIMM K MACMITOTCHTY ¢ € .5) NOHUMAETCS MHOXKECTBO BCCX WIEMCHTOB
X E S, HCKOTOPOIT CIeneHbiy KOTOPLIX SBIASETCT e. PaboTa COCTOMT M3 4eThIPEX Pa3/icioB.

B 1icpBom pasacsie BBOAMTCS COOTBETCTBUE M — M, NpH KOTOPOM KLKIOMY NOJAMHOMKCCTBY M
MOAYFPYIBLL S CONMOCTABISICTCS nepecedcHue M BCCX MOJIyTPYIIH, KOTOPLIC COACPHAT MHOKECTBO M
B KauccrBe moamuyoxectsa. Ilpu »tom Bouinosimsitores npasuiaa (1)—(8). B padorte paccmarpu-
BAIO ¢Sl TOAYTPYINThL, JUTSE KOTOPLIX BbIMOJHEHO TaKXkKe, NpaBu/o (9) 1 1103TOMY daliHas onepanms
ABISICTCS onepauned 3aMbikaHusi. VIMEHHO Takue 1oayrpynrbi M sBistoTes B-nmonyrpynnamu.

Bo B1OpoMm pasaesie n10ka3aHbl TEOPEMbl:

HeoOXoauMbIM U JOCTATOYHBIM YCOBKHEM U151 TOTO, 4TOObI NOJAYTpyIina sBisiack B-noayrpyn-
HOIL, SIBSISACTCS BBIUTOJIHCHHE JUISE TIPOMU3BOJIBHbBIX ', v YCIOBHSE (A): XV SBISCTCS MO0 CI1CHEHBLIO X
oo crenenbo v (teopema 1).

HCOOXOMHMbIC YCIA0OBHS [UIst TOTO, 4T00bI NOJyrpynia .S Opiia B-11osyrpynoi, rakosst:

1. S aBiascrest NepUOINYCCKON HOYTPYIMOW;

2. WS HPOU3BOJIBHOTO X € S uMeeT MecTo (B): [IMHA NPCIIEPHOIA MIEMEHTA X MEHBILIC YeN S

3. JUISE IIPOU3BOJIBHOTO JIEMEHTA X € S BbliojineHo (C): IMHA NEPUOAA (= HOPSAOK) WICMCH Ta
XOSBASICTCS (GO A HCOTPUIATEALHONR) CTCHCHBIO ITPOCTOro uicaa (recopema 2);

4. 9TO HPOCTOE HHCIO OJIMHAKOBO LIS BCEX MIEMCHTOB W3 OAHOro M Toro xe K-kiacca (1co-
pema 3);

5. Bce K-kJIacchl BASIOTCS NOJAYrpyrnamMu (teopema 4).

B rperbem patsaciie HalleHbl BCE UMKAMYECKHE B-nojyrpynibl: 9TO TaKUE UHKIMYCCKUE NOJ1Y-
I PYIUILL, 0O0PA3YIOIIMA WIEMCHT KOTOPbIX yaoBieTBopsieT yciosuam (B), (C) (reopema 5). 3nech
HAWJICHBL M BeCe B-rpyniibl: 9)TO UMKAUYECKHUC TPYIHIILL, MTOPSILOK KOTOPIX SIBASETCS LEJIOH HCOTPHU-
1IATC/ILHOW CTEMEHbIO MPOCTOTO YUC/IA, U BCE KBAZUUMKIHUCCKUE I'PYIIiIbLI (TeopemMa 6).

B derBepToM pazaene noctpoeHa B-moayrpynia, Koropasi COACPRKUT IEMCHTbI C MPOU3BOJIbHOI
IUIHHOW npeaneproad M nepuona, orpanmucHubie yciosusimu (B), (C) (Teopema 7). [lanee naiaeHbl
BCC MAKCHUMAJIbHLIC MYJITHIUIMKATUBHBIC B-monyrpynnbl KOMIUIEKCHBIX YHCEN: OHM COCTOST M3
Hy.I8 M BCEX KOMIUICKCHBIX KOPHEH M3 eaMHMUbl CTeneHu p', rae p — (PUKCUPOBAHHOE MPOCTOE
4HC0; 7 poderaeT MHOXECTBO BCEX HATYPalibHbIX YuCel (Teopema 8).

[ance uccaenyercs, IS KakMX HATYpalbHbIX 4MCE /7 MYJTHUIUIMKATUBHAS NOJIYTpyIna Kj1accos
BLIYCTOB O MoAyto #1 0b6pasyeT B-nmonmyrpynny: 1o Besikoe n < 4 M BCAKOE 11 PABHOE MPOCTOMY
yucity depma (teopema 9).
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B-SEMIGROUPS

Juraj Bosak

Summary

A semigroup, in which sct-theoretical union of any two subsemigroups is semigroup. is called
B-semigroup. A group. which is also B-semigroup, is called B-group. By the length of preperiod
(respectively by length of period) of element v of given semigroup we mean the cardinal number
of the set of all such (difforent) elements of the sequence {x"}” . which occur in this sequerce
just one time (respectively more than one time). By K-ciass of torsion semigroup S (belonging to
idempotent e € §) we mean a set of all elements v € S, some power of which is cqual ¢. This paper
is divided into four parts.

In the first part there is defined correspendence M - M, in which to any subsct Af of semigroup S
correspond the set-theoretical intersection M of all semigroups which contains the set M as a subset.
Moreover the rules (1)—(8) hold. In this paper we are occupied with semigroups for which also the
rule (9) holds so that the mentioned operation is the operation of closure. Such a semigroups
are just B-semigroups.

In the second part there are proved theorems: Necessary and sufficient for a semigroup S to be
B-semigroup is that for any x € S, y € S holds the condition (A): vy is either power of x or power
of v (theorem 1). Necessary conditions for a semigroup S to be B-semigroup are: 1. S is torsion
semigroup; 2. for any element x € S holds (B): the length of preperiod of element v is smaller than 5;
3. for any clement x € S holds (C): the length of period ( order) of element x is a prime power
(by non-ncgative integer) (theorem 2); 4. this prime is common for all elements of the same K-class
(theorem 3); 5. all K-classes are semigroups (theorem 4).

In the third part there are found all cyclic B-semigroups: these are such cyclic semigroups. a gene-
rator of which satisfies conditions (B), (C) (theorem 5). There are found also all B-groups: these
are cyclic groups, order of which is prime power (by non-negative integer) and all quasicyclic groups
(theorem 6).

In the fourth part there is constructed B-semigroup, which has elements with any Iength of preperiod
and period, determinate by (B), (C) (theorem 7). Further there are found all maximal multiplicative
B-semigroups of complex numbers: they consist of a zero and of all p"-th complex roots of unity,
where p is fixed prime, » is running over the set of all natural integers (theorem 8). Further it is
researched, for which natural numbers # the multiplicative semigroup of complet system of residue
classes modulo 7 is B-semigroup: it is each n <= 4 and each n which is Fermat prime (theorem 9).
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