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M Л T K M Л T I c к o - F Y Z T K A L N Y C A S O P I S 
І ! І ) ( " : N Í K ү I č l S 1,0 :> 

EULEROVSKÉ ClARY A ROZKLADY 
PRAVIDELNÉHO GRAFU PARNÉHO STUPNA. 

NA DVA FAKTORY ROVNAKEHO STUPNA 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

(lánok sa zaoberá rozkladmi pravidelného grafu 2n-té\\o stupňa na dva 
faktory n-tého stupňa pomocou tzv. striedavého zatrieďovania hrán eulerov-
skej ciary grafu. Poukazuje na možnost zobrazenia systému všetkých eule-
rovskýeh ciar súvislého ])ravidelného grafu parného stupňa na systém všet­
kých jeho rozkladov na dva faktory rovnakého stupňa. 

Je známa táto veta: Hrany súvislého eulerovskélio grafu1 s parnym poctom 
2p > O hrán možno rozdělit' do dvoch triod. IIl9 II* tak, ze ťubovolný uzol je inci-
dentvý s tým istf/m poctom hrán z ťriedy IIl ako z ťriedy H>. Speciálně pro sú-
vislc pravidelné grafy 2H-tého stupňa s parným poctom hrán vyplývá z u ve­
dené j vety existencia j'ozkladu takýchto grafov na dva faktory H-tého stu])ňa. 

Veta. sa dokazuje takto : v eulerovskom grafe G, ktorý je súvisíý, existujíc 
as])oň jedna eulerovská čiara. Nech postupnost: 

P(E) -~ «.,. hh2. u,9 /?2 t 3, . . ., u2p9 h2p>l9 ux 

(kde hiA :.. sú hrany a H7sú uzly grafu O, priěom hrana hiti,., jeincidcntnásuzlami 
ui í 'ui Í-J) popisuje liibovoínú eulerovskú ciaru EgrafuG. Zařaďme hrany 7-V-i.2i 

do triedy 7/j, ostatně hi'any grafu do triedy 772. Ak 1'ubovoTný uzol u grafu G 
je LV-tého stupňa, potom existuje právě r indexov ix < i2 < . . . < ir(ix G [\.2, 
. . . . 2p)) takých, že je %ii — u a teda vzhladom na to, že sine hrany v poradí, 
v akom sa vyskytujú v postupnosti P(E), striedavo zatrieďovali do tried //,, 
7F, je uzol u incidentný právě s r hranami triedy 77j (resp. 772). 

Z dokazu uvedenej vety vyplývá, že každej eulerovskej ciare grafu s par­
ným poctom 2p > O hrán možno uvedeným spósobom ])riradiť právě jeden 
taký rozklad II = {IIA, II2 } hrán grafu na dve ťriedy, že právě polovicatých 
hrán, s ktorými je lubovoTný uzol incidentný, patří do triedy 77x (res]). H ). 
Týmto priradením je definované isté zobrazenie 99 množiny (£ všetkých eulerov-
ských či ar grafu do množiny 9Í všetkých rozkladov množiny hrán grafu na 
dve tried v s uvedenou vlastnosťou. 

Pod oulerovským grafom rozumio sa graf, v ktorom všetky uzly sú parného stupňa. 
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.Pri s k ú m a n í v las tnost í sys tému v š e t k ý c h culerovskýoh čiar grafu nat í ska 
sa o tázka, či každý rozklad K 6 9i je ohrazom aspoň jednej eulerovskej čiary 
E 6 (5 v zobrazení cp. Od])o\cdou n a uvedenu o t á z k u je t á l o veta,: 

Veta 1. Nech G je tuhoval'ný (súvislý) e.ulerovský graf s párnjrn poctom 
2p > 0 hrán a nech K je IhihovoFný taký rozklad množin// hrán grafu G na da 
fried/f H1. II2. ze právě polovica hrán, s Idorýini je Tuhovalný uzol incidi ntný, 
pairí do H1 (resp. IL); potom existuje eulerovská riara E grafu G, o Idorrj platí 
cp(E) -= K. 

D ó k a z . Nech E; je rubovofná eulerovská čiara grafu G a nech P(E,) je 
p o s t u p n o s t p r v k o v grafu G pímisujúca eulerovskú. čiaru Et\ 

P{Ei) = u1{i)ihlt2{i)^f-M -",n,p (*)> /':-^2 /,-i(0-^:,...i(') =--''«i(0-

Označme z n a k o m N[P(F/)j množinu všetkých tých indexov *>: ̂ { l . : ' 
2p). o k t o r ý c h p l a t í : hrana. h r_ l f, t.(i) p a t ř í do tej istej trLedy rozkladu K ako 
h r a n a hXtTx.x(i) (kladieme hr](i) -- h2o>2p rl(i)). Označme z n a k o m í, ])očet 
p r v k o v m n o ž i n y K|P(K?-)"J. 

A. T v r d í m : ak P'(E;) je [ l ibovolná iuá p o s t u p n o s t (než postupnost ' P{E,)) 
popisTijůea eulerovskú čiaru E} a číslo £• udává. počet p r v k o v množiny X\P'{ Et) |. 
p o t o m ])latí |- --- f.-. 

D ó k a z t v r d e n i a . L ié popisy eulerovskej čiary E; d o s t a n e m e z pos íup 
nés t i P(E;), ak položíme ný (i) -- ^i.k,} (i)\ h'h] .,(/) - h,. ;J. . ; .,(/). pru-om 
k ladieme u'.lp ,.,,.(-/) — v<l(i); h2lí].rt2ir x^(i) -~ A',.,r ;-i(0 ]>re ;>: > 0, Ak desadzu-
jeme p o s t u p n é k -— 1, /: -- 2, . . , /: 2p a dale j . ak vsetky členy t a k i e 
v z n i k n u t ý c h p o s t u p n o s t í píšeme v o b r á t e n o m poradí, každá t a k á t o změna 
d á n á m p o s t u p n o s t , k t o r á takt iež j)0])isuje eulerovskú čiaru E;. Počet t a k ý c h 
dvojíc za sebou idúcich h r á n , v k torých h r a n y p a t r i a do tej istej t r i edy roz-
k l a d u K, je voči t ý m t o změnám zrejme i n v a r i a n t u ý . leda je -; -/ VVi' ^'u~ 
h o v o r n u p o s t u p n o s t P'(E;) popisu júeu eulerovskú čiaru E;. 

B. T \ r d í m : ak ]>re eulerovskú čiaru E; platí £,• --" 0. po tom existuje cule 

rovská čiara Ej t a k á , že je í ; -= c,: — '2. 
D ó k a z t v r d e n i a . Nech m:.ožmaK |P(K ,-)] je n e p r á z d n á a nech a je najmenší 

index tej to množiny. Uzol nn(i) nemožc byť uzlom d r u h é h o s t u p ň a \" G. lebo 
h r a n y , s k t o r ý m i je uzol d r u h é h o stupňa, i n c i d e n t n ý . p a t r i a do róznych tricd 
rozkladu li. T e d a uzol ua(i) \zhí 'adom na to . že G je eulorovský graf. je na j-
menej s t v r t é h o s t u p ň a . Exis tu je p r e t o ešte aspoň jeden index //(// > a J 1) 
t a k ý . že p la t í uh(i) ---- u<;(i), ba musí ex i s tovat aj t a k ý ii-dex h(h > a — 1). že 
j e d n a k v,,(i) •-- !'„(/) a okrem toho hrany hft.„]fU(i), hl(il( ;.,(/) pat n a do iuej 1 rit^j \ 
rozkladu K než h r a n y /!/,..],,•,(/). //,„,, ..-,(>'). Dokažme to. Xech uzol r - uji) je 
2>e-teho s t u p ň a (n ^ í ) , polom p o d í a předpokladu je mcidom eý \' G s n Ura-
nami ír icih ' Il{ a s ??Jiranami t r iedy IF. Nech .-1 ; e . „ e at \ je množina 

tých indexov ax<~ { V 2. . . ,, 2\\ ) . pre ktoré platí v!(/ -- r a nech />á'0 [ r o p . 

^n(t/).reř(... /s^O] j e p u ě e t týeh i n d e x o v ý € yL oktorýeh. p la t í : h rany /•'., -j. í ť/.(' )• 
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h«x,.,,y-\{i) p d r i a obe do tr iody II! (resp. obe p a t r i a do t r iedy IF. res]). p a t r i a 
do rdznych tr ied z R). O poete qx (resp. q2) h r á n tr iody IIT (res]). IF). s k t e ­
rými je ineidentný uzol v, p la t í : 

// ť/, 2V[(a) !- p3(a): ?< ----- q., ---- 2^2(a) -| ^ ; i(O); cize: qx - q2 -- 0 

= 2Vi — ~7>i • 

Teda ak existuje index a € A t aký , že obe h r a n y ha.-.ltU(i), hUtfl^l(i) pa t r i a do 

jednej z Iried £ Ič, existuje aj index b 6 A taký., že o b e h r a n ý hh_hh(i), hhth],(?') 
])atria do drulicj z t r ied rozkladu Ič. I n d e x ťt bot naj menší index 6 A a protože 
nemdže byť b ^ O 4 1 (je tot iž u,. fl(?') i ua(i)), je index O indexem poža­
dovaných vlastností . 

Utvořme p o s t u p n o s t P(E}) p o d l á pos tupnost i P(E7) t a k t o : poradie členov 
u-t(i)- h}i2(i) až ua(i) a. právo tak členov vh(i). hhthl(i), . . . až u2!>yi(i) po­
nechejme hezo změny a členy hUtf( ^(i). ua ..](?'), . . ., u^^i). hh_.hh(i) zařaďme o p a t 
med/s členov ua(i) a uh(i), ale v o b r á t e n o m ])oradí, t . j . ncch P(Ej) ----- upil"), 

/>i.2(0 nAi)*h-ub('i)Au)?^i(i)> • • • J ^!- i ( i ) J ^ ť .«- i- i ( i ) > %(í) ; ^.^i(*) 5 • • V ^ 2 , H ( ? : ) -
Protože Jy(E}) obsahuje o p a t v še tky h r a n y grafu G a o každej z h r á n p o s t u p ­

nosti P(E}) pla t í, že su sedne* členy h r a n y p o s t u p n o s t i su d v a rózne uhly, s kto-
rými je Irčana incident ná v grafe 6r, je P(Ej) p o s t u p n o s t popisujl ica is tú eul? 
rovskú čiaru E} grafu G. Uvažme daiej, že dvojica h r á n , kíoré" sú susedným; 
členmi člena, ux(i) v p o s t u p n o s t i P(E}), ]o l a i s iá ako v \Mvst\\pnosA\ P V V^ "\n^ 
vsetkych členech ux(i) s výn imkou ělenov '<„(,<), uh{i). Zarval co v po^iuvmosAa 
P(Ei) obe h r a n y dxojiee p ř i uzle un(i) pa t ř i l i do jodne] '/ t r i e d rozk ladu R 
a obe h r a n y d vojh-c ])í'i u/do uh(i) pat ř i l i do dru hoj z tr ied rozkladu R. v p o s t u p ­
nosti P(E}) p a í r i a h r a n y f a k ý e h t o ( h o j í c pr i uzloch u„(i). uh(i) do rózn; -h 
tried rozkladu 17. T e d a je f• --- £f — 2. co bolo o b s a h o m tv rdou la. 

(\ T v r d í m : v grafe G exisí.uje eulorovská č iara Ek taká, že je 'E,k 0. 
! ) ó k a, z t v r d é ni a. .Podlá t v r d o u i a B, a k v grafe G ex is tu je eulorovská 

čiara. Ef. kde £,- '.-• 0. po tom exisí.uje v ( / eu lo rovská č iara F7,-, ])ričom. ^ -.- £. — 
•— 2. Z dnkazu t v r d o n i a jo t íež zřejmá, že je ^ ; ^ 0 (mod 2). Ak t e d a p la t í 
í- L\S' (,v 0), existuje p o s t u p n o s t ouierovských čiar F,- -- K7

0, F/l5 . . . Es — 
Ek t a k á . ž- p la t í f, - £* - 0. 

I). T v r d í m : ak o oulorovskej či are Ek -platí f7, -= 0, ] )otom je ^(K,,) ^ JL 
D d k a z l v i d o n i a. Koch p o s t u p n o s t p r v k o v grafu 6y: 

(kde h r a n a !iXtY,A(h) je i n c i d o n t u á s nzlami ux(k) :\-~uxyi(k): u2pr^,(h) -.- H,(/r)) 
])o])istije (Milorovskú čiaru Ek. A k i i rana hU2(k) j ° h r a n o u t r i e d y Hj (ros]). I/.), 
])olf>m inT-nalho^í/r) je n u t n o l i ranou t r i o d y IF (rosp. I/,) a lírana, Ih,\(k) jo]-otom 
n u t n o ooaf h r a n o u t r iody IF (CÍV;]). IJ) aWÍ. rFeda h r a n y h2r_yt2,(k) (x l. 
2 j») sú cšoíky b u d hr«i,naini tr iody E\ a ieho sh v šotky h r a n a m i ti-icdy //, 
a ostaM'-/- !i:--uy e;raťu ])atria. do iíiej z tr ied rozk ladu K\ T e d a je q(E,,) JL 
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Existuje preto eulerovská čiara E v grafe G, o ktorej platí y(E) --=•- li. Tým 
je dókaz vety 1 vykonaný. 

Priamym dósledkom vety 1 je táto veta o rozkladoch snvislýrh pravidel­
ných graf o v 272-tého stupha, na dva faktory H-toho stupňa: 

Veta 2. Xech G je súvislý pravidelný graf 2n-teho stupha (n > 0). htorý sa dá 
rozložit na dva faktory n-tého shipiía. (n _> 0) a ne cli li je rozklad množiny hrán 
grafu G od povedaj ne i Tubovohnrniu rozkladu grafu G na dra fahtory n-tť.ho stnyha. 
potom existuje eulerovs/aí čiara E taká, že je ť/(F) li. 

D ó k a z . Podlá vety 1 je veta 2 správná, ak G má parny počet hrán. Avšak 
rozklad pravidelného grafu -M-tého stupha na dva faktory /j-tého stii])ňa je 
možný iba vtecly, ked' G má parny počet hrán. Teda G má parny počet hrán 
a podlá vety 1 existuje v G onlerovská čiara požadovaných vlastností. 

Doš lo 4 . V . 1955. 

Л И Н И И Э Й Л Е Р А И Р А З Л О Ж Е Н И Е Р Е Г У Л Я Р Н О Г О ГРАФА 

С Т Е П Е Н И 2п НА Д Н А Ф А К Т О Р А С Т Е П Е Н И п 

А Н Т О Н К О Ц П Г 

13 ы в о д ы 

В настоящей статно автор исходит и:? известной теоремы о связных графах Эйлера: 

Если евя'.мый граф Эйлера (< имеет четное число ребер, то множество е1 о ребер можно 

разложить па два класса 11л, //2 так, что ровно половина тех ребер, которым ними 

дентна любая его вершина и мримадложттт Ил (пли П2). (Иод графом Эйлера понимаю сн 

граф, в котором все вершимы четном степени.) Разложение Н= 1//^//.; можно напит 

так, что в любой линии Эйлера К графа О по очере;ш относят ребра к //, и к 112. Таким 

образом определяется известное изображение </? множества (* всех лиши"! Эйлера графа (т 

в множество -К всех разложений Н [//._. /Л} множества р( бер графа а на два класса 

с требуемым свойством. 

В статье показывается, что г/> является изображенном множества (̂  на множество • ;>. 

т. о. что для к а ж д о ю раз.южччшя К € :К существует аргумент в множестве от при изо­

бражении (функции) <р. Из этою следует специально для связных регулярных графов 

степени 2п: если связный регулярный граф (1 степени 2п можно разложить на два фак­

тора (1\, 672 степени п, то существует такая линия Эйлера К в графе (7, что ребра € (\ 

и €: О2 чередуются в последовательности ребер лпнип Эйлера К. 
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