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VMATEMATICKO-FYZITKALNY CASOPITS
ROCNIK VI CisSLO 3

EULEROVSKE CIARY A ROZKLADY
PRAVIDELNEHO GRAFU PARNEHO STUPNA
NA BDVA FAKTORY ROVNAKEHO STUPNA

ANTON KOTZIG, Bratislava

(linok sa zaoberd rozkladmi pravidelného grafu 2n-tého stupna na dve
faktory n-té¢ho stupiia pomocou tzv. striedavého zatriedovania hran culerov-
skej c¢rary grafu. Poukazuje na moznost zobrazenia systému vietkych eule-
rovskyeh ¢iar stvislého pravidelného grafu parneho stupfia na systém viet-
kyeh jeho vozkladov na dva faktory rovnakého stupiia.

Je zndma tato veta: Irany sivislého culerovského graful s pdrnym poclom
29 > 0 hran moino rozdelit do dvoch tried Hy, H, tak, Ze lubovolnij uzol je inci-
dentwij s Lipm istgm poflom hrdn z triedy 1, ako = triedy H,. Specidine pre si-
vislé pravidelné grafy 2n-tého stuplia s parnym podétom hran vyplyva z uve-
denej vety existencia rozkladu takychto grafov na dva faktory w-tého stuptia.

Veta sa dokazuje takto: v eulerovskom grafe ¢/, ktory je snvisly, existuje
aspont jedna eulerovska ¢iara. Neeh postupnost:

PE) =y Doy, by oo Uy, Dy ns Uy

(kde h; ;o sahrany a st uzly grafu G pricom hranah; ;o je incidentna s uzlami
w; i ;) popisuje Tubovolnit eulerovsk ciaru £ grafu (. Zaradme hrany Dy, 5
do triedy 11, ostatné hvany grafu do triedy If,. Ak Tubovolny uzol w grafi ¢/
je 2Zr-tého stuptia, potom existuje prave » indexov 4y <24, < ... << 1,(¢, € {1.2,
. 2p)) takyeh, ze je w;, = U teda vzhladom na to, ze sme hrany v poradi,
v akom sa vyskytuji v postupnosti P(K), stricdavo zatriedovali do tried /7,
11, je uzol w incidentny prave s r hranami triedy 7f; (vesp. I1,).

7 dokazu uvedenej vety vyplyva, ze kazdej culerovskej ¢iare grafu s par-
nym poctom 2p > 0 hrin mozno uvedenym spdsobom privadit prave jeden
taky rozklad R = { H,, 11, } hran grafu na dve triedy, ze prave polovica tych
hran, s ktorymi je Tubovolny uzol incidentuny, patri do triedy H, (vesp. 11.).
Tymto privadenim je definované isté zobrazenic g mnoziny € vietkych eulerov-
skych diar grafu do mnoziny R vietkyceh rozkladov mmnoziny hran grafu na
dve triedy s uvedenou vlastnostou.

! PPod eulerovskym grafom rozumie sa graf, v ktorom vSetky uzly st parncho stupna.
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Pri sktumani vlastnosti systému vietkych culerovskyeh ¢iar oratu natiska
sa ()t‘i’/k‘t ¢ kazdy rozklad R € WM je obrazom aspon jediej culerovskej Ciary

€ ¢ v zobrazeni ¢. Odpovcdon na uvedentt otdzku je tato veta:

\‘ota 1. Necl (¢ je Cubovolng (sivisly) ewlerovsky graf s pdrnym poctom
2p > 0 hrdn a nech R je Luborolg taly vozllad snnoZiny hrdic grafu (i die
triedy Hy. I, Ze prave polorica hrdw, s Lorjmi je Cubovoln g wzol {neldondig,
patri do Hy (vesp. 11,); potom existuje cuierovskda ciara I girafu G o More] plaii
p(l) = R.

Dokaz. Nech #; je Tubovolnd eulerovsial Chara grafu 67 o nech P
postupnost prvkov grafu (¢ popisujien eulorovsk Gara F

A

P(E) = w(1), Iy o(0), v (@), ooy, (0), f oy o (0) s,y (7) =y 2.

Oznacme znakom X[P(#;)] mnoZinu vietkych tyveh indexov o€ 0120,

2p }. o kiorych plati: hrana /£, 4 (7) patri do tef iste] triedy rozkladu £ ako
hraaa B, () (kladieme £ () == &y, o, (1)), Oznadme znakom & pocet
prvkov muoziny X|P( ~7»)'J.

A, Tvrdim: 2k P'(F)) je Tubovolnd ind postupnest (nez pestupnost Pe)
popisujica eulerovsku Caru /) acislo & ndiava pocet prvkoy mnoZiny NjP2(E L
potom plati & = &.

Dokaz tvrdenia. Iné papisy eulerovskej clary f, dostaneme z
nesti P(K). ak polozime wp (@) ==y (030 255 (0 by U pricom
kladieme ), (i) = w0 hiypay wnli) = A0 preoo o 00 Ak dosadzn-

jeme postupne b= 1, L= 2.0 L l;» a daled, ak vietky cleny tekic

!H‘r:\‘i HlY

vzniknutych postupnosti piteme v oobidtenom poradi, kazdd takato zmena
dd ndm poestupnost, ktora taktied popisuje culerovsk Claru £ Pocet takych
dvojic za =ebou idtcich hrén, v ktoryeh hrany patria do tej istej triedy
Kladu R, je voli tymito zmendim zrejrue invariantoy. teda je 5 5 pee T
bovolnt pestupmost P/(I) pojisu]

IR

cucelerovskss Giaru £
B, Tvedim: ak pre enlerovsh ¢lave &, plati & - 00 potom exirivje cule-

. deh Sqave B dbaled v de S £ .
rovskd dare B tald, Ze je 5o 5 - 2

Dokaz tvr (1(‘]11 . Nechmozina X[P(£)]je neprazdnaa nech « de 1\1] NN i

index tejto muoziny. (zy,o! a, (1) nemdze byt uzlom druhdho stupie v (20 lebo
hrany. s ktorymi je uzol druhého stupta incidentny. patria do voznyveh tried

rozkladu 2. Teda uzol « () vzhiadom na 1ol Ze (7 je enlerovsky arafl jo naj-

menej stvrtého stup]vm. ]Cxi.«'luje preto este aspont jeden index O/(H = v = 1)
taky. Ze ])Ez‘uﬁ ’i(,,(i) == i,(1), hoo must extstovat af taky index 60 = ¢ — 1) Je
jedunk (7} = w0y o okvemy toho hrany L (00 F, 0 0) patiia doine] triedy
vozkladic Iovez hrany £, 000 b, (). Dokdzme to, Neeh uzol v = w,id) je

2r-tcho stupha (e =

. poioin podia predpoklada je fneidentey v s won hras

vaani ricdy Zf e s o hianemi triedy I, Nech A Dedgoe Lo e mneaina
tveh drdesoy € 01 20 0 2p b e ktord plati o, - eoa nech pGr) [resp.
.

o) v e gyt je pocet tyelnmdexov e, € 4, o ktordeh platis brany A, ().

134



hyoa, 1 (1) patria obe do triedy H, (resp. obe patria do triedy H,. resp. patria
do roznyeh tried z R). O podéte qp (resp. q,) hran triedy 71, (vesp. I1.). s kto-
rvini je incidentny uzol o, plati:

oy Zpa) bopala) s gy == 2pu(a) L p(a): Gizer gy - gy = O
= 2p;, — 2p,.
Teda ak existuje index « € 4 taky, Ze obe hrany A, ,,.(2). %, (i) patria do

jednej z tried € R, existuje aj index b € 4 taky, Ze obe hrany 71,,_1 n(8)y Dy (D)
patria do druhej z tried rozkladu R. Index « bol najmensi index € A a protoze
nemaoze byt 6 =« -1 1 (je totiz w, (@) + «,(9), je index & indexom poza-
dovanych viastnosti.

Utvortie postupnost P(#;) podla postupnosti £(#4;) takto: poradie clenoy
wi(0). fy () oo ad w, () a prive tak Clenov (D). My (0), L0 87 uy, (1) po-
nechajie bezo zmeny a ¢levy o (7). 1w, 4 (0). it 4 (0). fyg,,(2) zaradme opit
medzi Clenoy (1) a o), ale v ()b]u[(‘l()ill poradi, t. j. nech P(A) == (i),
Iy ol0) oot () Ry g () (1) (@)s o sty (8): P (0), 20 (8) Ay (E)s o100, (0.

Pretoze P(H;) obsahuje opit \fé(»t-ky hrany grafu (f a o kazdej z hran postup-
nosti 2(4)) platis ze susedné ¢leny hrany postupnosti st dva rozne uhly, s kio-
je P(#;) postupnost popisujiea isti cul:
rovsk Giarn 7 orafu (7, i vizime dale], Ze dvojica hran, kforé st susednynii
Clenmi ¢lena 'I[)(I) v postupnosti P(H)), jo 18 istA ako v postupnosia PR pn

rymi je hrana ineiddentnd v grafe ¢,

vietkyeh clenoeh w (i) = vinimkon Slenov (1), (1), Zadtal o v postuphiosia
P(E) obe Brany dvoiice priouzle (1) patrili de jodnej 7 tried vozklvin R
aobe hreony dvoiice privale () patrili do deuhej @ tried roskinda £y posiup-

nosti 22(E) paivia hrany takyebto dvojic prioazloch a, (7). w, () o vdmn: b
tricd vozklada 220 Teda jo & = & — 20 ¢o boloy cheahom tvrdenia.
CoFveding: vogeefe (7 existaje enlerovsiad dary [, taka, zo je &, o,
Dokarz tvedenia, Podia tvedenin 13, ak v ografe ¢ existuje cnlerovekd
Clara £ kde & - 00 potony exisiuje v ¢ eulerovskd Gara £, pricom & = & —
- 20 70 dokaza tvrdenin je tiez zrcjm«'- ze je 5= 0 (mod 2). Ak toda pl;L’tai
& 2s (s 0), existuje postupnost eulerovskyeh iar By o= K, By, o0 B
P takd, e plati & o= & == 0.
D Tyedime: ak o eulerovskej ¢iave B, plati & == 0, notom je ¢(f) = .

Dokar tvidenia. Neoh postupnost prekov geafu (7
L) g (B hy ) (K)o g,

(kde hrana £, 0k je incidontnd s welami w, () 5w, (00 wg, o (K) = (b))
popisije enlerovsk Giaru £, Ak hrana 2y (L) je hranou triedy £, (vosp. 11),
potom s natl, () Jo nutne hanow triedy 1, (vesp. 2) & hrana Dy (RY jo potom

nutne opdd hranou teiedy J7, (vesp. 14)) atd. Teda hrany fy, Ladh) (@ b
2o sl siethy bud hranami teicdy £ alebo s Setky Branami triedy //
aoostares s crafi padaia doine] oy teied rorklsde B Teda jo g (8 e
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Fxistuje preto eulerovskd ¢iara 1 v grafe (7, o ktorej plati g (K) —= R Tvm
je dokaz vety | vykonany.
Priamym dosledkom vety

1 je tato veta o rozkladoch savislveh pravidel-

nyveh grafov 2n-tého stupiia na dva falktory n-tého stupia:

Veta 2. Nech (f je siivisty pravidelnij graf 2n-tého stupiia (n - O). Ltorij so du
rozloZit na dva faltory n-tého stupiia (0 > 0) « nech R je vozllad sinoZing b
grafu G odpovedajice Pubovol id e rozleleda grofa (e dia faldory n-tdho st piie.
poton, existuje eulerovshda Ervra K otakd, Ze je ¢ (1) - I,

Dékaz. Podla vety 1 je veta 2 spravia, ak (7 md pirny pocet hran, Avsak
rozklad pravidelného gratu 2n-tého stupha na dva fuktory pw-tého stupna je

mozny iba vtedy, ked (/ md parny pocet hran. Teda @/ md pdrny polet hrin

a podla vety 1 existigje v ¢/ culerovska ciara pozadovanich viastnosti.

Doslo 4. V. 1955.
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