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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 3 — 1956

POZNAMKA O UPLNYCH METRICKYCH
PROSTORECH

MILOSLAV JUZA

Katedra matematiky Slovenskej vysokej skoly technickej v Bratislave

Je-li P dphay metricky prostor, pak — jak je znamo — plati tato véta:

diz. Ky o Ny.o.. .. K,. ... posloupnost uzavienych kouli prostoru’ takova,
ze pron = 1.2, ... plati K, € K, a 7e poloméry kouli konverguji k nule.
e}
Pak pranik 1 X, je neprazdny.
n=1

Tato véta neplati, vynechame-li podminku, ze poloméry kouli konverguji
k nule. jak ukazuje tento priklad:
Prostor I budiz mnozina prirozenyeh ¢isel. v niz metriku o definujeme
takto:
1

o(m., -0, om.n) =14+ e DO M =+ n.
o ) ol ) " min(m. ) 1 ‘

Snadno zjistime, ze ¢ je metrika, pfi ¢emz prostor P s metrikou o je aplny.
T . . X 1

Ale je-li K, uzaviend koule o stfedu n a poloméru 1 4+ —, pak K|, K,, ...,
n

K,, ... je monotonni posloupnost uzavienych kouli s prazdnym prinikem.

Uvedeny ptiklad by se mohl zdat ptili§ trividlni vzhledem k tomu, ze uva-
zovany prostor se sklada pouze z isolovanych bodu. Ale v tomto ¢lanku se-
strojime dokonce metricky linedrni prostor, ktery bude uplny a pfitom v ném
budou existovat monotonni posloupnosti uzavirenych kouli bez spoletného
bodu.

Definice 1. Budi? R mnoZina redlnijch &isel. Pro x € R, y € R definujme
Junkei o (2, y) taklo:

a) jeli |w—y| <2, jeolw,y) =|x—yl;

oo - o

b) je-li | x — y| > 2, je o(x, y) l—{lx_yl_l.

Véta 1. o je metrika v I2.

Dukaz. Jeziejmé vidycky o(, x) = 0, p(x, y) = 0, o(x, y) == o(y. x). Zby-
va dokazat. ze pro libovolna x, y, z plati

o(z. y) < o(x.2) + o(z y)-
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Viodnym oznadenim miuizeme dosdhnout toho. aby nastal jeden 7z tochto
pripadu:
Too oz o<y "o s e =y,
Pripad 11" snadno prevedeme na I uZijeme-li zobrazeni ¢ (o) == — o pri
némz ziejme plati o(e. y) = olga), ¢(y).
IR T, > 1 " TR : - - .
I. Budizo o <z =y, Potom {a — | = y— - y— 2 2

=y — 2| -k r— s Nastivd vady jeden z téehto pripadi:

a) eyl 2 I bz 2.
by a-wl o2, Pz 2 bz — i =72
LYy ey 2 [ —al g2, IR TR I
) eyl feozlm 20 ey 2,
dy o —yl =2
Pripad b") opét snadno prevedeme na b) pouzivin zobrazent ¢ (o) - - o
a) Vo tomto pripadeé mame
| |
(. ) L R SRS 2
elr-y) Pa— 4] ! 2 I
1
o(a. z) b ——- I
o(- %) fo— 2 l
(zoy) = 1- . 1
oz, y) = 1 -1 ———
o=y lz —yl— 1
tedy
o y) <o, z) b olzon)
b) Protoze je
! - | [y N B PV |
. | A A B R C
je
‘ 1 !
e —y| =z —al. tedy 1 4 e o0 e e o
' Lo — yi— 1 ja - — 1
tedy
ol ) -7 o(a,2) =~ o(2.2) + oz, )
¢) Je
o{lr.y) = 2 ale p(a.z) b oozoy) = e — x| bz —y| = e—y| > 2

tedy
d) Je
olry) = o~ yloo@s) ozl Ly -zl
a tedy

II. Budiz @ <y =< 2.
Potom

o —z|=z—0=z—y4y—a=|z—-yl4|y—al.
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Nastavd vady jeden z téehto pripada

a) -z > 2, [ =y 2. Ly —z] > 2
h) =z 2 b -y > 2, Ly — 2| <2,
¢ lw—zfoe 2 fa =y | <2, Ly —=z| > 2,
dy T~z Pyl 2, | g — 2| < 2.
) ju—zl 2

a) Votomto pripade jest o(a, ) < 2, (e, 2) > 1, oz, y) > 1. tedy
ol ) = olw.2) - olz y).

b) Podle véty o privastku funkee pro a = 0, 6 > 2 plati

i 1 1
@b T ey
kde
b -7 & T,
tedy
- ,,!-, < ]
(&E— 12 =7
a proto
1 (.
PRy Sl T
Polozime-ti « = |z — y|, b =]a— y| dostaneme za predpoklada v pii-
paddé h)
| 1 1
S Ui et T gy Sy vy puy Sl o e ey S
[ — ozl —] lz—y|+ly—al—1 |y — x| — 1

1 1 1
| (‘. ——— e > ] _i._ S —
lr—yi+ly—a|—1 Jy—a|—1 |y — x| — 1
“lr—=wl=ele. y) = oz ).
Odtud dostaneme
olw, y) << o(w, 2) + o(z, y).

¢) V tomto pripadd jo o(v.z) > 1, o(y,2) > 1, p(e, y) ==|x —y| =2

tedy
o(w, y) < olw, 2) 4 0(z, ¥).
d) V tomto pripadé mame

1 \ 1
Hlz =yl Uy

o(r.z) 4oz y) =1+ +-

[ — 2] =1 v —yl -ty —z2[—1
4y —=zl= 14 w----—-L—---___# ly —2z]|=1 +___] -
a L 24y —z[—1 Ly —z|

— - — 2
L]y —z2[+]y—z| .

b)‘
L4 |y —z] =

P

+ly—z|=1+
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Naproti tomu je

takze

¢) Voiomto pifpadd méme lx — 2| <2 tedy 62 w0 — 5 20 4w -t
< 2 a dostaneme
olacy) eyl Ja—zl vl oy = o) S oy

Tim jsme dokdzali pro funkei o trejihelnikovou neroviosi ve viech pripa
dech, které mohou nastar a zarevenn jsme tim dokon¢ili dikaz voy
Vo dalsim budeme uvazoval posloupnosti readnyeh ¢isel, konvergujicd jednak
podle metriky o, jednak podle etklidovské motriky. Budeme pioto peit @, - - .
jestlize &, konverguje k o ve smyslo cuididovské metrviky. o, el josthize o,
konverguje k o ve smyslu metriky o,
Pro mctriku o zicjmé pliti
o{v. y) 2.
ofe. ) 1 tehdy a jen tehdy s jeddi a0 1o pak

b -yl

i
Odtud thned jplvne:

ola.
Posloupniost ey, .. Yoo e Ronverzentad podle metviky o toindy
a jen tehdyo je-li konvergening podle euklidoveké metviky o md pak v obou
pripadech touz  limitu.
Posloupnost w00, v o000 Je catchivavski podie metriiy o telidv g e

-1 canchyovska podie cuklidovskd metriky.

tehdy,
Odiud plyne:
Véta 2. Presior R s aelvibow o je aiplngg.
Véta 3. Prostor B s metrilow o pfe obycejié definici scilind o nisohla ).

metricky Linedirnd prostor, 1. ], ploti:
1. Pro libovolnd redlud &isla w, y. a e

I Jestiize v, Z oo N, >~ pak v e, 3 ove

Dukaz. 1. plyne z toho. 7e o(x, y) je pouze funket | o - 4
w, - v tedy v, T3oven

"

I Protofe a, 3o jo ten oy, - = a, tody v

Podivime se. jak vypadaji koule v prosteru £ s metviken o0 Oteviein

koule o sitedu &, a polomera a, O <2« -7 1. o mnozina boda . pro ndz plati

[ = &yt~ g Oteviend ovle o polomdru o - 2 e ceil prostor. Oteviend

1
1
o polumeru o 1 <7 20 a0 sitedu @, je mnozina bod. pro n.éx placd bood

X, <,
nebo
. | I
|2 v 2.1 e T
i A |
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Posledni podminku mazeme upravit na podminku

1
- [
el =

+ 1.

Tedy v tomto pripadé oteviend koule o poloméru « je mnozina bod. pro
nez je bud
jr— @y | <@ nebo fao-owy o e o T
| nl | i a

Anulogické podminky dostaneme pro koule uzaviené.

b 1 .

Definice 2. MnoZinu M v prostoru R nazveme ohranicenou, jestlife caistuje

Fislo x tale, Ze pro kaddé v € M platt

Njednoceeni konecného podtu ohranicenyen munozin je zrejiné ohrenidonra
mnozZing.

Viota 4 Dadis Nowsavfend koule o stfedw x, « polomérw a, b <=« 7 20 pel
)
i

mnoZie B~ N je oliranidend.

Dikar, Pro o € B — K viejmé plati

e e P T
i ]N‘r\(l?.im(‘—“
N ooonax ( r, - T Vhotba, b LI ];)
R U7 T )
maasie
R S

Veta 5. 00 M ohraniéond mnofing a b Eislo talovd, 2o 1 <0 bo<o 20 gl
caistujo vzarfend kowle Koo poloméru a. 1 <« < b Lterd weobsobaje Zadi i Giod

mnoZiny M.

Diukav., Budiz v ¢slo takovd, Ze pro a € M plati — x < <7 ~. Zoy std
) H
Kovle A zvaolime Cislo ay == v - 2. Protoze T —— - |- 1 == oo, muzenu
ooty (== 1
it il j ! < ! [ ) [ N L 1
avolit « tak.aby - <20, 1o 2y o 20 Woule ostiedu ) a pole-

@ -1
méin o A pak ziejmdé Zadand viastnoesti
Veta 6.V prostorie B s metrikon o extstuie poslowpnost veavtendich kouli k..
L

s O ale pidiedh TV K i
w1

N, .. N, o takerd, e opre m L2 ge i,

gz n .

* Rozlizuji mnozinu ohiranicenon a mnoZinu omezenoit. MnoZina A se nazyvda onne-
zend, jestiize sup o(w, ¥) << co.
el
ye M



Dukaz. Definujme A, = (—n.n), K, uzaviend koule o stiedu 0 a polo-

o
. b I . . - . . .

méru iy == 5. Pron == 2,3, ... definujme A, jako uzavienou kouli o stiedu o,

a poloméru r, takovou, aby | < », << r, 4 a aby A, ncobsahovala ziadny hod

ohranidené mnoziny (R — N,.)) + A4,. Existence takové koule je zarucena
vétou 5. Posloupnost K. N, ..., K, ... ma ziejme viechny viastnosti poza-
dované ve vété 6.

Doslo 15, XTI 1955,

SAMETEHRA O HOJHLIN METPHYECKIN
HPOCTPAITCTBAN

MBTOCTAB 1030
Buisojin

”_\'1"“) R snosrecerio BCHICCTBOHIILIX UTTCCT, B WOTOPOM OHPCAC TN METPITEN 0 core ivIe i
00pasoM:

Q) o(u, y)y = -y, cenr b — gyl 2
\ 1 | | ¢
by o (v, ) | Py oo ey > 2.
o=y —
Muomeerso ¢ METPHROIT 0 s BHCTCS MOAULIN JHHCHHBING MCTPHUCCRING HPOCTPaticTBON,

B ROTOPOM  CVICCTBYCT  MOHOTOHIEGT TOCACAOBATC/ABUOCTL - 3aMRITVTLIX f’(]N‘[) e l\l‘bll[l‘l“l

FOURIT,
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