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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VI, 3 — 1956 

O J E D N É KINEMATICKÉ VLASTNOSTI 
PROSTOROVÝCH KŘIVEK 

Z B Y N Ě K N Á D E N Í K , Praha 

Y prostoru buďte dány dva různé body A, B a dvě různé přímky a, b\ 
přímka a incidentní s bodem A a přímka b incidentní s bodem B. Nechť útvar 
tvořený body A, B a přímkami a, b je při pohybu v prvním stupni volnosti 
neproměnný. Jsou nalezeny nutné a postačující podmínky, aby existovaly 
trajektorie (A) a (B) bodů A a B takové, že přímka a je tečnou trajektorie (A) 
v bodě A a přímka b tečnou trajektorie (B) v bodě B. 

Bii dle x, y. z pravoúhlé kartézské souřadnice v prostoru a 
x = x(s), y = y(s), z = z(s) (1) 

reálné funkce reálného argumentu s definované pro všecka s € I = (a, b). 
které mají spojité derivace až do 3. řádu v intervalu I a pro které platí x'1 + 
-| //'- -\- z'1 = \, x"2 + y"'1 + z"'1 + 0 pro všecka s € I (čárky v tomto úvodu 
značí derivaci podle s). Rovnice (1), které budeme psát zkráceně 

r == r(s), (*) 

jsou pak rovnicemi křivky bez singulárních a inflexních bodů; parametr s je 
její oblouk. Pro každý bod křivky (*) jsou definovány jednotkové vektory 

ť 
teču v. hlavní normály a binormály relacemi t =-. ť, n — - - - = - , \tnb]- i; 

\ť.ť 
odmocninu bereme vždy kladně. V celém intervalu I jsou dále definovány 

ílexe £,(*)--- \ťr7ť>0 a torse k (s) = - 7 [ r>V'] křivky (*) a platí 

známé F renet o vy vzorce. 
.Jsou-ii n a o p a k d á n y dvě funkce k\ - — k\(s) > 0 a k2 •-- k2(s) a r g u m e n t u s spojité v in­

tervalu /, existuje (až na polohu v prostoru) právo j e d n a křivka, k terá m á s za oblouk 
a. t y t o funkce za flexi, ros]), ťorsi.1 Je-li mezi funkcemi k\ --- kj(s) a k2 k2(s) nějaký 
speciální v z í a l i — a jen v tomto př ípadě, jsou k\ — kt(s) a k2 - k\,(s) př i rozenými rovni­
cemi nějaké zvláštní kř ivky. Nej jednodušší př ípad je p a t r n ě ten, kdy 

e1k1 + e2k2 + r --= 0, (2) 

kde r,, c2, c jsou k o n s t a n t y nikoliv všecky nulové. Při c .-= 0 a (\c, + 0 jsou rovn icí (2) 
eha rakter i sovány spádové křivky.-2 Jest l iže c, •— 0, c, + 0, určuj (i rovnice (2) k ř i v k y 

1 Viz 14], s tr . (U -i)5. 
- Viz [2 | , s tr . 180 nebo [4], str. 56. 
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k o n s t a n t n í torse, k teré (při k2 h 0) by ly z D a r b o u x o v a p o d n ě t u pod robné s t u d o v á n y . 
V př ípade , k d y cxc 4 0, eharakterisuje rovnice (2) t . zv. kř ivky B e r t r a n d o v y . Objevil j e 
r o k u 1850 J. B e r t r a n d , když r<4šil Úlohu, kterou r. 1844 položil A. B a r r é d e S a i n t -
V e n a n t : Exis tu j i n a ploše hlavních n o r m á l k ř ivky ještě j iné kř ivky, k te ré mají p ř í m k y 
t é t o p lochy opět za hlavní normá ly? B e r t r a n d o v y kř ivky byly m n o h a m a t e m a t i k y po­
d r o b n é s t u d o v á n y ( B i a n c h i , D a r b o u x , M a n n h e i m , P i c a r d , S e r r e t a j .) a je jich 
elementární v lastnost i jsou dobro z n á m y . Konečné rovnice B e r t r a n d o v ý c h kř ivek nalezl 
D a r b o u x 3 (po n e m i O. S c b e ť ť c r s 4 ) a j i n ý m způsobem L. Bianch i , 5 který vyše l od kři­
vek k o n s t a n t n í nenulové nexe. T y t o speciální Ber t randovy k ř ivky s t u d o v a l již roku 1784 
G. M o n g o . Jejich vy tvoření z kružnice j e z n á m é . 6 Ze s p á d o v ý c h kř ivek jsou B e r t r a n d o -
vými kř ivkami jedině kružnice a, šrouboviee na rotační válcové ploše s př irozenými rov­
nicemi/. t -_: k o n s t 4= 0, k, •-—. konst ~J- O.7 

Jvvadrat ieká re lace mezi ílexí a torsí je t v a r u 

Ak\ + iik.k, i- Cki \- Dk, -; Kk, ; K 0, í3) 

kde A, B, C, D,E,F --- kous l . Křivky, p r o které plat í rovnice (3) s K ----- F — 0, y\ 
še t řoval a charakter i soval j i s tou k i n e m a t i c k o u v las tnost í p rvní A. D e m o u i i n ; je j ich 
s])eciálinin p ř í p a d e m j sou i B e r t r a n d o v y kř ivky. I_. C e s á r o v [2] dose l m i m o jine k to­
m u t o v ý s l e d k u : Je-li p přímka, pevně spojená s F r e n o t o v ý m t r o j h r a n e m křivky a ne-
rovnobežná s ž á d n o u j e h o s těnou, ]>ak při p o h y b u trojhra.nu pode ! kř ivky p ř í m k a >,> 
v y t v o ř í rozvinute l i iou ])lochu t e h d y a jen t e h d y , když ])!'o kř ivku plál i (3) s F --•- 0. K)K o. 
Neh ledě k t ě m t o a několika, t r iv iá ln ím p ř í p a d ů m zůstá\"á. o t e v ř e n á otázka, jak _reom,-!-
i'icky charaktor i sovat křivky, pre které p lat í rovnice (3), zvláště při F o. 

Originální zobecnění B e r t r a n d o v ý c h křivek podal roku \\Y,\< X. (J. Tu i_<iiiťY 
\- ]>ráci [Xj. Ke křivce F na ploše „T, jejíž normáln í křivost a geodetická iuist> jsou vá/. in\ 
l ineární rovnicí s k o n s t a n t n í m i koeficienty, existuje kř ivka / ' ' n a ploše .-.'a. me/i jejich 
body jedno- jednoznačná korespondence taková, že normály ploch .T a .i' \* korespoe-
dujících bodech splý\'ají a spolu s tečnami křivek A7 a. /"' a, .jejich normálami \' teénv-ii 
rov inách tvoř í útva r n e p r o m ě n n é h o t v a r u . Platí též opak. X. (í . T u g a n o v udal ruin 
v( imi za j ímavých vlastnost í tecliio křivek a. o tři roky "později je dále zobecnil v práci |Hk 

Z p o d n ě t u a k a d e m i k a ( i a i i a , vyšetřil a-utor v t o m t o e lanku křivky, které v ji-aem 
smys lu jsou rovněž zobecněním Bertra,ndových kř ivek a současně jodnoparame f r ickou 
analogií k ])lochám, jež autor s tudoval v práe i [6]. Tež jsou prostoro\ \ in zehocnemiiL 
r o v i n n ý c h paralelních křivek. Stejná ú loha (viz sunto) v prostoru £„ . n 3. má — j a k -< 
snadno zjistí —— vždy řešení. 

1. Jvtomě výše zavedené křivky (*) budeme uvazovat ještě jinou křivku 
o rovnicích x -" /.ť(/_), y = 'yCs), z - 'z('s) čili 

'f---- > ( ' « ) : ( * * ) 

'.*'('<.), 'y('ís), 'z('$) jsou reálné funkce reálného a r g u m e n t u , o nichž b u d e m e 
p ř e d p o k l á d a t , že mají spojité derivace podle '# v intervalu 'I — (V/. 7.). ])ři 

čemž I ,,7) + ( " p T / + ( ť'T/ " *• -l^ra-metr '-s' jt- 1 >ÍV1< obloukem křivk\ 

3 Viz [3], str. 62, 63. 
4 Viz [7], str. 440—443. 
5 Viz [1], str. 32—34. 
6 Viz [5], str. 116. 
7 Viz [2], str. 181. 
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ďr 
(**) a v k a ž d é m jejím bode existuje j e d n o t k o v ý t e č n ý v e k t o r 't — —-- . 

Budeme řešit t u t o ú l o h u : 
Jaké jsou nutné a postačující podmínky,aby existovalo prosté zobrazení f inter­

valu í na, 'J lakové, ze spojnice korespondujícicJi si bodů kfivek (*) a (**) o para­
metrech s £ I a 's -- f(s) 6 '/ a tečny v nich tvofí útvar neproměnného tvaru? 

Analyt icky formulujeme úlohu relacemi 

| (> - r) . ('r — r) = v - kons t . > 0. (VI) 

t. ('r -- r) ----- v cos .v = konst . , ( 1 , 2 ) 
t . (r - 'r) ---:- v cos 'x = konst . . (1.2') 

t. t -r--r cos [j -- konst . . (V:>) 

kde s e / a V' f(s) e 'I a o úhlech x. ' x. /> lze p ř e d p o k l á d a t 

o < v. + , /; < TX. (V í ) 

V kážeme totiž později . že obě tečny v korespondujících bodech nikdy ne­
mohou splynout s jejich spojnicí. 

Kř ivky (*) a (**), k t e r é jsou řešením té to úlohy, b u d e m e n a z ý v a t dvojicí 
sdružených křivek, kř ivku (*) první a. (**) d r u h o u . 

Vři k a ž d é m p r o s t é m zobrazení / intervalu / n a in terva l 7 p la t í p ro prů.vo­
diče odpovídajících si bodů kř ivek (*) a (**) o p a r a m e t r e c h s € I a 's ----- f(s) G 7 

r r -V tj -|- Án + pb, (1,5) 

kdo o n(s). / r-.- /+>). p —- p(s) jsou funkce a r g u m e n t u s. k teré v interva lu / 

mají spojité derivace podle -s. 

2. Relace (V I ) plat í t ehdy a jen t ehdy , když 

Q2 + A2 + fi1 - v1- ( 2 J ) 

Vztah (V2) je splněn t e h d y a jen t e h d y , když 

Q -- v cos v. (--.--O 
Z (2.1) a (2,2) p lyne 

A2 + p2 =-• v* s in 2 x. (2,3) 

Vodic (Vo), (2,2) a F r e n e t o v ý c h vzorců je 

(_=+«* . -* ) •+(£+*)«• • <*•*» 
Poněvadž sdružená k ř i v k a je bez s ingulari t , musí 

£•• •••£-"-*.>« + 

^ - £ ]/(1 " ^",) í + ( ~ -I- .fc, - /-*_)* + ( ^ + **_)* * 0; e -__ + 1. (2,5) 

Po lle (2,4) a (2,5) je t e d y 

(1 - ;i-,)ř + ( ^ + «_, - fik2) n + ( ^ + /_,) b 
f e — _ _ - __£ 1 y±s i— . (2,6) 

|/(l - AA,)- + ( ^ + e*. - M2)
2 + ( ^ + U,)* 

11 Matemal ieko-ťyz iká lny časopis SAV, VI, 3 — 1956 1 ti 1 



P o d m í n k a (1,2') je podle (2,6), (1,5), (2,3), (2,2) a (1,1) sp lněna t e h d y a jen 
t e h d y , k d y ž 

cos oc 

|/(i-ад + (g+^-^) a + (̂  + Ц2 
= — є cos 'v. (2.7) 

K d y b y oc = 'oc = 0, bylo by podle (2,2) a (2,3) p ř e d n ě O = i\ / = /L == 0. 
a podle (2,7) a (VI) p a k k2 ---. 0, což vylučujeme. Není t e d y možné, aby tečny 
v koresponduj íc ích si bodech dvou sdružených kř ivek splývaly s jejich spoj­
nicí, j ak bylo již v odst . I v y t k n u t o . 

Je-li oc = — , je podle (2,7) též 'oc — — a n a o p a k . Dvojici sdružených kři-
Z z 

vek, v níž ž á d n á z tečen v korespondujících si bodech není k o l m á n a jejich 
spojnici, n a z v e m e V t y p u . Dvojici sdružených kř ivek, pro něž spojnice odpo­
vídajících si bodů je ko lmá n a obě jejich t e č n y v t ě c h t o bodech, n a z v e m e 
2. t y p u . K r o m ě t ě c h t o dvojití V nebo 2. t y p u žádné j iné neexistuj í . 

V odst . 3 — 6 b u d e m e v y š e t ř o v a t V t y p a v odst . 7 — 9 t y p 2. 
3. N e c h ť t e d y 

x+ ~+ 'v. ( 3 . n 

( cos x \ 
— — — i a 

cos oc] 

ďs cos oc 4> 

ás cos 'oc ' 

t a k ž e zobrazení / je d á n o rovnicí 

s cos oc + 's cos \x =- k o n s t . 

N u t n á a postačuj ící p o d m í n k a p r o p l a t n o s t v z t a h u (V3) je podle (2.6) 

a (2,7) 

)±\=-- 1 + C ° ^ cos/V (3.3) 
cos oc 

Z (2,7) a (3,3) p a k p lyne 

éS + ^ - /«*.) + (+ + ^ ) = - -,-v,- BmV. 13,4) 

V odst . 3 — 5 b u d e m e stále p ř e d p o k l á d a t 

P> 0; (3,5) 

j e d n o d u c h ý p ř í p a d /i = 0 vyšetř íme v odst . 6. Plat í- l i n a o p a k (3,4), je podle 
(3,5), (V4) a (3,1) nerovnos t (2,5) splněna. 

V dalš ím rozlišíme ještě p ř í p a d y , k d y 

OOí-4 íX 
\ +^—t cos (i 4=0 (3,6) 

COS LX 

162 



nebo 

1 Ч т- cos p = 0. 
cos oc 

(3,7) 

\. J a k o p r v n í b u d e m e d i s k u t o v a t p ř í p a d (3,6). Z (3,3) a (2,3) d o s t á v á m e 

1 íi 1 C 0 S í % a 
=- 1 _] cos /5 

kA \ cos ťx 

u= ± 
k d e buďtí 

nnebo 

s in 2 (% — I 1 
cos ťx 

— cos/3 

D sm л: 

cos <% 
1 Ч Г" c o s P 

C O S ťX 

1 I C ( ) S л /? 

1 Ч" Г" cos p 
cos oc 

])ro všecky h o d n o t y a r g u m e n t u s č I. 
V p r v n í m p ř í p a d e je podle (4,1) 

A /1 . c o s ( X O 

/ — xv s m ťx, /•-=:(); T =• sim 1 A J~ cos p 
\ cos oc 

a z (3.4), (4.3) a (4,2,) p l y n e 

, - I . 2 ? (l ( C ^ c o s ^ 2 ] 
tg" (X { s m 2 /5 \ cos oc ! • Ң = 

cotí 
C O S ^ ÕC sni'2 oc 

t akže nutí 
sin ix sin ß 2g | cos '(% 4- cos « cos />' 

(4.1) 

(4.2,) 

(4.2,) 

(4.3) 

(4,4) 

(4,5) 

Geomet r icky v ý z n a m t ě c h t o v z t a h ů je p r ů h l e d n ý . 
V d r u h e m p ř í p a d ě , k d y p la t í (4,22), d o s t a n e m e eliminací l a / ^ z (2,7) a (4.1) 

d-г-
I / 1 I _.\.i_l_ C Q S fí i _ L _L -;/- C O S ^ ZfZ 

\ cos (% / dó* 

T^f^sin2,--(l + ^ 
/V, f7 \ cos 

COS ŕX 
1 Ч- 7- cos p 

cos ťx 
/ , , . > . , / -, C O S (X 
/ v-ki suť- x — ( I -f- ; - c o s 

\ COS í • ' ) • 

".-")' l + 
1 

kj / COStX \ k;) 

h 1 H 7- cos p I — 
,9 \ COS A' / kj 

COS (X . _ 
— є т- s m p. 

cos ťx 
(4,0) 
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Máme t a k t e n t o p r v n í výsledek: 
Nutná a postačující podmínka, aby křivka (*) byla první z takové dvojice 

sdružených křivek 1. typu, pro niž platí (3,5) a (3,6), je: 

Křivka (*) je buďto šroubovice na rotační válcové ploše TI, jejíž flexe a tor se j< 

dána vzorci (4,2n) a (4,4), jestliže v (4,5) platí znamení nerovnosti, něho kružnice k. 

anebo je ji první a druhá křivost splňují relace (4.22) a (4,6). 
V prvních dvou případech je sdružená křivka (**) dána rovnicí 

'r - r + v(t cos \ 4 Tfi sin <x) 

a je to opět šroubovice na rotaéní plqŠe válcové souosé s plochou TI anebo kruŽ)tic* 

•soustředná s kružnicí k. V třetím případě je sdružená křivka (**) dána rovnicí 

(1,5), v níž O, resp. ?., /u je určeno v (2.2) resp. (4A) . Zobrazení / j( ve všch 

případech dáno rovnicí s cos \ -f- 's cos ' x -- konst. 

5. Platí-li (3,7), je p ř e d n ě n u t n ě 

í> + - J - (5,1) 
takže 

cos (\ 1 
cos 'v cos ji 

a podle (3.2) a (5.2) je zobrazení / d á n o rovnicí 

'* —- 4- konst . ('"">-3) 

cos /) 

Z (3.3) a (3.7) a (2.3) p lyne dále 

/ 0, // ]- v sin \. (5 1) 

Fodle (2,7). (5,2), (5,4), (2,2) a (5,1) je 

v | (ki cos <% -V k2 sin v) cotg /i | —: 1. {^-^) 

Křivka (*) je tedy tehdy a jen tehdy první z dvojice sdružených křivek 1. typu. 
pro ni z platí (3,5) a (3,7), když je Bertrandovou křivkou definovanou relací (5,5). 
Sdružená druhá křivka dvojice je peik (Uma rovnicí 

'r - f -f- v(t cos ;\ 4: b sin ťx) 

a zobrazení { je určeno v (5,3). 
Spojnice koresponduj íc ích bodů je tečnou první ze sdružených křivek dvo­

jice zřejmě jen v t o m p ř í p a d e , k d y 

V 

Vskutku, p ř i v = 0 je n u t n ě '<x -\- /? — n, t a k ž e p la t í (3.7) a z (5.5) pak ihned 
p l y n e t o t o tvrzení . 

6. Z dvojic 1. t y p u zbývá ještě v y š e t ř o v a t př ípad, k d y 

0 = - 0. (HA) 

164 



Pak je x v + O a <x + 'x = TI. T e d y 

1 + C O S ^ cos B = I | C O S '(X cos fi = 0. (6.2) 
COS CX COS (X 

Z (3.3) a (2,3) tak p l y n e 

A = 0. y - {: v sin _ a (6,3) 

a v důs ledku (6,1) — (6,3). (2,2) a (VI) je p o d m í n k a (2,7) ekviva len tní s 

/\ cos '\ + 7\> sin ne -•- 0. 

Z toho pak s n a d n o p l y n e : 

Xufítá a postačující podmínka, aby ve dvojici 1. typu tečny v korespondují-
cích bodech byly rovnoběžné, je: 

Krirky dvojice jsou obecné šroubovicc, jedna vznikne z drahé translací ve sinčru. 
•v kterým její tečny svírají pevný úhel. 

7. J e š t ě je t řeba v y š e t ř i t dvojice sdružených kř ivek 2. typu, V j . t a k o v é 
dvojice, pro něž 

x = 'x J . (7.1) 

Podle (2.2) pak 
fj=0. (7.2) 

P o d m í n k a (2.7) ekv iva len tní s (1,2') je nyní sp lněna ident icky a podmínka, 
ÍV3) je podle (2,6) a (7.2) sp lněna tehdy a jen tehdy, když 

----- , , e , = ^ U „ , , _ j . „,m/?. ,7,,, 
|/«,-«,^(!Í?-^)-+(t+4 

J e d n o d u c h é p ř í p a d y (i --- 0 a n e b o /> = 9~ p r o b e r e m e v odsV S a 9. N y n í se 

budeme zabýva t p ř í p a d e m 

0 4 /> -T ^ . (7.4) 

Pak je podle (7.3) p ř e d n ě 

1 — Ák} ! 0. (7.5) 

a podle (2,r)) a (7,3) je 

* I r 
;, , > )Á\ ás. (7.6) 

cos (> cotf P J 

Podle (2,3) a (7,1) m ů ž e m e položit 

A = v sin 90, ju =- v eos ^ ^ , ^ / ^ (7.7) 
P o n ě v a d ž p a k 

(s-^H^r--(£-<• 
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získáme eliminací X a a z (7,3) podle (7,7) a (7,8) 

^ k2U|(l - - ^ s i n ^ t g / j j . (7,9) 

N a o p a k řešení t é t o rovnice existuje a je spojité v k a ž d é m interva lu uzavře­
n é m J C I. 

Zjistili j sme tak, že ve dvojici sdružených křivek 2. typu, v niž tečny v ko­
respondujících bodech nejsou rovnoběžné ani kolmé, lze křivku (*) volit libovolné 
s tím jediným omezením, že ] — vkx sin ep =f 0, kde <p = (p(s) je řešení rovnice (7,9). 
Sdružená druhá křivka dvojice je dána rovnici 

'r r -f v(n sin ep -f b cos ep) 

a zobrazení j je dáno vztahy (7.6) a ^T^)-

8. N e ch i n y n í 
j 8 = 0 . ( S J ) 

Pod le (7,3) je p a k 

1 — Xk, j-- 0, e = sgn (1 — Xh\): (S.2) 

dX 
- - - //k2 ----- 0. ^ + Xk2 --- 0 (S.3) 

i-- o, є = sgn (1 --л/.-

//k2 - 0. í__f J_ ;/• -.-= 0 

's ~ " ò' -— / ;jк. (U. 
a z (2.5) p lvne 

M) 
Je-li k ř i v k a (*) rovinná, je podle (8,3) a (2,3) X -^ konst . , a --= kons t . a na­

opak. Je-li k ř i v k a (*) pros torová, b u d e m e p ř e d p o k l á d a t ještě existenci spo­
j i tých č t v r t ý c h derivací funkcí (1) v interva lu / a k.. --f 0 p r o všecka # € / . 

V t o m t o p ř í p a d ě z (8,3) a (2,3) p a k snadno plyne, že 2 a// jsou t a řešení dife­
renciální rovnice 

ď-> 1 d/j, dv 
T > +k2p=0 ( 8 . r > ) 

ds1 k2 ds ds 

s n e z n á m o u funkcí v = v(s), pro k t e r á |podle (2,3) a (7,1)"| p lat í X'1 f u'1 -- v1. 

T a t o řešení jsou 
X ___ D sin ( / k 2 ds -f c). /. = v cos ( / k 2 ds -f c), c =- kons t . (^>fi) 

P r c sdruženou kř ivku (**) d o s t a n e m e nyní snadno vzhledem k (8.4) a ( 2 J ) 
[2 a // je určeno v (8,6)] 

r =-- r -f Xn -f ^ b ; 

f =: f, 'n = en, b = e b ; 

'/<• _ . fi/ŕi ' i . — ___.._._ 
(8,") 

Ve dvojici sdružených křivek 2. typu, v níž tečny v korespondujících si bodech 
jsou rovnoběžný, je možno křivku (*) volit libovolně s tím omezením, že [podle 
(8,2T) a (8,6J] vkx sin (flejds -(- c) =\= 1. Zobrazení f je eláno rovnicí (8,4) a £>rO 

sdruženém křivku (**) dvojice platí (8,7). V tomto případě je analogie s rovinný­
mi paralelními křivkami nejužší. Sdružené křivky jsou evolventami téže evoluty. 
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í). Z b ý v á poslední p ř í p a d dvojice 2. t y p u , p r o niž 

Pak je podle (7.3) n u t n ě 

t, j . podle (9,2) a (2,3) 

Þ 

1 — Ak\ - 0, 

1 -,/ZU. 
* = t> "-Ь-ĘІ***-1-

(í)Д) 

(»,2) 

(9,3) 

J e t e d y p r o všechny h o d n o t y a r g u m e n t u ,9 z in te rva lu I b u ď t o Jc} — — a n e b o 

k. > -—- . Z n a m é n k o E lze n y n í volit l ibovolně; položíme e = 1. 

N e c h ť p ř e d n ě 

Podle (9.3) je p a k 

lc, -

(£-*•)'+(& + * ) ' 
d&, 

±£2 ^ (Vkf — 1 

Vyraz v závorce n a p r a v o v (9,5) se anuluje t e h d y a jen t ehdy , když 

1 

(9.4) 

(9.Г, 

"'• =•-- TI -I-lci " ás " 

t e d y jedině v těch bodech k ř i v k y (*), v nichž její oskulaění koule m á poloměr 
r o v n ý v. T a k o v é b o d y však n a křivce (*) podle (9,4) neexis tu j í . Podle (2S)). 
(9,2), (7,2), (9,5) a (1,1) p la t í 

ÚL 

s --- V -t k. ås. 
K I ^2kf — i 

Sdružená k ř ivka (**) p a k podle (2,1), (7,2) a (9,3) je d á n a rovnicí 

Jest l iže za d r u h é 

je podle (9,3) 

k - i -
K1 л , ' 

(9,6) 

(9,7) 

(9,8) 

X = v, [i = 0 

a podle (2,5), (9,2), (7,2), (9,8) a (1,1) 

's — v f | k2 | ds. (9,9) 
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Neuí-li tedy žádný bod křivky (*) stacionární, je sdružená křivka 

r ----- r -| - vn 
vskutku bez * singularit. 

Nutná a postacAijící podmínka, aby křivka (*) byla první z dvojice sdružených 
křivek 2. typu, v ni z tečny v korespondujících si bodech jsou kolmé, je 

Buchlo má křivka (*) poloměr křivosti stále vetší uez v anebo stále rov( n v <i j< 
bez stacionárních bodů. 

V prvním případe je druhá křivka dvojice dána v (-C7). re druhém, případe j< 
vytvořena středy křivosti křivky (*). Zobrazení / je určeno v 0U>). resp. (ÍUM. 
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U C C / I C ; B ) B B I I B I iieoGxo;uiMi>ic n ,i,ocTaT()'iiii>ic yc/ iouim ;i./m TOTO, MÍOOBI .MCHU\ IO I IK;KMI! 

rTByx iipocTpanc rrB(Mim,ix KJHMM.IX cymecTBona/io B;?aii.Miio-o,nio;aia iinoc c e o r m T C n a r e 
r a i í o c , MTO npHMan u p o x o ^ H i n a a COOTBCTCTBYIOIIUI.MII TOMKMMH n KacaTc. IKIII.IC B : n n \ roMi.ax 
oopa.iyiOT oopaB Hen.JMOimcMoro mi;ui. 

S U R U N K P R O P R I V T É C M N É M A T I Q T K 
D E S C O U K B B S GALMMIES 

Z B Y N Ě K N Á D E N í K 

R o s u m é 

On résout la questioii s u i v a n t e : Q.uellos sont les condit ions nécossaircs et suťlisantcs. 
souš lesquelles existe parmi les po int s de d c u x courbes gauchos une eorrospondaiiee telíc 
que la droite qni joint deux points corrospoiidaiits et les droitos tang(Mites d a n s cos points 
forment une figui-í- invar iablc. 
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