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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 3 — 1956

O JEDNE KINEMATICKE VLASTNOSTI
PROSTOROVYCH KRIVEK

ZBYNEK NADENIK, Praha

V" prostoru budte dany dva razné body A, B a dvé ruzné primkyv «, b;
primka « incidentni s bodem 4 a ptimka 6 incidentni s bodem B. Necht titvar
tvoreny body A, B a primkami «, b je pfi pohybu v prvnim stupni volnosti
neproménny. Jsou nalezeny nutné a postacujici podminky, aby existovaly
trajektorie (4) a (B) bodit 4 a B takové, ze primka « je te¢nou trajektorie ()
v bodé A a primka b te¢nou trajektorie (B) v bodé B.

Budte a, y. z pravothlé kartézské soufadnice v prostoru a

v=uw(s), y=ys), = 2(s) (1)
realné funkee realného argumentu s definované pro viecka s €[ == (¢, b).
které maji spojité derivace az do 3. fadu v intervalu I a pro které plati x2 -

oyt e L a™ oy 2" 4= 0 pro viecka s € T (Earky v tomto tivodu
znact dervivaci podle s). Rovnice (1), které budeme psat zkracend

r—r(s), *)
jsou pak rovnicemi kiivky bez singuldrnich a inflexnich bod; parametr s je

jeji oblouk. Pro kazdy bod kifivky (*) jsou definovany jednotkové vektory

, [tnb] = 1;

tecny, hlayni normaly a binormdly relacemi & ==

odmoeninu bereme vzdy kladné.  V celém intervalu [ jsou ddle definovany

R 1 o )
flexe ky(s) = 1. > 0 a torse k(s) = ) [r'r’r'] kiivky (%) a plati
TS

znamé Frenctovy vzoree,

Jsou-li naopak ddany dvé funkee &y o= k(s) > 0 a k, = ky(s) argumentu s spojité v in-
tervalu 1. existuje (az na polohu v prostoru) pravé jedna kiivka, kterd ma s za oblouk
a tyvto funkee za flexi, resp. torsi. Je-li mezi funkeemi by == ky(s) a ky - ky(s) néjaky
speciialni veiah — a jen v tomto piipadd, jsou by == ky(s) a k, = ky(s) prirozenymi rovni-
comi néjaké 2olasini kiivky. Nejjednodussi pripad je patrné ten, kdy

ey - eoky A = 0, )
kde ey e jsou konstanty nikoliv viecky nulové, PRoe == 0 a e, = 0 jsou rovnici (2)
charakterisovany spadové kiivky.? Jostlize ¢, = 0, ¢, «= 0. uréuje rovnice (2) kiivky

U Viz [, str. 61 -65.
2 Viz [2]. str. 180 nebo [4], str. 56.



konstantni torse, které (pii &, -+ 0) byly z Darbouxova podnétu podrobné studovany.
V pripadé, kdy c,c & 0, charakterisuje rovnice (2) t. zv. kfivky Bertrandovy. Objevil je
roku 1850 J. Bertrand, kdyz tesil ulohu, kterou r. 1844 polozil A. Barré de  Saint-
Venant : Existuji na plose hlavnich normal kiivky jesté jiné kiivky, které maji piiinky
této plochy opét za hlavni norméaly? Bertrandovy ktivky byly mnoha matematiky po-
drobné studovany (Bianchi, Darboux, Mannheim. Picard, Serret a j.) a jejich
elementarni vlastnosti jsou dobie zridmy. Koneéné rovnice Bertrandovych kiivek nalezl
Darboux® (po ném i (i. Scheffers?) a jinym zpusobem l.. Bianchi® ktery vysel od Kkii-
vek konstantni nenulové flexe. 'I'vto specidlni Bertrandovy kitvky studoval jiz roku 1784
G. Monge. Jejich vytvoreni z kruznice je zndmé.® Ze spadovych kiivek jsou Bertrando-
vymi krivkami jeding kruZnice o Sroubovice na rotacéni vileové ploge s piirozenymi rov-
nicemi &y == konst == 0, &, == konst = 0.7
Kvadratickd relace mezi flexi a torsi je tvara

AKT A Dby A= ORS - Dy - Bk,
kde A, I3, C, D, 12, I - konst. Kiivky, pro které plati rovaice (3) s /A ==L - 00 vy
Setroval a charakterisoval jistou kinematickou viastnostit prvni AL Demonling jejich
specidlnim piipadem jsou i Bertrandovy kiivky. I, Cesaro v [2] dosel mimo jiné k t..-
muto vysledku: Je-li p primka pevné spojend s Frenctovym trojhrancm Kifivky a ne-

I 0, (3

rovinob&znd s Zadnou jeho sténou, pak pri pohybu trojhranu poddél kiivky piimke 4
vytvoii rozvinutelnou plochu tehdy a jen tehdy, kdy? pro kiiviku plati (3) < I7 -0 D217 0,
Nehleds k témto a nékolika trivialnim peipadion z20stivi oteviend otdzka. jak ceoract-
ricky charakterisovat kiivky. pro ktord plati vovnice (3), z2vIAste pic /7 0,

Origindlni  zobeendni  Bertrandovych  Kkitvele podal rokua 1H3% NU G. Tuganoy

ZALINN

geodetivhd torse jrot v

vopract (3]0 e kitvee I na plose 7, jejiz normalnd kiivost o
Lincdrni rovniel s konstantnimi koeficienty, existuje kitvka 7 na piofe 770 meszd jojick

body jedno-jednoznacnd korespondence takova, Ze norindly ploch o oa 37 v kovespon-
dujicicht bodeeh splyvaji a spoli s teénami kiivek /a7 a jeiich normddami voternyeh
rovindich tvorf Gtvar nepromcnného tvarva, Plati téz opake NoCL Toganoy adal fadu
velmi zajimavyeh viastnosti techio Kiivek oo tin roky pozdeji je dade wobeenil v pradet [0

7 podnctic akademika Cechia vydetiil autor v tomte chindan Kiivie, Ktert vojisténm
smyslu jsou rovndéz zobeenénim Bertrandovyeh kitvele @ soucasne jednoparametrickon
Jsort prostoroy e zobeensnn

analogii k plochdny, jez autor studoval v opraci [6]0 16
rovinnych paralehnich kiivek. Stejnd tiloha (viz sunto) v prostora £ 0 - 30 md -— jak <
snadno zjisti — vzdy Tedend.
1. Krome vyse zavedend kitvky (%) budeme uvazovat jeste jinon ktivicn
o rovnicich o == "w(’s). y = "y('s), = - 'z('s) cili
r='r('s):

‘w(’s), “y('s). ‘=('s) jsou reddné funkcee redlného argumentu. o nichz budeme
!

predpokladat, ze maji spojité derivace podle 's v intervalu T = ("u. '), pii
d’2\? d’y )2 dz\® |
d’s d’s | ds )
3 Viz [3], str. 62, 63.
4 Viz [7], str. 440—443.
5 Viz [1], str. 32—34.
¢ Viz [5], str. 116.
7 Viz [2], str. 181.

Parametr s je pak obloukem krivky

éemz
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!
(**) a v kazdém jejim bod¢ existuje jednotkovy teény vektor t = {},f .

Budeme fesit tuto tlohu:

Jal:d jsou nutné a postaéujict podminky, aby existovalo prosté zobrazent finter-
valu T na ' takové, Ze spojnice korespondujicich st bod@ kiivel (¥) a (¥%) o pira-
metrech s € Ta's == f(s) € "1 atecny v nich tvofl dtvar neproménndho tvara?

Analvticky formulujeme dlohu relacemi

f(r—r). (F— v - konst, == 0, (t.h
t.('r —r)- wvcosx = konst.. {1.2)
‘t.(r ‘r) = v cos 'x — konst.. (1.2
t. 't = cosp = konst.. (1.3)

kde s €l a’s - f(s) €1 a o dhlech ~. "x. p lze predpokladat
O -< NN T T (1.4)
Ukiazeme totiz pozddéjic ze ob¢ tecny v korespondujicich bodech nikdy ne-
mohou splynout = jejich spojniet.
Kiivky (%) a (*%), kterd jsou Fedenim této Glohy, budeme nazyvat dvojiei
sdruzenyveh krivek, krivku (%) pryvnt a (¥*) druhou.
Pri kazdém prostém zobrazent f intervalu I na interval 7 ])'la-ti pro pravo-
dice odpovidajicich si bodu kitivek (%) a (**) o parametrech s € [ a's == f(s) € ']
‘rosr ot A A ub, (1,5)
kde o o(s). 2=+ As). wo= p(s) jsou funkee argumentu s, které v intervalu /
maji spojité¢ derivace podle s.

2. Relaee (1.1) plati tehdy a jen tehdy. kdyz
0% = AP e vt (2,1)

Vziah (1.2) je spInén tehdy a jen tehdy. kdyz

0 == T COE X, (2.2)
Z2.0) a (2.2) plyne
2'3 _-{»— lufl SR %illz x. (-')w:;)

Podle (1,5). (2.2) a Frenetovyceh vzore je

d'r o d's _ di - : du 5
e t T (1 — Ak) t + ( |- ok, — /lﬁ,z) n - ((l -} /JLZ) b. (24)

Ponévadz sdruzena kiivka je bez singu]a,rit. musi

dis s'/u — )2+ (d" + ook, — pk, ) + (d—f‘* 2L12)2 4008 — 1 1. (2,5)

ds d d:
Polle (2,4) a (2.,5) je tedy
(1 — 2kt 1 (‘“ ok, ,uw,)n 4+ (‘}ff+zkz) b
, ds o o
toe ‘A/; o dA o 2 du e (2.6)
‘ (1 — M,)L + (711" + ok, - ,41,) + ((T -+ Mcg)
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Podminka (1,2") je podle (2,6), (1,5), (2,3), (2,2) a (1,1) splnéna tehdy a jen
tehdy, kdyz
cos o

A7 ¢ gdp .\
V(l—zk]>z+( ok — k) o+ (g 4 )

Kdyby & = ‘o = 0, bylo by podle (2,2) a (2,3) predné p = v. 2 = p == 0.
a podle (2,7) a (1,1) pak &, - - 0, coz vyludujeme. Neni tedy mozné. aby te¢ny
v korespondujicich si bodech dvou sdruzenych krivek splyvaly s jejich spoj-
nici, jak bylo jiz v odst. I vytknuto.

1

Je-li & = %, je podle (2,7) téz '« =

b=

a naopak. Dvojici sdruzenyeh kii-

N

S

vek, v niz zadna z teden v korespondujicich si bodech neni kolma na jejich
spojnici, nazveme 1. typu. Dvojici sdruzenych kiivek, pro n¢z spojnice odpo-
vidajicich si bodt je kolmi na obé jejich teény v téchto bodech. nazveme
2. typu. Kromé téchto dvojic 1. nebo 2. typu zadné jiné neexistuji.

V odst. 3—6 budeme vysetfovat 1. tvp a v odst. 7—9 tyvp 2.

3. Necht tedy

T

X — N (3.1)
~ Ccos x
7 (2,7) a (2,56) pak plyne e sgn|—  ——)¢
? cos '
d’'s CcOs X (3.2)
e IS J
ds cos ‘x’

takze zobrazeni f je dano rovniel
s cos x -+ "s cos v == konst.

Nutnd a postacujici podminka pro platnost vztahu (1.3) je podle (2.6)
a (2,7)

COsS X

Ay == 14 o5y CO8 S (3.3)
Z (2,7) a (3,3) pak plyne
d2 2 dpu 2 cos :x . .
s -+ oky — //lsz) + (Fl/: -+ )./cz) == 'E()}a‘-; ' sin?f. (3.4)

V odst. 3—5 budeme stile predpokladat

B0 (3.5)
jednoduchy pripad f = 0 vySetfime v odst. 6. Plati-li naopak (3.4). je podle
(3.9), (1.4) a (3,1) nerovnost (2,5) spln¢na.

V dalsim rozlisime jesté pripady, kdy

COS X
I 4+ —— cos 3 40 (3.6)
+ cos i COS P



nebo

COos x

cos '

4. Jako prvni budeme diskutovat

(3,7)

pripad (3,6). Z (3,3) a (2,3) dostavame

1 oS X
A= — {1+ —~—cos
k, ( ! cos '« ZK
: (4.1)
COS & 3
w= - s vl sinzx — (1 - ————cos f§
\ cos ‘o
kde budto )
1 €Os &
S ‘ ] - - COS 4.2
Yowsin | cos 'n ﬂ (4.2,)
ancbo
1 | COs &
ky = ~ 11 - = = cos 4.2,
U psina | cos x S/))I (4.2,)
pro viecky hodnoty argumentu s € 1.
V' pryvnim pripadé je podle (4,1)
A == Tvsin 0 T 1+ 0o Ii} (4.3)
= v sin «, = 0; r = sgn |1 4 ———cosf): -
f 2 cos '«
az (3.4), (4.3) a (+4.2)) plyne
o8 & 2
, ’ Lo e -~ €08 p l
- cotg? mn~ /3 ¢
5= 0 oome L [ (4,4)
02 cos® ' sin? o
takze nutné
sin x sin f# = | cos ‘v 4 cos x cos f3 | . (4,5)
(}(\,()11101‘1"1('](\" vyznam téchto vztaht je prahledny.
\ druhém pripadé, kdy plati (4,2,), dostanceme eliminaci 4 a p z (2,7) a (4.1)
Cos X ,
ll (1 -+ - —cos f’) -+ vk, cos x F
l cos ‘x
2
A "'"T{Z}x_ O\
e [ /\1 sinzx — {14 — - €08 /f -+
Iy cos R
1

COS X

1 1
d b cos X k ]
SR (1 T cos /)’) ;— =

(‘()\ ‘X



Mame tak tento prvni vysledek:
Nuind a postaéujict podminka, aby kfivka (*) byla proni = takové drojice
sdrufenyjch kfivek 1. typu, pro nif plati (3,5) a (3,6), je:
Kfivka (*) je budto Sroubovice na rotacni vdlcové plose ., jejiZ flexe a toise je
ddna vzorci (4,2)) a (4,4), jestlize v (4,5) plati znameni nerovnosti. neho LruZnice k.
L) @ (4.6).

V' pronich dvow pFipadech je sdruZend kfivka (¥%) ddina rovnici

anebo jeji pront a druhd kftvost splituji relace (4.2

‘r= r 4 vtcos x| wnsinx)

£t Sroubovice na roludnd plode valcovd sonosé s vlocl b fruuie
« je to opét Sroubovice na rotucni plese valcové sowosé s plochow = wiwebo kruiics

(1.5). v niZ o, resp. 2, u je wréeno v (2.2) resp. (4.1). Zobrazeni | jo e r2dcreh
pripudech ddano rovnici s cos v 4 s cos "y = Lonst.
5. Plati-li (3,7), je predn¢ nutne

ft -, (5,1)
takze v
Cos I
cos ‘n cos 3
a podle (3.2) a (5.2) je zobrazeni f dino rovnic
§ = -+ konst. (n.3)
cos fr
7 (3.3) a (3.7) a (2.3) plyne déle
/. 0, [ ke sin X, (5. 4)
Podle (2,7). (5.2). (5,4). (2.2) a (5.1) je
v | (ky cosx T kysin x) cotg f| = 1. (5.5)
Kitoka (*) je tedy tehdy « jen tehdy prent z dvojice sdruZenyjeh Fiivek 1. typu.
pro wiz plait (3,5) a (3,7), kdyZ je Bertrandovou kiftvkow definovanow relact (5.5).
Sdrufend druhd kfivke dvojice je pak dina rovnict
‘roor 4 ot cos x - bsinx)

a

zobrazeni f je wréeno v (5.3).
Spojnice korespondujicich bodi je teénou prvni ze sdruzenyceh krivek dvo-
jice ziejmé jen v tom pripadé, kdy
[tgp|
b, o= 1P
v

Vskutku, pii o = 0 je nutné¢ ‘'« -+ f = w, takze plati (3.7) a z (5.5) pak ihned
plyne toto tvrzeni.
6. Z dvojic 1. typu zbyvi jesté vySetfovat pripad, kdy

p = 0. (6.1)
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Pak je v/x + 0 a x4 v = . Tedy

i
Cos X cos '~ , .
I p—pcos == 1 -} = cosf = 0. (6.2)

cos 'n L oS X

7 (3.3) a (2.3) tak plyne
A == 0. W= - vsiny (6.3)
av o disledku (6.1) - (6.3). (2.2) a (1.1) je podminka (2,7) ekvivalentni s
ke, cos x TF Ly sin == 0,
7 teho pak snadno plvne:
Nutnid o postacujict podminka, aby ve dpojici 1. Lypw teCny v koresponduji-
cieh bodeeh byly rovnobéiné, je:
Nrivlky deojice jsow obeené Sroubovice, jedna vanilne z druwhé translact ve sinéru.
s Kterijme jejl leény sviraji pevngj aihel.
7. Jexte je treba vysettrit dvojice sdruzenyeh kriivek 2. typu. t.j. takové
dvojice. pro neéz

Yo=Y o (7.1)

Podle (2.2) pak

0 == 0. (7...’)
Podminka (2.7) ekvivalentni s (1.2) je nyni splnéna identicky a podminka
(1.3) je podie (2.6) a (7.2) spInéna tehdy a jen tehdy, kdyz

Ce(l — k)

o o R e o e Al - '))
/ . T v cos f3. (7.3)
FO0 ) o R 1:.)
( ds -
Jednoduché pripady f == 0 anebo = '_;f])r()bm'umu voodst. 8 a9 Ny =e
budeme zabyvat pripadem
=
O g (7.4)
Pak je podle (7.3) predné
I — Ak, 1 0. (7.9)
a podle (2,5) a (7.3) je
, 8 | ) |
§ = e e " ey ds. 7.6
cos fi cos ) ./ Ay ds (7.6)
Podle (2.3) a (7,1) mizZeme polozit
A = wsin ¢. = v COS g g = (s). (7.7)
Ponévadz pak
) (8 ;/-)2 (dr ) s
—— — Lk i o) = 2 [ S =
ds — 1™ ds g U\ ds 2 (7.%)
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,

ziskdme eliminaci 42 a w z (7.3) podle (7,7) a (7,8)

v | ‘d @ /\‘g

s = | (1 — vk, sin @) tg g |. (7.9)

Naopak TeSeni této rovnice existuje a je spojité v kazdém intervalu uzavre-
ném .J C I.

Zjistili jsme tak, ze ve dvojici sdruZenijch kitvek 2. typw, v niZ teény v ko-
respondujicich bodech nejsou rovnobéZné ani kolné, lze k¥ivkw (*) volit libovolné
8 tim jedinggm omezenim, £e 1 — vk, sin ¢ == 0, kde ¢ = @(s) je Fedent rovnice (7.9).
SdruZend druhd kiivka dvojice je ddna rovnici

’

r- r-+ vnsin ¢+ bcos )
« zobrazeni f je ddno vztahy (7.6) a (7,7;).
8. Necht nyni

B = 0. (.1
Podle (7,3) je pak
1 — Ak, 0, € = sgn (I — Ak)): (8.2)
dA , du
B 77 | W g } S|
ds ks ds A (8-3)
a 7z (2,5) plyne
's == s — [ 2y ds. (8,4)

Je-li ktivka (*) rovinnd, je podle (8,3) a (2,3) 4 = konst.. x == konst. a na-
opak. Je-li kiivka (*) prostorova, budeme predpokladat jesté existenci spo-
jitveh ¢tvrtych derivaci funkei (1) v intervalu [ a k, == 0 pro viecka « € /.
V tomto piipadé z (8,3) a (2.3) pak snadno plyne, Ze 4 a u jsou ta fFedeni dite-
rencialni rovnice

L — 0 (\\‘.-\)

s neznamou funkei » = »(s). pro ktera [podle (2,3) a (7.1)] plati 22 -1 n? = =
Tato Teseni jsou

A=wsin ([ k,ds 4 ¢). w o= cos ([, ds -+ ¢), ¢ == konst. (3.,5)

Prc sdruzenou krivku (*#) dostaneme nyni snadno vzhledem k (3.4) a (2.1)
[4a ujeuréeno v (8,6)]

‘r-r in 4 ub;

,t = t! In == En, ’b = Sb, ] L
I/ﬂ _ _8/6_1 o L S A“: R (b, ‘ )
T = Tk S T

Ve dvojici sdrufenijch kitvek 2. typu, v nif teény v korespondujicich si bodech
jsou rovnobéiny, je moino kiivku (*) volit libovolné s tim omezenim, Ze |podle
(8,2)) a (8,6))] vk, sin (fh.ds |- ¢) == 1. Zobrazeni f je dano rovnici (8,4) a pro
sdruZenou kftvkw (**) dvojice plati (8,7). V tomto pFipadé je analogie s rovinn -
mi paralelnimi kftvkami nejuzsi. SdruZené LFivky jsou evolventami téZe evoluty.
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9. Zbyva posledni pripad dvojice 2. typu, pro niz
(9.1)

T

|

p == El
Pak je podle (7.3) nutné
1 — Aky = 0. (9,2)
i. podle (9,2) a (2,3)
|
e l'o’/“ (9,3)
¢
. 1
Je tedy pro viechny hodnoty argumentu s z intervalu I budto &, = Fanebu
ky > ; Znaménko ¢ lze nyni volit libovolné; poloZime ¢ == 1
Neeht predné
Ty o 9.4
by (9.4)
Podle (9.3) je pak
dk, z
() I + du Y ds Lk (9.5)
— =k, - Mey) = P\ ———— 9.
A e R T ’
Vyraz v zavorce napravo v (9,5) se anuluje tehdy a jen tehdy, kdyz
1
| —
Lo &
k3 ds

V2 am o

T
tedy jediné v téeh bodech krivky (*), v nichz jeji oskulacni koule ma polomar
xistuji. Podle (2,5).

Takové body vsak na kiivee (*) podle (9.4) neexistuji

rovny v. " 3
(9.2), (7.2), (9.5) a (1,1) plati
dk, ‘
s = »d.s - ky ' ds. (9,6)
kl lvil‘:ll — 1 |
Sdruzena kiivka (**) pak podle (2,1), (7,2) a (9,3) je ddna rovnici
r=r —+ :IC ]/’Uzk“ — lb (9-7)
Jestlize za druhé
by = 9,8
= (9.8)
je podle (9,3)
A=, o=
a podle (2,5). (9,2), (7,2), (9,8) a (1,1)
‘s = [|ky|ds. (9,9)
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Neni-li tedy zadny bod ktivky (*) staciondrni. je sdruzend krivka

/

’
!

rr--on
vskutku bez singularit.

Nuind a postacujict podwminka, aby Mfivka (*) byla pronit 2 deojice sdricceniich
Iftvek 2. typu. v i teény o borespondujicich si bodech jsou kolimd. je:

Budto nd kreka (%) polomdy Litvosti steile vé150 neZ v anebo stdle roven v oa o
bez staciondinich bodi.

Vooprentm piipudé je drhd Efivka dvojice deava v (9.7 ve drudiém pFipads

vytvofena stfedy Iiivosti KFioky (F). Zobrazend [ je aréeno o (9.6). resp. (9.9).
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Ob OAHOM HHEMATHYECKOM CBOHCTRI
HPOCTPANHNCTBENIHDLIN KPHBLEN

SOHDLEHERN HA LTI
Brino

HeeaeloBannr Beo0X0ANMBIC 1 L0CTATOUNLIC VETOBHS LT TOFO, 4F00LE MEHLLY TOH I
ABYN  HPOCTPATCTBCHHLIN - RPHBLIN - CYICCTBOBAIO  B3AIMUO-0,HOBHAUHOC  COUTROTCTRIC
TAROC, UTO HPAMas HPOXOJSHEUGT COOTBOTCTBVIONUIMI TOURANIT 1 RACATEILILIC B OTHN FouaN
00pasyIoT 00pas HCHBMCHHCMOrG BILA.

SUR UNE PROPRIETE CINEMATIQUE
DES COURBES GAUCIHES
ZBYNTEK NADENTK
Rdésumé

On résout la question suivante: Quelles sont les conditions néeessaires et suffisantes.
sous lesquelles existe parmi les points de deux courbes gauches une correspondance telle
que la droite qui joint deux points correspondants et les droites tangentes dans ces points
forment une figure invariable.
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