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VACLAV MEDEK

7ZOBRAZENIE NIEKTORYCH NELINEARNYCH SYSTEMOV
KUZELOSECIEK

Bodové kuZelosedky roviny sa daji jednojednoznacéne zobrazif na
Body linedrneho péatrozmerného priestoru S; (aby som rozlisil body roviny
kuZelosetiek od Bodov a jednorozmernych dtvarov priestoru S;, budem
tieto oznadovat velkymi zaciatoénymi pismenami). Toto zobrazenie m4
tieto vlastnosti (porov. Bertini, FEinfiihrung in die projektive Geome-
triec mehrdimensionaler Rdiume):

1. Lineirne n-mocné systémy kuzelosediek sa zobrazuji na line-
arne m-rozmerné priestory S, priestoru S;. Pritom vztah medzi kuZzelo-
seGkami svizku a medzi Bodmi Priamky, ktord je obrazom tohoto svizku,
Je projektivny.

2. Degenerované kuZelosedky sa zobrazuju na Body nadplochy 3.
stupiia M,3, priGom kuZzeloseCky degenerujice v dvojndsobne pocitanu
priamku sa zobrazuji na Body Veroneseho plochy F,% ktord je dvojna-
sobnym dtvarom nadplochy M3

3. Nadplocha M,?® obsahuje dva druhy revin. Body rovin 1. druhu
si obrazy kuZeloseéiek degenerujicich vo dve priamky, z ktorych jedna
je vsetkym spoloénd. Body rovin 2. druhu si obrazy kuZzeloseciek, ktoré
degeneruju vo dve priamky o spolo¢nom prieseéniku.

4. Linedrny trojmocny systém kuZelosediek definovany pélom a po-
larou, ktord nim neprechidza, je reprezentovany linedrnym trojrozmernym
priestorom 1. druhu S;, ktory je charakterizovany tym, Ze ma s plochou
F,* spoloéntt KuZzelosecku a este jeden Bod, ktory na nej nelezi. KuZelo-
seCky dotykajuce sa danej priamky v pevnom bode zobrazuju sa na linedrny
trojrozmerny priestor 2. drubu, ktory mad s plochou F,* spoloéni Kuze-
fosecku. Podobne vztah linedrneho #-rozmerného priestoru S, k ploche
Fy* charakterizuje vlastnosti #-mocného linedrneho systému kuzelosediek
nim reprezentovaného.
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Ugelom tejto prace je odvodif niektoré vety o zobrazeni neline-
arnych systémov kuZeloseliek.

Veta 1. Viethy kuselosecky, pre ktoré priamky ti su pdrom Lon-
Jugovanych poldr, sa zobrazujii na Body nadplochy 2. stupia T2, ktori
tvoria pricstory Ss prechddzajice jednouw Priamkou. Nadplocha T,? obsahuje
plochu Fyt.

Dikaz: Kazdy svizok kuZelosetiek X, obsahuje dve kuZelosecky,
pre ktoré st priamky ¢# pdarom konjugovanych polir. Ak obsahuje viac
ako dve kuzelosecky vyhovujuce tejto poziadavke, potom vyhovuju vsetky
a jedna z priamok ¢¢ musi splyvat s jednou stranou spoloéného polarneho
trojuholnika vsetkych kuzeloscéiek svizku. Nech teraz vSetky kuzelosecky
majlice par priamok ¢# za pir konjugovanych polar zobrazia sa na istl
mnozinu Bodov M. KedZe sviizky kuzelosetiek sa zobrazuji na Priamky,
vyplyva z predchadzajuceho, Ze mnozina M musi byt nadplochou 2, stupiia
Vi

Obraz kazdej kuzelosecky degenerujucej v dvojnisobne pocitant
priamku musi lezat na nadploche 7,2, pretoZe kazdy pir priamok tvori
par konjugovanych poldr vzhladom na kazdi kuzelosecku degenerujicu
v dvojnasobne poéitanu priamku. Nadplocha 7,2 obsahuje teda plochu Fg*.

Oznadme 5, systém kuZelosediek urdenych pdrom konjugovanych
polar t¢'. Vsetky kuzelosecky systému 5, dostaneme tak, Ze volime napr.
na priamke ¢ rad bodov *7". Kazdy bod *1” a priamka ¢, ako pél a po-
lara, uréuji systém kuzelosediek *X,, ktoré vSetky prisluchaji systému
5. Ak vyderpdme vsetky body priamky ¢ vycerpime vsetky kuzelosetky
systému %, ¢o priamo vyplyva z definicie konjugovanych poldr. VSetky
systémy *Z3" maji spoloény sviizok degenerovanych kuzeloseCiek o spo-
loénom vrehole v prieseéniku priamok ¢#. Tym sa ale vycerpané vSetky
moznosti kuzeloseciek spoloénych vsetkym systémom *Zj’, pretoze Ziadna
ind kuzelosecka nemdze mat pre ti ista polaru ¢ dva od seba rdzne
pély 1" a @T". VSetky kuzelosecky systému 5, dostaneme viak aj tym
spésobom, Ze volime pdly =7 poliry ¢ na priamke ¢. Dostivame tak
systémy =25 ktoré maji spoloény ten isty svizok degenerovanych kuZe-
loseciek ako systémy *Z;". Dva ciarkované, alebo neliarkované systémy
nemaji okrem uvedencho sviizku spoloént Ziadnu int kuzelosecku. Ciarko-
vany a neciarkovany systém maju spoloény cely systém Z, kuzelosediek
uréeny poldrnym trojuholnikom =7'=7"°T, kde °T je prieseénik polar ¢¢'.

Nadplocha T2 obsahuje teda dva systémy priestorov Sy . Dva priestory
tohoZe systému maji spolo¢nu iba Priamku 4S;, spolo¢nu vSetkym prie-
storom S; na nadploche 7,2 Dva priestory roznych systémov maji spo-
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oénti rovinu, ktord pretina nadplochu M,* v troch Priamkach. Okrem
dvoch priestorov 2. druhu, ktoré zobrazuji systémy °X; a °X, vsetky
ostatné priestory st 1. druhu.

Prenik nadplochy 7,® s nadplochou M,* okrem plochy F,* tvori
este systém kvadratickych kuzelov, ktorych vrcholy lezia na Priamke 4S;
a maji tato Priamku spoloénu.

Bod T, ktory je obrazom kuZzelosetky degenerovanej vo dve priamky
t? lezi na nadploche T,* a to v rovine, v ktorej sa pretinaji dva prie-
story °S3°Ss" 2. druhu.

Tato veta je len Specidlnym pripadom obecnejSej vety.

Veta 2. Viethy kuzelosecky, ktoré si harmonicky vpisané danej
kusgelosecke k, zobrazuji sa na DBody istej kvadratickej nadplochy K,2,
ktord obsahuje plochu Fy*.

Dikaz. Dand je kuzeloseCka k a svdzok kuZelosediek X, ktory
neobsahuje kuZzelose¢ku %. Kazdému bodu *K kuzelosetky % odpovedd
vzhladom na svizok X, jeden bod *K’, harmonicky sdruZeny k bodu K,
Body *K’ vyplnia krivku 4. stupiia, ktord pretina kuZelosecku k v sty-
roch péaroch konjugovanych pélov ‘KiK' (i=1,2,3,4) vzhladom na
svizok Z,. Uvazujme o jednom takomto pdre 'K*K’. Spojnici tychto
dvoch bodov odpovedd vzhladom na svidzok X, pélovd kuzelosedka 'F,
ktord prechddza bodmi 'K 'K’ a pretina teda kuZelosetku % este vo dvoch
bodoch =K =K. Poldrnym trojuholnikom =K !'K'K’ je urGend jedind
kuzelosedka ®f svizku X, a poldrnym trojuholnikom =K!K'K' dalsia
kuzelosecka =%. Kuzelosecky =k =/ si harmonicky vpisané kuzelosetke
k. Vysledok je nezivisly na volbe ktoréhokolvek zo styroch parov pélov
‘KiK', pretoze potom by musela kazdd dalsia kuzelosedka %, harmonicky
vpisand kuzelosecke & mat jeden bod 'K za vrchol poldrneho trojuhol-
nika. Ale sme zistili, Ze tejto podmienke vyhovuji iba dve kuzelosedky,
preto Ziadne iné kuZelosecky svizku Z; nemdzu byt uz harmonicky
vpisané kuzelosecke k.

Keby existovaly tri kuzelosecky 2k #k ®k svizku X, harmonicky
vpisané kuzeloseike %, potom by pélovd kuZelosecka spojnice 'K'K’
mala s kuzeloseckou % pat bodov spoloénych a musela by s nou splynut.
Potom musi byt kuzelosecka % opisand spolo¢nému polirnemu trojuhol-
niku kuzeloseCiek svizku X; a kazdd kuZelosecka tohto svizku je har-
monicky vpisand kuZzelosecke £.

Kazdému Bodu K, obrazu kuZelosedky k, odpoveda teda takd mnoZina
Bodov, ktord ma s lubovolnou Priamkou spolodné dva Body, alebo ju
obsahuje celu. Tymto podmienkam vyhovuje iba istd nadplocha K,*.
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Této nadplocha musi obsahovat i plochn Fy%, pretoze kuZzelosecka k je
harmonicky opisand kazdej kuzelosetke degenerujiicej v dvojndsobne poci-
tant priamku.

Je zrejmé, ak kuZelosecka & degeneruje vo dve priamky, dostivame
z 2. vety vetu 1, ako $pecidlny pripad; ak kuzelose¢ka % degeneruje
na dvojnisobne poéitant priamku, dostdvame:

Veta 3. Vsetky kudelosecky, ktoré sa dotjkaji priamky t, z0braguji
sa na isti nadplochw 2. stupria T,*, ktord md singuldrnu rovinu a tvoria
Ju priestory Sy 2. druhu.

Dikaz. Vsetky kuzelosecky systému 5, o spolodnej tangente ¢ do-
staneme tak, ze volime dotykové body *T na tangente ¢; tangenta ¢ s doty-
kovym bodom *7 urcuje kuzelosecky systému *Z;, ktoré sa zobrazia
na priestor ©S; 2. druhu. VsSetky tieto priestory urc¢ia nadplochu 7%
Vietky systémy *Z; maju spoloény systém X, degenerovanych kuZzelosedick
o spoloénej priamke ¢. Vsetky priestory =S, maji teda spoloénit rovinu
1. druhu. Bod T, ktory je obrazom kuZelosetky degenerujicej v dvojna-
sobne pocitant priamku ¢, lezi tiez na nadploche 7,2. Nadplochy 7',* a M3
maji okrem plochy Fiy* spoloény este systém rovin 2. druhu, ktoré su
spolo¢né priestorom *S; a nadploche M 2.

Definicia 1. O troch pdroch konjugovanijch pilov PP', Q@ a
R R’ lovorime, Ze lvoria sdrudemi trojicu, ak vsetky body si navzdjom
roeme o« R=(PQ"XP' @), "= (PQXFQ).

Veta 4. Kuielosecky systému S, ktoré majii spoloéné tri pdry
konjugovangch polov PP’y Q @', R R, ktorc netvoria sdruiend trojicu a pdr
konjugovanych poldr tt', zobrazuji sa na Kuselosehu, lediacuw na nad-
ploche T2,

Dikaz. Vsetky obrazy kuzelosesiek, ktoré maji spoloény par kon-
jugovanych polar. lezia na nadploche T,°. Vietky obrazy kuZelosediek
o spoloénych péroch konjugovanych pélov PF, @ @ a R R’ lezia v istej
rovine S,. Prenik roviny S; s nadplochou T,%? je Kuzelosetka, ktorej
Body st obrazy kuzelosetiek systému S.

Predpokladajme, Ze rovina S, nelezi ani v jednom z priestorov
*S3%S;" tvoriacich nadplochu 7, a nemd ani s jednym z nich spolo¢ntt
Priamku. Tento pripad by mohol nastat len vtedy, ak by sa pary kon-
jugovanych pélov PP, @ ¢, RR premietaly z priesecnika priamok ¢¢
jednou involuciou. Potom moéze mat rovina S, s kazdym z priestorov =S,
spoloény iba jeden Bod =S,, z ktorych ani jeden nelezi na Priamke ‘S, .
Bodom =S, a Priamkou “S; je urfend rovina, ktorou prechddza jediny
priestor 85" a oznac¢me ho =Sy’ Dostdvame tak jednojednoznaéni pribuznost
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priestorov *S, “Sy, ktorej odpovedi jednojednoznainid pribuznost pélov
T =T" na priamkach ¢'¢. Z toho vyplyva, Ze polary pélu T’ vzhladom na
kuzelosedky systému S obaluji kuzelosecku, ktord sa dotyka priamok ¢,

Pozndmka. Zaujimavym spbsobom dostaneme kuZelosecky, ktoré
sa zobrazuji na lubovolni KuZelosetku v S;. PretoZe vieme, Ze kazdou
KuzeloseCkou mdzeme poloZit zbortend, ale nedegenerovana plochu
2. stupnia, mdézeme povazovat KuZeloseCky za rezy tychto ploch. Zvolme
dva mimobezné rady Bodov 1S,%S, a urdime projektivny vzfah medzi
Bodmi Priamky 'S, a 28,. Spojnice odpovedajucich si Bodov vyplnia
regulus, ktory lezi v priestore S; uréenom Mimobezkami 1S, 2S;. Priamkam
1S, 2S, odpovedaju sviazky ‘X, 2%, v ktorych st si kuZelosecky navzijom
projektivne priradené. Nech kuzeloseCke 'k, odpovedd kuZelosecka 2.
Na Body regulu sa zobrazia potom kuzefosecky vSetkych svizkov urde-
nych vzdy kuZeloseckami 'k, %k,. Pritom je dolezité, ze vSetky takto
skonstruované kuzelosecky patria systému Zj;, Ak teraz urCime nejakt
lubovolntt dalsiu linedrnu podmienku pre kuZelosecky systému Xj, dosté-
vame v kazdom zo svizkov urlenych kuzZeloseckami 'k, %k, viZdy jednu
kuzel'osedku. VSetky tieto kuZelosecky sa zobrazuju na KuZzelosedku v S;.

Definicia 2. Obdlke poldr lubovolného pdlu vehladom na vietky
kuzelosecky systému S budeme hovorit poldrna krivka tohto polu.

Veta 5. Ak sa kuselosecky systému S zobrazuji na Krivku n-tého
stupria, potom poldrna krivka Tubovolného pilu vehladom na luselosecky
systému S je n-tej triedy.

Dikae. Pl P a polira p je definovanid priestorom S; 1. druhu
ktory pretina plochu F,* v Kuzeloseke K,;* a este v jednom Bode. Ak
nechime pél P pevny a poliru p menime, dostivame sice rdzne prie-
story S; 1. drubu, ale vietky maji spoloéni KuZelosecku K,* a aj celd
rovinu 2. druhu S,, ktord obsahuje KuzeloseCku K% Nech teraz kuzelo-
seCky systému S sa zobrazia na Krivku IL,*. Kazdy Bod *L na Krivke
L spolu s rovinon S, uréuji priestor ©S3, ktory vlastne reprezentuje
poliru *p pélu P vzhladom na kuZeloseCku *I systému S. Ked' sostrojime
vietky priestory S, vyplnia nim nadplochu K,*. Ze nadplocha K,* je
naozaj stupfia n zistime tak, ze Mubovolnou Priamkou S; a rovinou S,
ur¢ime nadrovinu S;, ktord pretne Krivku L v n Bodoch. Zvolme
teraz k pélu P lubovolny konjugovany pdl F’. Sostrojme dalej l'ubo-
volny svizok kuzelosetiek X,, ktory mé& par bodov PP’ za par konju-
govanych pélov. V tomto sviizku existuje % kuzelosediek, ktoré maji
spoloéné poliry s =, pripadne s viacerymi kuzeloseckami systému S
a bodom P’ prechddza teda n polir pélu P. Pretoze bod P je pevny
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