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JOZEF KOVAC
PRISPEVOK K Df)KAZU HARTMANNOVEJ VETY

Hartmannova veta hovori: Spojnica koncového bodu kolmého
priemetu vektora postupovej rychlosti u okamzitého stredu otic¢ania S
po pevnej poloide k,, do kolmice v bode S na normélu n, drdhy (a)
fubovolného bodu A nepremennej rovinnej sdstavy X pri jej pohybe
v rovine, s koncovym bodom vektora rychlosti v bodu A4, pretina nor-
mélu ny v strede krivosti S4 drdhy bodu A (obr. 1).

Obr. 1.

Zvolme v rovine nékresnej X, bod O a polohové vektory fubovol-
ného bodu 4 a okamizitého stredu oté¢ania S pohybujicej sa nepre-
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mennej rovinnej sustavy X v jej urlitej okamzite] polohe oznadme
04 = 0—74, oS = 08. Je potom
0" =0 4+ T5, 1)
kde 7%= Ae:S' je polohovy vektor bodu S vzhladom na bod A4 (obr. 1).
Derivéaciou rovnice (1) podia casu,

05 = 041 S
AR @
a=V +71>
dostivame vektor postupovej rychlosti u okamzitého stredu oticania S
po pevnej poloide; pritom 0“ = v je vektor rfchlosti bodu A.
Vektor uhlovej rychlosti sistavy X oznaéme . Vektor rychlosti v

bodu A mozeme pisat
V=0 XT, (3)

kde T =S A4 je polohovy vektor bodu A vzhladom na okamzity stred
oticania S a je SA = — AS, ¢dize

F=—F" 4)
Po dosadeni zo (4) do rovnice (3) dostivame
v=Tr'Xo. )
Vyndsobme rovnicu (5) vektorove vektorom @:
VX0=T"X0)X0o. (6)

Pravi stranu relécie (6) mozeme pisat
(TPX o)X ®=(F.0)o—(o.0)Ts,
_ n

a pretoze uhol sovrety vektormi @ a T¥ je 5 je

ore (T X @) X @ = — o T )

Po dosadeni zo (7) do rovnice (6) je

VX 0= — o? T5,
z ¢oho 5 o >§ v )
o
Prevedme deriviciu rovnice (8) podla casu
SR [ ER
=g drs *
r°— e y
d¢ d¢
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d(“l“)
s (w><v+w><v) L@ xv) 2

—(s><v+w><a) 7+ (@ XV) —-258—):

oxXa  EXy 28 .
=i T T T s (@ X V).
Po dprave je
- o Xa 3 2:0 _
=0 e X ®)

kde @ =7 je vektor uhlového zryjchlenia sdstavy = a ¥v=a je vektor
zrychlenia bodu A.

Zavedme jednotkovy vektor k orientovany sdhlasne rovnobeine
s vektorom @. Vektor uhlovej rfchlosti @ a vektor uhlového zrychle-
nia €, ktoré si na rovinu X, kolmé, mobZeme potom pisat

o—=o0k y (10)
§—:¢Kk. (11)
Dosadenim vyrazov (10) a (11) do rovnice (9) dostivame
ss w(k><1)+( 2sc:E)X ,
)
-, kxa -
s _ —

S ? (kXV)- (12)

Rovnicu (2) mdzeme potom pisat
. kxa
u=yv-4 P
V druhom ¢&lene pravej strany rovnice (13) rozlozme vektor zrychle-
nia a bodu A4 v slozku normélnu a tangenciadlnu

a=—i, + a. (14)

— & XV (13)

Rovnica (13) je potom
ﬁ___‘,_*_kX(ﬂm—f‘ﬂz) A(kXV);

. T . T, =
Pretoze uhol sovrety vektormi v a a. je oo Je vektor k X a,

rovnobezny s vektorom v, ¢ize s tangentou drihy bodu 4. Vektory v
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a a4, si tiez rovnobeiné s tangentou drahy bodu A a preto vektory
kX v a kXa, si rovnobezné s normélou drahy bodu 4. Previedli sme
teda rozklad vektora postupovej rychlosti n okamzitého stredu otdéania S
po pevnej poloide do dvoch vzijomne kolmych vektorovych sloziek,
z ktorych jedna je rovnobeznd s tangentou a druhd s normélou drahy
bodu 4

u=u; + U, (16)

by 4 KXE an

— MExn—E® 18)
unﬁg[ ><m—~~a7( Xv)]- (18

Ked pozname vektor rychlosti v, vektor normélneho zrychlenia a,
bodu A a okamzity stred otdcania S sdstavy X, moézeme sostrojit tan-
gencidlnu vektorovi slozku u, vektora postupovej rychlosti u okamzitého
stredu otddania S po pevnej poloide (obr. 2).

Obr. 2.

Druhy ¢len pravej strany rovnice (17) oznatme

- kxa,
Absoldtna hodnota vektora P, pretoze uhol sovrety vektormi k a a,
. T .
e 5, Je _ Ay
? Bl (20)
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z CGoho absolitna hodnota vektora uhlovej rychlosti @ je

LI 1)

Z rovnice (3) absolitna hodnota vektora rychlosti v bodu 4, pretoze

uhol sovrety vektormi @ a ¥ je %, je

[v]=w]r], (22)
z ¢oho absolitna hodnota vektora uhlovej rychlosti @ je
o= _tga. 23)
x|
Porovnanim rovnic (21) a (23) dostivame
[V _ [8a]
=1 —=tga 24)
I (
a absoldtnu hodnotu vektora p sostrojime ako prilahld odvesnu pravo-

uhlého trojuholnika S K L. Orienticiu vektora p uréuje rovnica (19).
Tangenciélna vektorové slozka u, podla rovnice (17) je potom

-

]!

u=vVv+p- (25)
Zavedme vektor T kolmy na rovinu Z,
T=r1k (26)
tak, aby platila reldcia
vV=7X0, . 20

kde v je vektor rychlosti bodu 4 a 9= S.4 je polohovy vektor bodu
A vzhladom na stred krivosti S, drihy bodu A.
Absolitna hodnota vektora rychlosti v bodu 4, pretoze uhol sovrety

vektormi 7 a ¢ je g, je

[v|=I7|]el. (28)
Vektor normélneho zrychlenia a, bodu 4 moéZeme potom pisat
A, =TX(TX0)=—71"0 (29)

a ked jednotkovy vektor rovnobezny s normalou drahy bodu 4 a oriento-
vany sdhlasne s vektorom @ oznaéime m, je

a,— —7¥|o| 1. (30)
Po dosadeni z (23), (28), (30) do rovnice (19) dostdvame
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p=r— (K Xap)=———"(Exn) =—|7||F| (kK xn). (31
Podla reldcii (3) a (27) je
OXT=TX0

a teda, ked vektory T a @ si rovnako orientované, su aj vektory w a ¥
sihlasnej orientdcie, resp. ked vektory ¥ a @ si opanej orientdcie, je
a) vzdjomnda orienticia vcktorov @ a T opaénd, podla toho, ¢éi body S,
a S lezia na tejze strane od bodu 4 alebo na stranich opacénych. V pri-
pade sihlasnej orienticie vektorov T a ¢ a teda aj vektorov w a 7 je

#lk=%; |fn—F, (32a, b)
resp. ked vektory r a ¢ a teda aj vektory w a ¥ st vzijomne opalnej
orienticie, je B

T k= —7; T|o=—T, (33a, b)
takze v obidvoch pripadoch, ked dosadime (32a, b), resp. (33a,b) do
rovnice (31), dostivame

P =—(TXT). (34)
Rovnica (17) po dosadeni z (27) a (34) je
u,=7Xe— (TXT),
B =TX@—T), (35)
a ked rozdiel vektorov druhého C¢initela pravej strany tejto rovnice
oznac¢ime

0—T=08,4—8SA=84+ AS=8.,5=a, (36)
dostdvame
Absoldtna hodnota vektora u,, pretoZze uhol sovrety vektormi T
a o je % , Je

| =|z|lo . (38)
Porovnanim reldcif (27) a (37), resp. absoldtnych hodnét vektorov
V a u, z rovnic (28) a (38), dostivame

- vl |u,

T = — — — :t ’ 39

T= o= 5 —8# (39)
a ked dosadime za |gp|=2S44 a |G| =848, je

|V]:S4d4=|u,]:848. (40)
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Ked ozna¢ime vektory ¥ = AZ a i, = Sguﬁ (obr. 3, 4, 5), potom
spojnica koncovych bodov 4,S,4 vektorov v a u, pretina v kazdom pri-
pade normdlu drihy bodu A v strede krivosti S4 drahy bodu A, pretoZe
podla (40) trojuholniky

ASAAA,, N A SASS,,A

st podobné a tym je platnost Hartmannovej vety dokézand.
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