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О ПОДПОЛУГРУППОВЫХ ГРАФАХ 

В. А. БАРАНСКИП, А. Н. ТРАХТМАН, Свердловск (СССР) 

Под графом мы будем понимать неориентированный грэф без петель 

и кратных ребер. 

Пусть 6? — произвольная система множеств. Под графом 0(5?) системы 

6? (как и в работе [1]) мы понимаем граф, множеством вер шик которого 

является 6?, и две вершины А, В е 6? смежны (связаны ребром) тогда 

и только тогда, когда ^ Ф В и Л п В Ф Й . Если 6? есть система всех 

истинных подполугрупп данной полугруппы Г, то 0(6?) будем называть 

подполугрупповым графом полугруппы Г и будем обозначать его через 

0(Г). Подполугрупповые графы, повидимому, впервые рассматривались 

в работе Ю. Б о с а к а [1], где для них использовался термин «граф полу­

группы». Поскольку полугруппе естественным образом можно сопоставить 

различные графы, мы считаем, что наш термин предпочтительнее. 

В работе [1] были сформулированы следующие проблемы: 

1. Существует ли полугруппа более чем с двумя элементами, подполу-

1рупповой граф которой несвязен? 

2. Найти необходимые и достаточные условия для графа быть подполу­
групповым графом полугруппы (или конечной полугруппы, или периоди­
ческой полугруппы, или коммутативной полугруппы и т. д.). 

Первая из этих проблем недавно отрицательно решена Б . П о н д е л и ч е -
к о м (см. [5]). Авторами независимо также получено решение этой проб­
лемы. Настоящая же работа посвящена изложению результатов, касаю­
щихся второй из указанных проблем. Именно, нами установлено, что 
упомянутые в формулировке этой проблемы условия не могут быть эле­
ментарными, т. е. не могут быть сформулированы в терминах узкого 
исчисления предикатов. Более точно, справедлива следующая теорема, 
являющаяся основным результатом данной работы. 

Теорема 1. Пусть К — класс полугрупп, содержащий полугруппу, 
обладающую сильным разбиением на счетное множество подполугрупп, 
каждая из которых есть либо циклическая группа простого порядка, 
либо ныльпотентная двухэлементная полугруппа. Тогда класс всех графов 
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изоморфных подполу групповым графом полугрупп из К арифметически 

незамкнут, а поэтому и неаксиоматизируем. 

Из теоремы 1 вытекает, в частности, неаксиоматизируемость классов 

графов, изоморфных подполугрупповым графам всех полугрупп, ком­

мутативных полугрупп, периодических полугрупп и т. д. 

Напомним необходимые определения. Разбиение полугруппы Г на 

подполугруппы Н^ь е I) называется сильным (см. [4]), если для любых 

I, ] Е 1(г Ф ^) и для любых подполугрупп Л, В (А с Нг, В с //у) мно­

жество А и В является подполугруппой. В частности, последовательно 

аннулирующая связка (см. [3], стр. 446) является сильным разбиением. 

Класс моделей ЗР произвольной (вообще бесконечной) сигнатуры а назы­

вается аксиоматизируемым, если характеристические свойства его моделей 

могут быть описаны на языке узкого исчисления предикатов с равенством 

(УИП), т. е. если существует такая, вообще бесконечная, система замкну­

тых формул УИП сигнатуры сг, что ЗР содержит те и только те модели 

сигнатуры о-, на которых все формулы этой системы истинны (см. [2], 

стр. 173). Модели &?\ и У% называются арифметически эквивалентными 

(УИП — неразличимыми) если каждая замкнутая формула УИП, сигна­

тура которой входит в сигнатуру 5Р\, истинная на одной из моделей 5Р\, 

5Р%, является истинной и на другой (см. [2], стр. 177). Класс моделей ЗР 

называется арифметически замкнутым, если каждая модель арифметически 

эквивалентная модели класса ЗР сама принадлежит классу ЗР. Операцию 

порождения в полугруппе будем обозначать острыми скобками, так, <ж> 

будем обозначать циклическую полугруппу порожденную элементом х. 

Множество, состоящее из элементов х, у, . . . , будем обозначать через 

{.х, г/, . . .} . 

Приступим к доказательству теоремы 1. Для доказательства нам по­

надобятся два графа 0\ и С72, которые мы построим ниже. Пусть N—мно­

жество всех целых положительных чисел. Через /У(ЛТ) будем обозначать 

множество всех непустых подмножеств N. Если а е <5 (̂А7), то через 2а 

будем обозначать множество всех подмножеств а. 

Построим граф 0\. Каждому а е 5Р(Ы) поставим в соответствие множе­
ство Е\ равномощное 2а. Считаем, что если а ф Ъ(а, Ъ е 6Р(Щ), то 
В] П В\ = 0. Основным множеством графа 0\ будем считать множество 

(^ В]г, а отношение смежности на нем определим следующим образом: 
аеУ(У) 

если а е В1, (3 е В], а Ф /3, то а и /? смежны то1да и только то1да, когда 
а П Ъ Ф 0. 

З а м е ч а н и е 1. Рассмотрим следующий пример. Плеть Ь — структура, 
являющаяся прямим произведением счетного множества трехэлемент-
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ных цепей. Рассмотрим граф С7, вершинами которого служат отличные 
от нуля и единицы элементы ^, и две различные вершины из О смежны 
тогда и только тогда, когда в ^ их пересечение отлично от нуля. Легко 
проверить что О изоморфен 0\. 

Построим граф Оо. Каждому а е 5?(Щ поставим в соответствие мно­
жестве /?~ такое, что 

1. если а — конечное подмножество N, то К* равномощно 2а; 

2. если а — счетное подмножество N5 то7?;; — счетное множество. 

Считаем, что если а ф Ъ(а, Ь е 5?(Х)), то В;( п 7?̂  — 0. Основным мно­

жеством графа Ох будем считать множество ^ | В*, а отношение смеж-

ности (которое условимся обозначать для 0% череэ ~ ) на нем опре­
делим следующим ооразом: если а Е К^, р е Е\, а Ф р, то а ~ р тогда 
и только тогда, когда а П Ь ф 0. 

З а м е ч а н и е 2. 0\ и О г арифметически эквивалентны. 

Это утверждение следует непосредственно и? теоремы Т а и м а л о в а 

(см. [2], стр. 177). 

Лемма 1. Пусть Г — полугруппа, обладающая сильным разбиением на 
счетное множество подполугрупп, каждая из которых есть либо цикли­
ческая группа простого порядка, либо нильпотентная двухэлэментная по­
лугруппа. Тогда подполугрупповой граф полугруппы Г изоморфен 0\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 1 работы [4] структура ^ всех (вклю­

чая пустую) подполугрупп полугруппы Г изоморфна прямому произве­

дению структур всех подполугрупп компонент разбиения; но очевидно, 

указанные структуры — - трехэлементные цепи. Осталось воспользоваться 

замечанием ] . 

Пусть О — произвольный 1раф на множестве Хп о —отношение смеж­

ности графа (г. Тогда х, у е X назовем неразличимыми элементами графа 

О, если, для всякого г е X, г Ф х, г Ф у, х ох(гох) тогда и только то1да 
У02(^оу). 

З а м е ч а н и е 3. Например, из определения графов в± и 0% следует, что 

каждое из множеств /?* и Е^ является максимальным множеством нераз­

личимых элементов в соответствующем графе. 

Лемма 2. Не существует полугруппы Г такой, что ее подполугрупповой 

граф) изоморфен Сг2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ср — изоморфизм графа О(Г) на граф 6г2. 
Введем некоторые обозначения. Пусть г е N. Очевидно, что Щ} — двух­
элементное множество. Элементы указанного множества обозначим через 
а?, ат\ Положим Г? - у-Ц*}), Г; = ср-Ц^)^ 

а) Покажем, что одно из множеств Г}, Г? содержится в другом. 
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Г), Г? — неразличимые элементы графа 0(Г), так как а] и а? нераз­

личимые элементы С72. Но то1да Г*, Г | , Г) П Г? — не различимые эле­

менты. В в-2 а) имеет точно один отличный от него и неразличимый с ним 

элемент а? (см. замечание 3), поэтому утвердение а) доказано. 

В дальнейшем будем считать, что Г) С Г}. 

Ъ) Покажем, что Г) — одноэлементная полугруппа. 

Пусть // — истинная подполугруппа из Г). Так как // 4= Гг и Н п Г) ф 

Ф 0, то 

<р(Щ$Ц}, (*) 
<р(Н) ~ <х]. (**) 

Существует а е У ( А т ) , что <Р(Н)ЕЕ1. Условие (**) равносильно тому, 

что {ъ} П а ф 0, то есть ь Е а. Условие же (*) показывает, что существует 

отличное от ъ целое положительное число ] Е а. Имеем э Е а, следователь­

но, <х) ~ (р(Щ. Тогда Г) п // Ф 0, т.е. а* ~ а*, откуда {ь} П {у} Ф 0, что 

противоречиво. Следовательно, Г) состоит из одного идемпотента, ко­

торый будем обозначать е\. 

с) Теперь покажем, что для любою идемпотента е Е Г существует целое 

положительное число ь такое, что е = ег-. 

Существует а е &*(Щ такое, что ср((е}) Е Ка. Пусть ъ Е а. Так как 
а П {ъ} Ф 0, то <р((е}) ~ а] или <р((е}) = <х], откуда <е> П <е,-> ф 0, то 
есть е = вг-. 

в) Покажем, что Г* либо циклическая группа простого порядка, либо 
нильпотентная двухэлементная полугруппа. 

Пусть // — истинная подполугруппа из Гг. Так как Г? п Н Ф 0, то 

а? ~ ^(^Л? откуда а* ~ <р(Н) или а] = <р(Щ, следовательно, <в/> П // Ф 

ф 0, т.е. е« 6/I. Легко проверить, что Н и Г* — неразличимые элементы 

графа О(Г). Но Г? содержится в максимальном множестве неразличи­

мых элементов {Г), Г)} графа О(Г). Следовательно, Н = Г] = <е*>, т.е. 

Г\ не содержит истинных подполугрупп, кроме <е?>, откуда следует 

утверя^дение а1). 
00 

е) Покажем, что Г = \^ Г'т. 

Пусть х Е Г. Существует а е б?^) такое, что <р((хУ) Е К2

а. Пусть I Е а. 
Тогда у) ~ <Ж#», откуда е% Е <Х>. Очевидно, <х> и <е̂ > — неразличимые 
элементы графа 0(Г). Но тогда ХЕГ\, откуда следует справедливость 
утверждения е). 

Г) Покажем, что Г — сильное разбиение на подполугрыппы Г\. 
Для этого достаточно показать, что множества 

П ^ П, Г? ^ {е,}, Г) и {е,}, {е;}, и {е,} 
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являются подполугруппами для произвольных г, ]. Рассмотрим Щь^у 
Пусть р б Щ(^} и Н = (р-х(Р). Если е/с е Н, то а̂  ~ /?, т.е. к е {ъ, у), от­
куда ек Е {е-ь, е^}. Следовательно, Н содержит точно два идемпотента, а 
именно Сг, <*?. Так как мощность Щ{^} равна 4, получаем, учитывая выше 
сказанное, что в Г существует четыре подполугруппы, содержание е$, е^ 
и не содержащие других идемпотентов, откуда следует, что выше пере­
численные множества являются подполугруппами. 

Из пунктов с1), Г) и леммы 1 следует, что граф О(Г) изоморфен графу 
(т\, т.е. 6?2 изоморфен 0\, но это невозможно, так как в 0\ есть несчетные 
совокупности неразличимых элементов, а в 0% таких совокупностей нет. 

Теперь утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из замеча­
ния 2 и лемм 1,2. 

Теорема 2. Класс графов, изоморфных подполу групповым графам ко­

нечных полугрупп (конечных коммутативных полугрупп), неаксиоматизи­

руем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из доказательства леммы 1 [1] видно, что для вся­

кого графа О существует такая система множеств 5Р, что граф О изо­

морфен 0(6^), причем если граф О конечен, то множество у А ко-

нечно. Пусть ^ — произвольное отношение линейного порядка на (^ А. 
А&У 

Определим полугрупиовую операцию на множестве ^ | А, полатая 
АеУ 

27/ ~ ух — // в том и только в том случае, если // ^ х. Легко видеть, 

что граф О('У) вкладывается в подполугрупповой 1раф полугруппы 

^ | А. Таким образом, нами установленно, что всякий граф изоморфно 

вкладывается в некоторый подполугрупповой граф коммутативной по­
лугруппы идемпотентов, причем конечный граф вкладывается в подпо­
лу! рупповой граф конечной полугруппы. Теперь мы можем легко за­
кончить доказательство теоремы 2, применяя к произвольному бесконеч­
ному графу теоремы Х е н к и н а (см. [2], стр. 193). 
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CeepdjioecK 

THE SUBSEMIGROUP GRAPHS 

V. A. B a r a n s k i j , A. N. T r a c h t m a i i 

Summary 

Let SP be the system of all proper subsemigroups of the semigroup F. By the subsemi-
group graph of the semigroup F we mean the graph whose set of vertices is £f and in 
wich the vertices A, B e SP are adjacent if and only if A 4. B and A C\ B 4= 0. 

I t is proved that condition for a graph to be the subsemigroup graph of a semigroup 
(or a finite semigroup, or a periodic semigroup, or a commutative semigroup) can't be 
formalized in terms of predicate calculus of first order with identity. 
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