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Matematický časopis 20 (1970), N o . 2 

NIEKTORÉ VLASTNOSTI DIFERENCIÁLNEJ ROVNICE 
y" + f(x) \y\ = 0 

J O Z E F R O V D E R . Bratislava 

V následujúcej práci sú dané postačujúce podmienky, aby všetky riešenia 
rovnice y"' -f- f(x) \y\ = 0 boli neoscilatorické, resp. oscilatorické. Dokázaná 
je aj existencia riešenia tejto rovnice bez nulových bodov. 

Lema 1. Nech v diferenciálnej rovnici 

(i) žT+/(*)lž/l= 0 

je f(x) e C0(a, b) a nech na celom intervale (a, b) je f(x) ^ 0. Nech y(x) je rie­
šenie rovnice (1), ktoré vyhovuje začiatočným podmienkam y(x\) = y'(x\) —- 0, 
y"(xi) > 0 (resp. y"(x\) < 0) x\E (a, b). Potom v intervale (a, x\) je y(x) > 0, 
y'(x) < 0, y"(x) > 0 (resp. v intervale (x\, b) je y(x) < 0, y'(x) < 0, y"(x) < 0). 

Lema 2. Nech v diferenciálnej rovnici (1) je f (x) e C0(a, b) a f(x) ^ 0 na 
celom intervale (a, b). Nevh y(x) je riešenie tejto rovnice, ktoré vyhovuje zaciatoč­
ným podmienkam y(x\) = y'(x\) = 0, y"(x\) > 0 (resp. y"(x\) < 0), x\ e (a, b). 
Potom v intervale (x\, b) je y(x) > 0, y'(x) > 0, y" (x) > 0 (resp. v intervale 
(a, x\) je y(x) < 0, y (x) > 0, y"(x) < 0). 

Dókaz týchto lem plynie z nasledujúcej formuly (existencia a jednoznač-
nosť riešenia rovnice (1) daného začiatočnými podmienkami plynie z vety 1 
v práci [1]): 

y" = - $ f(t) \y(')\ dt + y"(Xl). 
XL 

Lema 3. Nech v diferenciálnej rovnici (1) je f(x) e C0(a, b) a f(x) ^ 0 na in­
tervale (a, b). Nech y(x) je riešenie rovnice (1) s vlastnosťou y(x\) = y(x2) = 0, 
x\, X2 G (a, b), x\ < X2. Nech je y(x) > 0 (y(x) < 0) na intervale (x\, X2). Potom 
riešenie y(x) nemá v intervale (X2, b) (v intervale (a, x\)) nulový bod. 

Lema 4. Nech v diferenciálnej rovnici (1) je f(x) e C0(a, b) a nech na inter­
vale (a, b) je f(x) ^ 0. Nech y(x) je riešenie tejto rovnice s vlastnosťou y(x\) — 
— y(xz) = 0, x\ < xz, x\, xi e (a, b). Nech je y(x) > 0 (y(x) < 0) na interval? 
(x\, X2). Potom riešenie y(x) v intervale (a, x\) ((x2,b)) nemá nulový bod. 
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Dókazy týchto lem sú v podstatě analogické. Dokážeme například lemu 3. 
Pretože je y(x) > 0 (y(x) < 0) v intervale (x\, x2) a y(x\) = y(x2) = 0, existuje 
bod c E (xi, x2) v ktorom má funkcia y(x) maximum (minimum), t. j . y"(c) ž 
^ 0(y"(c) *ž 0). Integrováním rovnice (1) v medziach od O po a; dostaneme 

y"(x) =-- - \f(t) \y(t)\ dt + y"(C). 
c 

Odtial vyplývá, že pre x > c je y"(x) ^ 0, t. j . y(x) je konkávna funkcia vpravo 
od bodu c, teda má najviac jeden nulový bod a to je bod x2. Pre x < c a 
y"(c) ^ 0 je y"(x) ^ 0, t. j . y(x) je konvexná funkcia, má teda najviac jeden 
nulový bod vlavo od bodu c a tým je bod x\. 

Veta 1. Nech v diferenciálnej rovnici (1) je f(x) e C0(a, b) a nech je f(x) ^ 0, 
resp. f(x) ^ 0 na celom intervale (a, b). Potom každé riešenie rejto rovnice s dvoj­
násobným nulovým bodom móze mať najviac jeden nulový bod. a to jednoduchý. 

D o k a ž . Vetu dokážeme iba v případe, keď je f(x) ^ 0. Pre f(x) ^ 0 je 
dókaz tejto vety podobný. Nech bod x\ je dvojnásobný, t. j . y(x\) = y'(x\) = 0. 
Móžu nastať dva případy: y"(x\) > 0, alebo y"(x\) < 0. Ak je y"(x\) ^ 0, 
potom podlá lemy 1 vlavo od bodu x\ je y(x) > 0. Ak vpravo od bodu X\ 
má y(x) nulový bod x2, potom podlá lemy 3 nemá už vpravo od bodu x2 

nulový bod. Bod x2 nemóže byť dvojnásobn}', pretože ak by bol, potom musí 
byť y"(x2) > 0 a teda podlá lemy 1 je y(x) > 0 pre x < x2, co je v spore s tým, 
že y(x\) = 0. 

Podobné v druhom případe, t. j . ked y"(x\) < 0, podlá lemy 1 vpravo od 
bodu x\ je y(x) < 0. Ak by vlavo od bodu x\ existoval nulový bod x2, potom 
podlá lemy 3 nemá y(x) vlavo od bodu x2 nulový bod. Bod x2 nemóže byť 
dvojnásobný, pretože vpravo od dvojnásobného bodu, v ktorom je druhá 
derivácia záporná, riešenie klesá, čo je v spore s podmienkou y(x\) = 0. 

Dósledok. Každé riešenie rovnice (1) má za tých istých predpokladov ako 
vo vete 1 najviac jeden dvojnásobný nulový bod. 

Veta 2. Nech v diferenciálnej rovnici (1) je f(x) e C0(a, b) a nech je f(x) ^ 0, 
resp. f(x) ^ ft na celom intervale (a, b). Potom každé riešenie tejto rovnice má 
najviac tri nulové body (včitane násobnosti). 

D ó k a z . Ak jeden nulový bod je dvojnásobný, potom tvrdenie tejto vety 
vyplývá z vety 1. Nech teraz žiaden z nulových bodov nie je dvojnásobný 
a nech existujú tri nulové body x\ < x2 < xs, t. j . y(x\) = y(x2) = y(x%) = 0, 
y'(xi) =# 0, i = l, 2, 3. Ked je f(x) ^ 0, potom podlá lemy 3 móže nastať len 
případ, že je y(x) < 0 v intervale (x\, x2) a y(x) > 0 v intervale (x2, x%). Potom 
podlá tej istej lemy je vlavo od x\ y(x) > 0, vpravo od xs je y(x) < 0, teda 
y(x) má najviac tri nulové body a to x\, x2, x0. 
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» Ak je f(x) g O vetu 2 dokážeme podobným spósobom, avšak namiesto 
lemy 3 použijeme v dókaze lemu 4. 

Veta 3. Nech je funkcia f(x) eC0(a, oo) a f(x) ^ 0, pričom znamienko = ne­
ptati v ziadnom čiastočnom intervale intervalu (a, oo). Potom, existuje riešenia 
u(x), v(x) rovnice (1) pre More platí'. 

u(x) . u'(x) . u"(x) =# 0; u(x) > 0, u'(x) < 0, u"(x) > 0, lim u'(x) = 
.r->oo 

= lim u"(x) =- 0; 
.r->oo 

lim u(x) existuje, 
.r->oo 

v(x) . v'(x) . v"(x) =N 0; v(x) < 0, vf(x) < 0, v"(x) < 0; lim v(x) = lim vf(x) — 
.r->oo :r->oo 

— oo, v"(x) klesá. 
Ak předpokládáme naviac, ze plati f'(x) ^ O, potom pre riešenia u(x), v(x) 

platí aj lim u(x) = O, lim v"(x) = — oo. 
.r-»oo .r->oo 

D ó k a z . K dókazu existencie riešenia u(x) použijeme vetu 1 z práce [2], 
podlá ktorej, ak sú splněné předpoklady ~>rety 3, existuje riešenie z(x) rovnice 
z'" + f(x)z = O pre ktoré platí z(x) . z'(x) . z"(x) 4= 0; sgn z(x) = sgn z"(x) =j= 
4= sgn z'(x), lim z'(x) = 0. Pretože každé kladné riešenie rovnice z'" -f- f(x) z = 0]e 

.r->oo 

riešením aj rovnice (1) z toho vyplývá, že existuje riešenie u(x) rovnice (1) 
pre ktoré platí u(x) . uf(x) . u"(x) =j= 0, u(x) > 0, uf(x) < 0, u"(x) > 0, 
lim u'(x) = 0. 
.r->oo 

Z rovnice (1) ďalej vyplývá, že u'" = —f(x) \u\ g O, teda u"(x) klesá v in­
tervale (a, oo). Pretože u'(x) > O, je lim ^^"(x) — /̂?, ^ 0. Ak je m > 0, potom 

.r->oo 

?t"(o;) > 7H, a pre ^'(.r) potom platí nerovnosť u'(x) > mx -{- k. Z podmienky, 
že platí lim u'(x) = 0 plynie m = 0, Tým sme dokázali, že platí aj lim u"(x) = 

.r->oo .r->oo 

0. Keďže funkcia u(x) klesá a je kladná, z toho plynie, že lim u(x) je ko-
.r->oo 

nečná a nezáporná. 
Ak předpokládáme naviac, že je f'(x) ^ 0, platí tiež lim u(x) = 0. Dokáže-

.r->oo 

me to nepriamo. Nech lim u(x) = k > 0. Funkcia u(x) je klesajúca, preto 
.r-»oo 

je u(x) > fc pre všetky xe (a, oo). Podlá předpokladu funkcia f(x) je neklesá-
júca a nezáporná, preto je lim f(x) = M > 0 alebo oo. Preto pre x dosť velké 

a->00 

je /(x) > > O a teda aj súčiii /(ar) ÍÍ(X) > > 0. Z rovnice (1) 
však vyplývá, že je u'" = — f(x) u < — Mkj2 < 0, teda pre velké # je u"(x) < 0 
čo je v spore s tým, čo už bolo o u"(x) dokázané. Platí teda aj lim u(x) = 0. 

.r->oo 

Pri dókaze druhej časti (o riešení v(x)) poznamenajme, že každé záporné 
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riešenie rovnice (1) je riešením rovnice w'" — f(x) w = 0 a obrátene. Potom 
podlá vety 5 z práce [2], ktoré tvrdí, že ak je/(^) ^ 0 a znamienko == neplatí 
v žiadnom čiastočnom intervale intervalu (a, co), má rovnica w'" —f(x) w = 0 
riešenie w(x) pre ktoré platí ew(x) < 0, ew'(x) < 0, ew"(x) < 0, lim sw(x) 

.r->oo 

= lim ewf(x) = — oo, w"(x) klesá, £ = + ] , existuje riešenie rovnice (1) pre 
.r->ao 

ktoré platí 
v(x) v'(x) . v"(x) 4= 0; v(x) < 0, v'(x) < 0, v"(x) < 0: lim v(x) = lim v'(x) -= 

.r->x .r->x 

= —- co, v"(x) klesá. 
x\k je naviac f'(x) ^ 0, potom pre x > .To, a*o dostatočne velké, platí 

M 
f(x) > . Pretože je lim v(x) = — co a v"(x) < 0 platí 

2 .*•->« 

lim г/'(;r) = lim /(0W0|dt4-r> 0) < 

м -» 
< lim — — Щty d/ 4- v"(xђ) 

.r->oc 2 
00 

a tým je veta 3 úplné dokázaná. 
Ak je f(x) ^ 0, potom pre rovnicu (1) platí podobná ivisledujúca \eta. 

Jej dókaz je podobný predchádzajúcemu. 

Veta 4. Nech ftmkcia f(x) eC0(a, oo) a (f(x) ^ O, pricom f(x) = O neplatí 
v ziadnom čiastočnom intervale intervalu (a, oo). Potom existujíc ricšenia u(x) 
a v(x) rovnice (1), pre ktoré platí 

u(x) . u'(x) . ^í"(x) 4= 0: u(x) < O, u'(x) > 0. u"(x) < 0: lim u'(x) — lim a"(x) 0, 
,r->oo x^>oo 

lim u(x) existuje, 
•:r->oo 

v(x) . v'(x) . v"(x) 4= 0; v(x) > 0, v'(x) > 0, v"(x) > 0; lim v(x) 
.ť->OC 

lim v'(x) = co, 
.r->oc 

v"(x) rastie. 

Kedpředpokládáme naviac, zejef'(x) ^ 0, potom pre riešenie u(x) a v(x) platí 
aj lim u(x) = 0, lim v"(x) = oo. 

ÍP->OO .r->oc 

V dalšej úvahe budeme používat ešte niektoré dósledky následujúcej vety 
([3], str. 217). 

Veta Nech y(x), z(x) sú riesenia rovnic 
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(*) íT+f(x)y = o 
(3) z'" + g(x) z - O 

a vyhovuje tým istým začiatočným podmienkam v bode a. Nech funkcie f(x), 
g(x) sú spojité na (a, b} a nech na tomto intervale je f(x) > g(x) > 0. Nech rie, 
šenie ž(x) rovnice (3), ktoré vyhovuje začiatočným podmienkam ž(a) = ž'(a) = 0. 
I"(a) — 1 je kladné v intervale (a, b) a nech je aj y(x) > O v intervale (a, b)-
Potom je y(x) < z(x) na (a, 6>. 

Dósledok 1. Nech v intervale (a, b> platí f(x) ;__ g(x) ;__ 0. Nech riešenie 
z(x) rovnice (3), ktoré vyhovuje začiatočným podmienkam z(a) = z (a) = 0, 
z"(a) > 0 má nulový bod xo e (a, 6>. Potom riešenie y(x) rovnice (2), ktoré vy­
hovuje tým istým začiatočným podmienkam v bode a, má nulový bod v intervale 
(a, x0y. 

Dósledok 2. Nech je f(x) _g g(x) _g 0 v intervale (c, a}. Nech riešenia y(x), 
resp. z(x) rovnic (2), resp. (3) vyhovuje v bode a začiatočným podmienkam y(a) = 

_ y'(a) = z(a) = z (a) = 0, y"(a) — z"(a) > 0 a nech z(x) má nulový bod 
xo e (c, a). Potom aj riešenie y(x) má nulový bod v intervale (xo, a). 

D ó k a z . Dósledok 1 plynie bezprostředné z uvedenéj vety. Poznamenajme 
iba, že ak platí pre funkcie f(x), g(x) aj znamienko rovnosti, t . ].f(x) š_ g(x) _̂  0, 
potom aj pre riešenia y(x), z(x) zodpovedajúcich rovnic bude platiť neostrá 
nerovnost', t. j . y(x) __; z(x) v intervale (a, b}. Táto poznámka vyplývá z do­
kážu uvedenéj vety. 

Dósledok 2 dostaneme, ak v rovniciach (2), (3) zavedieme transformáeiu 
nezávisle premennej x = 2a — t. Potom pre x e (c, a} platí, že t e (a, 2a — cV 
Dalej označme y(x) = y(2a — t) = u(t), z(x) = z(2a — t) = v(t), f(x) = 
— /(2a — t) =f*{t), g(x) = g(2a -- t) = g*(t). Teda u(t) a v(t) vyhovujú rov-
niciam 

W(t)-f*(t)u(t) = 0. 

v'"(t) - g*(t) v(t) = 0 

a platí — f*(t) _̂  — g*(t) i_; 0 pre t e (a, 2a — c>. Použitím dósledku 1 na 
riešenie u(t) a v(t) a spatným návratom ku riešeniu y(x), z(x) plynie správnosť 
dósledku 2. 

Veta 5. Nech funkcia f(x) e Co(xo, oo). Nech x\, xi, _/_, ýi . . ., xn, xn, yn, ýn, . . . 
je rastúca postupnost čísel z intervalu (xo, oo). Nech existuje taká kladná kon­
stanta Ms, ze pre funkciu f(x) platia nerovnosti: 
f(x) _̂  Ms, ak x e (xn, xny a f(x) _̂  — Ms, ak x e (yn, ýn}, w == 1, 2, . . ., pri-
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