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Matematicky casopis 20 (1970), No. 2

NIEKTORE VLASTNOSTI DIFERENCIALNEJ ROVNICE
"+ f(x) |y =0

JOZEF ROVDER. Bratislava

V nasledujicej praci st dané postadujice podmienky, aby vietky rieSenia
] Y, aby 3

rovnice y” + f(z) |y| = 0 boli neoscilatorické, resp. oscilatorické. Dokdzand

je aj existencia riesenia tejto rovnice bez nulovych bodov.

Lema 1. Nech v diferencidlnej rovnici

(n y" + f@) lyl =

je f(x) € Co(a, b) a nech na celom intervale (a, b) je f(x) = 0. Nech y(z) j
Sente rovnice (1), ktoré vyhovuje zaliatoénym podmienkam y(x1) = y'(x1) =
y'(x1) > 0 (resp. y"(x1) < 0) z € (a, b). Potom v intervale (a, x1) je y(x) >
y'(x) < 0,y"(x) > 0 (resp. v intervale (x1, b) je y(x) < 0,y (x) < 0, y"(x) < 0).

e rie-

Lema 2. Nech v diferencidlnej rovnict (1) je f(x) € Cola, b) a flx) < 0 na
celom intervale (a, b). Nech y(z) je riesente tejto rovnice, ktoré vyhovuje zaciatoc-
nym podmienkam y(x1) = y'(x1) = 0, y"(x1) > 0 (resp. y"(x1) < 0), x1 € (a, b).
Potom v intervale (x1, b) je y(x) > 0, y'(x) > 0, y" (x) >> 0 (resp. v intervale
(a, 21) je y(x) < 0, y'(x) > 0, y"(x) < 0).

Dokaz tychto lem plynie z nasledujicej formuly (existencia a jednoznac-
nost riesenia rovnice (1) daného zaciatoénymi podmienkami plynie z vety 1
v praci [1]):

:~u ()] dt + 3 ().

Lema 3. Neck v diferencidlnej rovnici (1) je f(z) € Co(a, b) a f(x) = 0 nu in-
tervale (a, b). Nech y(x) je riefenie rovnice (1) s vlastnostou y(x1) = y(x2) = 0,
x1, 2 € (@, b), a1 < @a. Nech je y(x) > 0 (y(x) < 0) na intervale (x1, x2). Potom
riedente y(x) nemd v intervale (s, b) (v intervale (a, x1)) nulovy bod.

Lema 4. Nech v diferencidinej rovnici (1) je f(x) € Co(a, b) a nech na tnter-
vale (a, b) je f(x) = 0. Nech y(x) je rieSenie tejto rovnice s vlastnostou y(x1) —
—y(x2) = 0, 1 < X2, 21, X2 € (a, b). Nech je yx) > 0 (y(x) < 0) na intervale
(a1, a2). Potom rieSenie y(a) v intervale (a, aq) ((w2,0)) nemd nulovyj bod.
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Doékazy tychto lem st v podstate analogické. Dokéazeme napriklad lemu 3.
Pretoze je y(x) > 0 (y(x) < 0) v intervale (z1, a2) a y(x1) = y(x2) = 0, existuje
bod ¢ € (21, x2) v ktorom mé funkcia y(r) maximum (minimum), t. j. y"(c) <
=< 0(y"(c) = 0). Integrovanim rovnice (1) v medziach od ¢ po x dostaneme

T

y'(@) = — [ f(t) ly()] dt + y"(c).

4

Odtial vyplyva, ze pre x > c je y"(x) < 0,t.]. y(x) je konkdvna funkcia vpravo
od bodu ¢, teda ma najviac jeden nulovy bod a to je bod z2. Pre x < c¢ a
y'(c) = 0je y"(x) =z 0, t. j. y(x) je konvexnd funkcia, md teda najviac jeden
nulovy bod vlavo od bodu ¢ a tym je bod ;.

Veta 1. Nech v diferencidlnej rovnici (1) je f(x) € Cy(a, b) a nech je f(x) = 0,
resp. f(x) £ 0 na celom intervale (a, b). Potom ka#dé riesenie rejto rovnice s dvoj-
ndsobnym nulovym bodom mdfe mat najviac jeden nulovy bod a to jednoduchy.

Dékaz. Vetu dokdzeme iba v pripade, ked je f(x) = 0. Pre f(z) < 0 je
dokaz tejto vety podobny. Nech bod ; je dvojndsobny, t. j. y(z1) = ¥'(21) = 0.
Moézu nastat dva pripady: y”(z1) > 0, alebo y"(x1) < 0. Ak je y"(z1) = 0,
potom podla lemy 1 vlavo od bodu z:1 je y(x) > 0. Ak vpravo od bodu x;
mé y(x) nulovy bod zz, potom podla lemy 3 nemd uz vpravo od bodu 2
nulovy bod. Bod xs nemdze byt dvojnasobny, pretoze ak by bol, polom musi
byt y"(x2) > 0 a teda podla lemy 1 je y(x) > 0 pre x < x», ¢o je v spore s tym,
ze y(x1) = 0.

Podobne v druhom pripade, t. j. ked y"(x1) < 0, podla lemy 1 vpravo od
bodu 1 je y(x) < 0. Ak by vlavo od bodu z; existoval nulovy bod a2, potom
podla lemy 3 neméa y(z) vlavo od bodu xs nulovy bod. Bod xs neméze byt
dvojnésobny, pretoze vpravo od dvojnisobneho bodu, v ktorom je druhd
derivdcia zdpornd, riesenie klesd, ¢o je v spore s podmienkou y(z1) = 0.

Dosledok. RaZdé riedenie rovnice (1) md za tyjch istyjch predpokladov ako
vo vete 1 najviac jeden dvojndsobny nulovy bod.

Veta 2. Nech v diferencidlnej rovnici (1) je f(x) € Co(a, b) a nech je f(x) = 0,
resp. f(x) < 0. na celom intervale (a, b). Potom kaZdé rieSenie tejto rovnice md
najviac tre nulové body (véitane ndsobnosti ).

Dékaz. Ak jeden nulovy bod je dvojndsobny, potom tvrdenie tejto vety
vyplyva z vety 1. Nech teraz Ziaden z nulovych bodov nie je dvojndsobny
a nech existuji tri nulové body z1 << x2 << 3, t. j. y(x1) = y(x2) = y(xs) = 0,
y(x) £ 0,7=1, 2, 3. Ked je f(x) = 0, potom podla lemy 3 mé6ze nastat len
pripad, Ze je y(x) <. 0 v intervale (x1, x2) a y(z) > 0 v intervale (22, x3). Potom
podla tej istej lemy je vlavo od x; y(x) > 0, vpravo od z3 je y(x) < 0, teda
y(z) md najviac tri nulové body a to x;, x2, x,.
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Ak je f(x) £ 0 vetu 2 dokdZeme podobnym spdésobom, avsak namiesto
lemy 3 pouZijeme v dbkaze lemu 4.

Veta 3. Nech je funkcia f(x) € Co(a, ) a f(x) = 0, pricom znamienko = ne-
plati v Ziadnom Eiastoénom intervale intervalu (a, o0). Potom existuji riefenic
u(x), v(x) rovnice (1) pre ktoré plati:

w(x) . w'(x) . w'(x) + 0; ux) >0, u(x) <0, u(x) >0, limu'(x) =

= lim u"(x) = 0;
lim u(x) existuje, '
i(x) (@) ") F 05 v(a) < 0, v(x) <0, o'(x) < 0;limo(x) = lim o'(z) —

— 00, v"(x) klesd.

Ak predpokladdme naviac, Ze plati f'(x) = 0, potom pre riesenia wu(x), v(x)
plati aj lim u(z) = 0, lim v"(x) = — oo.

Dokaz. K dokazu existencie rieSenia u(z) pouZijeme vetu 1 z prdce [2],
podla ktorej, ak st splnené predpoklady vety 3, existuje rieSenie z(x) rovnice
2" 4 f(x)z = 0 pre ktoré plati z(x).z'(z).2"(x) + 0; sgn z(z) = sgn 2"(x) +
%+ sgn z'(x), ll_)rg z'(x) = 0. Pretoze kazdé kladné rieSenie rovnice 2" + f(z) z = 0 je

rieSenim aj rovnice (1) z toho vyplyva, Ze existuje rieSenie u(x) rovnice (1)
pre ktoré plati w(z).w'(x) . w"(x) £ 0, u(x) >0, u'(x)<<0, u'(x)>0,
lim u'(z) = 0.

Z rovnice (1) dalej vyplyva, ze u” = —f(x) |u| < 0, teda »"(x) klesa v in-
tervale (a, o). Pretoze u'(x) > 0, je lim u"(x) == m = 0. Ak je m > 0, potom
L>0

w"(x) > m a pre u'(x) potom plati nerovnost u'(x) > ma + k. Z podmienky,
Ze plati lim u'(x) = 0 plynie m = 0, Tym sme dokdzali, Ze plati aj lim u"(x) =

0. KedZe funkcia w(x) klesd a je kladnd, z toho plynie, Ze lim u(x) je ko-

neénd a nezapornd.
Ak predpokladame naviae, zZe je f'(x) = 0, plati tiez lim u(x) = 0. Dokéaze-
=00

me to nepriamo. Nech lim u(zx) = £ >> 0. Funkcia u(z) je klesajica, preto

je u(x) > k pre vietky « € (a, o). Podla predpokladu funkcia f(z) je neklesa-
jica a neziapornd, preto je lim f(z) = M > 0 alebo co. Preto pre x dost velké

M M.k
je flz) > ) >0 a teda aj s6Géin f(x) u(x) > - > 0. Z rovnice (1)

P

viak vyplyva, ze jeu” = — f(x) u <— Mk[2 < 0, teda pre velké x je u"(x) < 0
¢o je v spore s tym, ¢o uZz bolo o w"(x) dokazané. Plati teda aj lim u(x) == 0.

Pri dokaze druhej Casti (o rieSeni v(x)) poznamenajme, ze kazdé zaporné
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rieSenie rovnice (1) je rieSenim rovnice " — f(x) w = 0 a obritene. Potom

podla vety 5 z prace [2], ktoré tvrdi, Ze ak je f(x) = 0 a znamienko = neplati

v ziadnom &iastoénom intervale intervalu (¢, o0), ma rovnica w” — f(x) w = 0

rieSenie w(x) pre ktoré plati cw(z) < 0, sw'(x) < 0, ew”(x) < 0, lim &w(x)
I—>0

= lim ew'(x) = — o0, w'(x) klesd, ¢ = 4 1, existuje rieSenie rovnice (1) pre
ktoré plati
v(a) v'(x).v"(®) £ 0: v(x) <0, v(x) <0, v"(x) < 0: lime(r) = lim '(x) —=
= — 00, v"(x) klesa.
Ak je naviac f'(x) = 0, potom pre x > a9, 29 dostatotne velké, plati
M
flx) > 5" Pretoze je limv(a) = — o0 a v"(x) < 0 plati

£I>C

£

lim v"(z) == lim [— [f(t)lv(f) [dt - 1*"(.170)] <

Lo

< lim [——
a tym je veta 3 Gplne dokdzand.

Ak je f(x) < 0, potom pre rovnicu (1) plati podobnda nasledujiica veta.
Jej doékaz je podobny predchddzajiucemu.

Veta 4. Nech funkcia f(x) € Cola, ) a (f(x) £ 0, pridom f(x) = 0 neplati
v Ziadnom CiastoCnom intervale intervalu (a, o). Potom existujii ricSenia u(x)
a v(xz) rovnice (1), pre ktoré plati
u(x) . w'(2) . w'(x) + 0:u(x) <0, w'(x) > 0. v (2) <O limu’'(x) = lim «"(2) 0.

lim w(x) existuje,

>0
v(x) . v'(2) V(@) £ 0; v(@) >0, v'(x) > 0, ¢"(x) > 0; lim »(x)
lim v'(x) = co.
aT->c

v"(x) rastie.

Ked predpokladame naviac, Ze je f'(x) < 0, potom pre riefenie u(z) a v(x) plati
aj lim u(z) = 0, lim v"(x) = o0.
X—>00 aJ—->oc

V dalsej ivahe budeme pouzivatl este niektoré dosledky nasledujucej vety
([3], str. 217).

Veta Nech y(x), z(x) si riefenia rovnic
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(2) Y+ fle)y =0
(3) 2" +g(x)z — 0

a vyhovuju tym istym zaiatoéngm podmienkam v bode a. Nech funkcie f(x)
g(x) si spojité ma {a, b) a nech na tomto intervale je f(x) > g(x) = 0. Nech rie,
Senie Z(x) rovnice (%), ktoré vyhovuje zaciatoénygm podmienkam ZzZ(a) = z'(a) = 0.
(a) =— 1 je kladné v intervale (a, b) a nech je aj y(x) > 0 v intervale (a, b)-
Potom je y(x) < z(x) na (a, b).

Désledok 1. Nech v intervale {a, b> plati f(x) = g(x) = 0. Nech rieSenie
z(x) rovnice (3), ktoré vyhovuje zaiatoénym podmienkam z(a) = z'(a) = 0,
z"(a) > 0 ma nulovy bod wxo € (a, b>. Potom rie§enie y(x) rovnice (2), ktoré vy-
hovugje tym istym zaciatoénym podmienkam v bode a, md nulovy bod v intervale
((l, IO>~

Désledok 2. Nech je f(x) < g(x) < 0 v intervale {c, ay. Nech rieSenia y(x),
resp. z(x) rovnic (2), resp. (3) vyhovujid v bode a zaliatocnygm podmienkam y(a) =

-y'(a) = z(a) = 2'(a) = 0, y"(a) =2"(a) >0 a nech z(x) md nuloviy bod
29 € ¢, a). Potom aj riesenie y(x) md nulovy bod v intervale {xo, a

Doékaz. Doésledok 1 plynie bezprostredne z uvedenej vety. Poznamenajmo
iba, Ze ak plati pre funkecie f(), g(x) aj znamienko rovnosti, t. j. f(x) = g(x) = 0,
potom aj pre rieSenia y(x), (.’(’) zodpovedajicich rovnic bude pldtlt neostra
nerovnost, t. j. y(x) < z(x) v intervale {a, b). T4to poznamka vyplyva z do-
kazu uvedenej vety.

Doésledok 2 dostaneme, ak v rovniciach (2), (3) zavedieme transformdciu
nezavisle premennej * = 2¢ — ¢. Potom pre x € {c, a) plati, Ze t € {a, 2a — c>.
Dalej oznacéme g( ) = y(2a — t) = u(t), z2(x) =22 —1t)=10(), flx)=
— f(2a — t) = f*(1) = ¢(2a —- t) = g*(t). Teda u(t) a v(t) vyhovuji rov-
niciam

I// f* 0
o) — g*() o(t) == 0

a plati — f*@#) =2 — ¢*(t) =2 0 pre tea, 2a — c¢). Pouzitim désledku 1 na
rieSenie u(t) a v(t) a spitnym navratom ku rieSeniu y(z), 2(x) plynie spravnost
désledku 2.

Veta 5. Nech funkcia f(x) € Co(xo, 00). Nech x1, X1, Y1, J1 - - -, Xns Tny Yn, Yy - - -
Je rastica postupnost Cisel z intervalu (xo, o0). Nech existuje takd kladnd kon-
Stanta M3, Ze pre funkciu f(x) platia nerovnosti:
fx)y = M3, ak x € {xn, Tuy a f(x) £ — M3, ak x € lyn, Yny, n=1, 2, .... pri-
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