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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 1, 1065

0 DELITELNOSTI FAKTORIALU »n!.

JOSEF METELKA, Olomouc

V élanku se nejprve fesi otizka: Kterou nejvyssi moeninou ¢isla m 2> 1
je délitelny faktoridl n!? V druhé &asti je otdzka v jistém smyslu obracena:
Které piirozené &islo n md faktoridl n! délitelny mocninou m#, nikoli vak
mocninou mk+l daného piirozeného éisla m > 12

§1

Umluva. Viecka mal4 latinska pismena v celé prici znaci vzdy piirozend
¢isla. Vyjimkou je jen exponent k, ktery muze byt téz roven nule. Ostatni
odchylky budou vzdy udény:

PoloZme si problém:

Kterou nejvysdsi mocninow Eisla m > 1 je délitelny falktoridl n' ¢

A

Necht je m prvodislo, tj. i = p > 1.

Véta 1. Je-li p proocisio, je faktorial n! déitelng ¢islem pr, kdo
ow

b N

PN

il p,

s

a nent délitelny ¢islem pk+i,

Ditkaz véty je uveden skoro ve viech: uéebnicich teorie ¢isel. napi. [1. str. 46:
2, str. 24; 3, str. 25].

Priklad. Cislo 131! je délitelno 532 a neni déliteino 533, nebot

131 131 131
- =]+ 26 A1 = 32,
5 25 125

Véta 2. Necht je p'™ nejoyssi mocnina prooéisla p, jiz je délitelny faktorial n!,
pak plati
. n
lim -
nesse P =
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Diukaz. Budeme piedpokladat, Ze » je jiz vétsi nez p. Oznacéme i, = [log,n],

pak mame -

1 o 1 e U
- 1 == oz .
(1) . - lim —

N—>00
Pro libovolné j plati
B .
et R By
. l)j pi

Seftame-h tvtomerovnosti pro j = 1,2, ..., iy - dostdvame

1 n
]
2 P N :
¢ ) iu = on S AR — IC" ::f 0 .
P p

v v

Deélime ¢islem w a limitujeme pro w-» w0, ¢imz dostdvame
. in 1 . len, .
lim-—- = - — lim- - 220
n->co ‘N ?7 — 1 N> 00 n.

a to dava vzhledem ke vztahu [1] tvrzeni véty.

- Pro-prvai odhad Ize tedy v nékteryeh piipadech psat

n
3 kp ="
(3) Ol
: N 131
Napi. pro n 131, p - 5 dostaneme tak kg = |——| =
4

32 v aplné shodé

A presnym vysledkem ziskanym podle véty 1. Piehled o plesnosti vztahu (3)

podavd véta:

Véta 3. Mda-li by g% vizrane jako ve vété 2 a je-li i, — [log

o ] o

p ), plati

A e 1) B

p - Sy 1
Dukaz: Z nerovnostf (2) plvne jednak
h ‘M n

by o — - .

p 1 Prp - ) o]

coz lze psit

RPTUAN \

=2



jednak
n n
(4) kn > - i — i” .
p—1 p"p-—1)

Odhadnéme vyraz

n

pHp—1)

u =

n

Prop=2je u= < 2 vzhledem k volbé &isla ¢5. Pro p > 2 je

20
2.pin' (p__ 1)>pin+l >n
a tedy opét u << 2. Nerovnost (4) pak dava
n .
kpn>————(n+1)—1,
p—1
coz lze psat déle

kn =

" .
p_l]_(zﬂ—*'_l)'

Poznidmka. Pro p > 2 se obou hranic, udanych ve vété 3, skuteéné do-
sahuje. Jestlize je n = p*, je podle véty 1

pF—1 n 1 n
kn-: = - = .
p—1 p—1 p—1 p—1

n
Naproti tomu pron =p* — 1 je i, =5 —1a [T]zpsﬂ —1,5=1,...,s
r

a tedy

P pt—1 n n 1
"1 P Tp—1 T &Y

Je-li p = 2, neni mozné dosahnout horni hranice z véty 3. Snadno se zjisti,
Ze v tomto pfipadé plati b, < n — 1.

B

Necht je m &islo slozené m == pJ* . pi ... pI* .

Véta 4. Cislo n! je délitelné mocninou mk, kde
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Dikaz. Oznaéme k; exponent nejvys$fi mocniny prvodisla p;, kterou

P

L)

) 1 &[] 1<
k = min 7‘—1;[;{} s eens T—s;[

a nent délitelné mocninow me+1,

=[n
je délitelné ¢&islo n!. Podle véty 1 je kj == > [—L} Faktoridl »! lze tedy psat
i=1] Ps

n! = ph. ... p¥ .z, kde ptirozené &islo z uz neni délitelné Zadnym z prvo-
¢isel p; a tedy také ne Cislem m. Jestlize faktoridl n! je délitelny mr, r = 0,

n!

plati — = pf=™ . pf=™ 2 Musi oviem byt k; — rr; =0 pro vsecka j
r

k C oy , . -

atedy r < [_j] Nejvétsi ptipustny exponent » = k dostaneme jako minimum

r
J

k
viech &isel [ _j] coz dokazuje nasi vétu.

75
Poznédmka. Cislo k z predeslé vty lze poditat také takto
1 < »
k = |min -Z —IH, 1=j<s.
) il Pi
Piiklady. Faktorial 16! je délitelny 83, &islo 4 000 000! kondi 999 999 nu-

lami, ¢islo 10! je délitelno 1202, ale jen prvni mocninou ¢éisla 7 atd.

§2

Dalsi otazka je v jistém smyslu obracend k piedeslé:
Které prirozené Cislo n md faktoridl n! délitelny k-tou mocninou &isla m,
nikoli vSak mocninou m¥x+1?%

A

Necht je opét nejprve m prvoéislem, m = p > 1. Podle vysledku véty 1
jde o feSeni rovnice

[ =
© 21+
ptirozenymi &isly x.
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Pro dané p a £ nemusi mit rovnice (5) vibec koien. Volme napt. p = 5,

o< [ 24 )
k= 5. Prow =2+ je > | =1 - 4atim spiSe neni délitelny 5° faktorial zad-
i1l o
w [25
ného gisla mensiho nez 24, Pro w == 25 je > |- —| = 6 a tim spife je faktorial
. . . ; =i ‘
(==1)

kazdého @isla vEtiiho nez 25 délitelny aspon 55 Rovnice > [ i-l == 5 nema
P o J

tedy zadny koien.
- Naproti tomu, je-li rovnice feditelnd pro & >» 0, ma pravé p koienu, jak
ukazuje véta: '

Vita 5. Je-li p prvocislo a k > 0 celé Eislo, pak rovnice (5) bud nemd vibee
Zadny ko¥en nebo jeji kofeny tvori posloupnost p po sobé nasledwjicich prirozenijch
tisel.

Dukaz: Je-li n» kofenem rovnice (5), musi pro £ > 0 ztejmé byt n - p.
Uvazuime posloupnost p po sobé nasledujicich privozenyeh &isel w == rp,
w4 Lo, m -k pooo 1o Je-l kterékoliv z nich kofenem rovnice (5). jrou viecka

n - g o _
ostatni téz kofeny. nebot plati| - - | =|-—-—-]. 0 = j < p - I a tedy také
])'1 p'ln-]

"'L ‘I /,' I r L N8 I' N
) . CoAvsak bro on 4 oss s ol platd = 3
> > \wlak proon p. plat 1
, ; 2
i pl Ty opid P [p
ol e IR Aoy . )

' e e 2080000 a tedy D = k. Obdobne se uka-

P P o

NI
ze, Ze prow — 0000 je D ‘ k
[ENY L

Poznamka. Prok = 0 md rovnice (5) ziejme p-- L kofentu 1. p - L
Pripad 4= 0 mdzeme tedy v daldim — pravé tak, jako jsme to acinili ve
vété 5 - vyludovat.

N4§ problém zni nyni takto: Urdéete, pro kterd p a & = 0 je rovnice (5)
feSitelnd, a udejte metodu feseni. Obou efld dosahneme konstrukei zajimavé

v

¢iselné soustavy, kteréd nebylo - pokud je mi zndmo dosud pouzito.

Definice L. .Je-li moiné wapsal Fislo k> O ve teara

(6) L '('[1411,11 4 ({'_’-'l‘_hu P ’[rflr.p-

kde Ay = U pop p o0 pitl, 0Ty 1, V2o oooody = 00 Mkdame.

Ze Cislo k e psdano v nedplné p-wdické soustavd.
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Véta 6. Existuje-li vyjadient Eisla k > 0 v nedplné p-adické soustavé, je jedno-
naéné.

Dukaz. Jednoznadnost se dokazuje zcela obdobné, jako jednoznaénost
vyjadient &isla v Gplné p-adické soustavs, tj. opira se o faks, Ze

(p — DArp+ (p—DAzp + ... +(p — DAsp < Aji1p.

Véta 7. V neuplné p-adické soustavé melze vyjadiit vecka prFirozend Eisla.
I polouzavieném intervalu {1, Aj11,p) je pravé A;, pfirozenych Eisel, pro néé
se nedd najit vyjddient (6).

Dikaz. Pro ptirozena &isla k z intervalu { 1, 4;1,,) musi byt ve vyjadieni
(6) dj1 =dj2 = ... =0. Volime-li za koeficienty d;, 1 <s <j, viecky
plipustné ¢iselné hodnoty, dostaneme p/ vyjadieni ve tvaru (6), tedy podle
véty 6 p’ ruznych piirozenych é&isel, kterd jsou vesmés mens$i nez Aji1,p,
nebot

diArp 4 oo didip = (p — D(Arp + oo + Ayp) =
=@=—D+@-D+...+@ —-1) =44 — G+ 1) < djrrp.

V intervalu ( 1, 4j,1,p) nelze tudiz vyjadiit ve tvaru (6) Aj1.p — p/ = Ajp
disel.

Ozna¢me M;, mnozinu ptirozenych éisel z intervalu (1, 4j11,5), jez nelze
vyjadiit ve tvaru (6), a oznaéme dale M;, mnozinu piirozenych &isel z téhoz
intervalu, pro néz nema rovnice (5) feSeni.

Véta 8. a) M, C Mjp; b) je-li Eislo k > 0 psdno ve tvaru (6), md rovnice (5)

r
kofeny w = > dip?, 0 =dy < p — 1.
)
Dikaz. Sta¢i dokazat tvrzeni b), nebot tvrzeni a) je jednoduchym dasled-
.
kem. Necht tedy x = > djp?, pak
=0

j=

x r
[_] =D dpii, i=12, ...
A

a tedy

Ll i=1j==i j= i=1 j=1

Véta 9. Do mnoZiny ﬁjp pat¥s kaZdé ¢islo tvaru
) k= djr,p — $idip — giadjng — ... — gadep — mdyy

kde koeficienty gs, 2 < s = J, nabyjvaji nezdvisle na sobé hodnot 0,1, ..., p — 1
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a m je pFirozené &slo z intervalu <j — 7 -+ 2,)0, prifemZ r znamend inder
prontho nenulového prokw v posloupnostt 92,93 -, g1 = 1.

Dakaz Ukéazeme nejprve, ze k je ¢islem intervalu <1. Adji1,). Vztah
k <7 Ajir,p je ziejmy; dale k = Ajap — (P — D(dip + .o doy) — jodiy =
= Aj1p — (P — Wdjp + oo+ Aop + Arp) + (p — ) — Dedyp =
= Aji1p — Ajyprp+j+ 14 (p-j—1)=p>1. Nyni je ticha rozezni-
vat dva pripady:

a) go = ... = g; = 0. (Tento pi¥ipad nastavd mimo jiné vzdy, kdy7z j = 1.)
Pak &islo k == Aj1,p — mdip, kde m je v intervalu (I, j>. Zvolme dvé
dsla oy = pitl a ag = pitl — 1.

P, jil
| X1 -
Pak mame > [4} = Zpi—i"rl = Ap1,p >k,

4/_{ pi i=1
L X9 i
> [ } =P i Ay = (o D) < ke
— | pt .
i1 i1
Rovnice (5) tedy nema teseni.

b) Asporni jeden z koeficient gz, ..., g; je rizny od nuly. V' tomto pripade
je vidy j > 1 a ¢islo k£ ma tvar

k= Aprp — gidip — ... — Grdrp — mdi,.
kde j = r =2, g, + 0 a tedy m je ¢islo 7 intervalu <j — r ¢ 2./ . Zvoln.e
dvé piirozena ¢isla
wp=(p =i — Dpl + o (p gy — Dp' L= (p - g)p'.
o= (p =g NP+t P g — it e (p - g

Snadno najdeme vztahy

“le

]
}A(pvjjﬁl)p] Pt @ g i (pe gt | RN
P P P
:1:1, _ 1pi-r .l"g‘ Il-
i (p—g; — pi7 4 + (p Jrov— Vp -+ (p-—-gr):| | = |
P [)r 1))

=
=)
:‘ H
[ —"
i
<
&
I
—
=
~.
|
-
)
DR
/
[
3
I
—
l:’
[
i
i
—
s




Scéitanim dostaneme

o

SN (p —gi— DA+ P g — Vdpiap -+ (p — gr)Ary-
— | pl
|

Upravujeme-li postupné od posledniho séitance s pouzitim vztahu p . 4, , =
= Ad¢1, - 1. dostaneme
Ny

S Ay —gi-Ajp— oo = Gy — (g —r+ 1) >k;

U“ -'F': v .
NS i g A g Arp — D <R

r1
Yovnice (5) tedy nema pro zadné b tvaru (9) kofeny.

Véta 10. MuoZina M;p ma pravé Aj, proki.

Diakaz. Mnozina M;, nemtze mit vice nez 4;, prvka v dusledku vét
Sa) a 7. Ukdzeme nyni, Ze ¢isel £ ve vyjadieni (9) je 4;,. Dikaz ma dvé
casti:

a) Jednoznacnost vyjadieni (9):

Piedpokladejme, ze ¢&islo & lze psat ve tvaru (9) dvojim zplisobem
(10a) k= Ajiy = gidip — o = grdry — mAdry, gr + 0,
mej—r4+ 2.,
. . ’ ’ N ’
(10h) k- dpp —gid;, — o gl —midiy, g+ 0,
m' e ) — 84 2,5
a ze r s> 10 pricemz neni vyloucen piipad, ze » = j 4 1 (pak zni (10a)
takto: & -2 Asip — mArp, med,j>). Jeli r > s, doplnime vyjadient
(1oa) formalne ¢leny —gr 14 1,p — .. = gsdsp, kde gr1 = ... = gs == 0.
Odcitanim (10b) — (10a) dostavame
W N TIAY
(l ]) 0 - (.(// o .(/_;')Aj‘/) 7I’ _} (.(]‘ o .(]s)[lx.y) VT‘ (”l - m )fl]-P'
! / v 4 <
(g —g0d 0, o H g —gdA,, 4 m- m) Ay, =
. o 4 ! <«
v = G, b g gl A, A ey =
(p = DA q) oo Aep) A imo = < (p— WA,y 4+ oo A) o+

2= Ay — (= 2) < Ay

- , ’ v s v A

Kdyby tedy bylo ve vyrazu (11) g; — g; + 0, ptevazil by prvni élen vpravo

v absolutni hodnoté nad soudétem vsech ostatnich, coz vsak neni mozné.
, ’v " ’ ! ’ . Jien 4 r__

Musi tudiz byt g, —g,= ... =g, — g, =0 a ovsem také m —m’' — 0.

Vyjadieni ¢isla & ve tvaru (9) je tedy jednoznadéné.
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b) Pocet raznych vyjadieni tvaru (9):

Cislo m muzZe nabyt své nejvétsi hodnoty j, at jsou koeficienty s, ..., ¢;
jakékoli (v mezich 0 aZ p — 1), tj. tedy u p/=1 ¢&isel tvaru (9). Hodnoty j — 1
mize nabyt jen tehdy, je-li g2 = 0 a ostatni koeficienty g3, ..., g; jsou libo-
volné, tj. u p/=2 ¢isel tvaru (9). Tak lze usuzovat dale; nejmensi hodnoty
m = 1 lze pouzit jen v piipadé g2 = ... = g; = 0, tj. u jediného ¢&isla tvaru
(9). Celkem je

Pl bp =4y,

moznych vyjadreni tvaru (9) a tedy také 4; , riznych &isel k.

Dusledek. M;p = M.

Tim je piedlozend otdzka tplné zodpovézena pro m = p.

Piiklad. Necht je p = 7. Uréime nejprve &éisla A;, a to s pomoei reku-
rentniho vztahu Apq,p =p. 45 + 1, A1p =

‘41,7 = 1’ A2,7 = 8, ;’13’7 = 57, A4’7 = 400,
Existuje tedy napt. 8 ¢isel mnoziny Ms; a jsou to &isla 57 — 8gs -— i, kde
muze byt
g2 0 0 i 2 3 4 5 6
: |
m 1 2, 2 2 2 2 2 2

Mame tudiz:

Mo; = {7, 15, 23, 31, 39, 47, 55, 56} .

Pro téchto osm ¢isel £ nemd rovnice }

[ee] w
[“} = k feSeni. Volme v intervalu
i1 ¢

{1, 57) &islo, pro néz feseni existuje, napt. k = 53 a hledejme kofen rovnice.
Cislo 53 vyjad¥ime v neuplné sedmitkové soustavé 53 = 5. 417 + 6. da7.

A pak ma rovnice vzhledem k vété 8 tyto kofeny
r=dy+5.T+6.72 0Zdy=656.
Jsou to kofeny 329, 330, 331, 332, 333, 334, 335.

Obdobnym zptsobem je napi. pro p = 11, k£ = 1999 998
= x = 20 000 001.

19 999 991 =

Necht je m &islo sloZené m = p}'.....p>. Nyni jde o FeSeni prirozenymi

éisly rovnice (véta 4.):
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L &2
(12) min { | — R =k, 1=j=<s.
z p;.

j i i
To znamend, ze kofeny musi soudasné vyhovovat s nerovnostem

1 & @ 1 3| @
(13) —Z A zk D =k
81 pl Fs ﬁ ps

T oi=1

If

kde aspon v jednom vztahu plati znaménko rovnosti. Nerovnosti (13) muzeme
piepsat takto

() x oo‘ x
(14) Z | =k, > || =k,

izl P iz L P

kde tentokrat nemusi platit rovnost ani v jednom vztahu, avsak aspon pro
jedno piirozené &islo j, 1 =< j < s, musi platit

<l x
i=1 LY

Budeme fesit za pomoci metody vylozené v oddile A postupné nerovnosti
(14). Jestlize tyto nerovnosti davaji kofeny

ay =Sa, .., ds <o,
musi kofeny rovnice (12) spliovat vztah
(16) a =z, kde a= max(a,...,ds).
Dale fesime postupné nerovnosti (15); necht kofeny jsou
x <by,....x <bs.
Pak musi kofeny rovnice (12) spliiovat dalsi vztah
(17) x<<b, kde b= max (b1, ..., bs).

Rovnice (12) mé tedy FeSeni pravé tehdy, jestlize plati a < b.
Priklad. Necht je m = 2800 a k = 3.

2800 = 24 . 52 . 7, jC tedy p]_ == 2, ry = 4, ])2 .'.), ro == 2. [)3 == 7’ rg == 1.
Nerovnosti (14) maji tvar

z [t] =12, N [7] > 6. } { v J > 3
2i £ | 5i a7

i1
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a davaji

ap = 16 < u, as = 26 = w. ay = 21 =,
odkuad podle (16)
25
Nerovnosti (15) maji tvar
e oc " N .
o g S o
Slol=w Sl |=s >l )<
2i Za| 5i Lo 7
i1 i1 il

a davaji
X A8 = by w35 - be. < 28 = by,
odkud podle (17)

&€r < 35.

v

Existuje tedy deset ¢isel, a to
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32. 33, 34,

takovych, Ze jejich faktoridl je délitelny 2800% a ne 28001
Priklad. Necht je m = 36, k = 52.

36 =22 32 t). py =2, vy =2, pp= 3, 12 = 2

N ° .
N =04 S| = 104
Ly | i - L, 3i
i=1 (=1

ayp == 108 < a (y = 216 =

S druhé strany
< a o 7
— | <106, > |-—| < 108,

Lo 2i vy Y
D | (=1

€< 112 == by, @ <216 by

V tomto pfipadé nema tloha viabec Teseni.

N

Otdzku, kterou jsme si polozili v § 1, lze obritit jesté jinym zpusobem:

Najdéte Eislo m > 1 takové, aby danyj faktoridl n' byl délitelngy m* a ne nik -1
pri daném privozeném Eisle k.

Pii pouziti piedeslych vysledki je tloha zeela snadnd a neposkytuje nic
zajimavého. Uvedeme prosté popis feseni.

Faktorial »! rozloZime na prvocinitele

Iy N

wlo==pitops .



ri ry
Oznacme [~ == u o=y, g T

ke ok

Oznatme dale M; mnozinu ¢isel tvaru

(18) LA A AR |V T8

Je-lt mee My, je n! délitelno nejméné mk, Obdobné oznaéime Mr+1 mnozinu
Cisel tvaru

(19) P N AN I - TS

Jo-liome My 1, je n! délitelno nejméné mk 1. Nasi dloze tedy vyhovuji viecka
¢isla mmoziny My -- M. Podle (18) a (19) je to celkem

N 5

[T+ 1) = [T + 1

j=1 J=1

ptirozenych &isel m, které vyhovuji piedlozené dloze.
Ptiklad. Necht je n == 25 a k = 3.

25! == 222 310 56 73 112 13 .17.19 .23,
wy =7, Uy = 3, Uz = 2, uy == 1, us == ... = 0,
v = D, vy = 2, vy = 1, vy = ... = 0.
(isla mnozin Ms, resp. My jsou

2!/1 . 3!/2 . 5!}3 . 7!/;5 0 :i !/j < uj,
resp.

2UUBESE 0=y,

Existuje tedy celkem 8.4 .3.2 — 6.3 .2 = 156 piirozenych &isel takovych,
ze 25! je délitelno pravé treti mocninou kazdého tohoto ¢isla. Nejmensi
z téchto Cisel je my = 7, nejvetsi je misq = 604 800 = 27 .33 . 52 . 7.
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UBER DIE TEILBARKEIT DES FAKTORIALS n!

Josef Metelka

Zusammenfassung

Zuerst behandelt man eingehender die bekannte Frage der héchsten Potenz der ge-
gebenen Zahl m > 1, durch welche das Faktorial n! teilbar ist. Dann wird die umgekehrte
Frage betrachtet und zwar wird ein solches Faktorial n! bestimmt, das durch m*, nicht
jedoch durch mk+1 teilbar ist, wo m und k gegebene Zahlen sind. Es handelt sich um
die ganzzahligen nichtnegativen Losungen der Gleichung (5), bzw. der Gleichung (12).

Im Falle der Primzahl m == p wird bewiesen, daB die Gleichung (5) fiir die und nur fiir
r

die Exponente & lésbar ist, welche sich in der Form k = Y djAj , ausdriicken lassen,
g1 '
wWodjp=14+p+..+pi~lund 0 < d; < p — 1. Es existieren dann genau p Lésun-

,

gen der Gleichung (5), die man alle in der Form & = Y] d;pJ, wo dg eine beliebige ganze
j=0

Zahl 0 <dy <p — 1 ist, schreiben kann. Das Verfahren gestattet es, das Problem

auch fir zusammengesetzte Potenzbasen m zu 16sen. Die Gleichung (12) wird in diesem.

Falle auf ein System von Ungleichungen (13) bis (17) umgewandelt.
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