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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 3 — 1957 

O VEKTOROVEJ MIERE 

K J O R K L U V Á X E K 
Katedra matematiky Slovenské j vysokéj školy technické j v Bratislax 

Tento článok sa zaoberá mierou, ktorej hodnoty sú z Banachovho prie-
storu. Hlavně je vyšetřovaná otázka, kedy sa dá takáto miera definovaná na 
algebře rozšířit na mieru definovánu na cr-algebre. 

1. Nech X je lubovoiný (reálny alebo komplexný) Banachov priestor. 
X* je jeho združený priestor (množina všetkých lineárnych spojitých funkcií 
na X) a X** je združený priestor priestoru X*. Normu prvku x € X ozna­
číme | x |. 

Nech 8 je Tubovolná neprázdná množina. 
Vektorovou mierou nazveme funkciu ju, ktorej obor definície R je algebra 

podmnožin množiny 8, hodnoty sú z I a pre každú postupnost {En} CR 
oc a

A X 

disjunktných množin je //(u En) = >̂ /u(En). ak u Eu € R. 
n 1 // - 1 // - 1 

x ' A 

Posledná rovnica znamená, že lim j JU(U En) — ^ /u(En) \ = 0. 
i n ^ 1 u—\ 

Ak hodnoty vektorovej miery sú čísla (X je množina reálných alebo komplex-
ných čísiel). nazýváme ju zovšeobecnenou mierou. Ak zovšeobecnená miera 
nadobúda iba reálné nezáporné hodnoty, voláme ju jednoducho mierou. 

Nech /u je vektorová miera na algebře R. Definujme funkciu i/! i; na R 
vzorcom 

H// | | ( « ) = s u p | ^ ^ ( É ? . ) I 
' - i 

pre každé E € R, pričom supremum sa berie pre všetky konečné systémy dis­
junktných množin Ei € /?, Ex C E a všetky volby čísiel | x{ \ S V Funkciu i // i i 
voláme polovariáciou vektorovej miery JU. 

Zřejmé | ^ ) | ^ \\ji\\(E) a | | / / | | K < í|//1| (F) pre KC K. Ďalej |!/iM (u EJ ^ 

-ž ^i | | V || (Eti) pre každú postupnost' {EJ C ft, pre ktorú u Eue R Pozná-
n l ' n -,t 

menajme, že | | ^ | | nemusí byť miera. 
Budeme hovořit, že vektorová miera /u splňuje podmienku (A), ak platí 

tvrdenie: 
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(A) Existuje konečná miera v. definovaná na R s vlastnosťou: Ku každému 
číslu F > 0 existuje číslo ó > 0 tak . že \\ ju \\ (E) < e pre každú množinu 
E e R, pre ktorú v(E) < 6. 

2. Vola. Nech ju je vektorová miera na algebře R. Nech S = S(R) je najmensia 
a-algebra nad algebrou R. Na a-algebře S existuje vektorová miera Ji, pre ktorú 
fi(E) = fi(E) pre FJ € R, vtedy a lem vtedy, ked ju splňuje podmienku (A). 

D ó k a z . I. Nech fi splňuje podmienku (A). Mieru v z tejto podmienky móžeme 
})ovažo\rať za definovánu na celej G-algebre S, pretože ju móžeme v pripade 
potřeby z algebry R na O-algebru S jednoznačné rozšířit. 

Nazvime dve množiny E. F eS ekvivalent nými, ak v(E /\F) = 0 (E A, F =-_-
-- (E — F)u (F — E)). Táto dohoda splňuje všetky předpoklady ekvivalencie, 

a preto sa systém S rozpadne na disjunktně triedy navzájom ekvivalentných 
množin. Označme množinu týchto tried [S] a triedu, v ktorej leží množina E. 
označme [E]. V množme [S] zaveďme nasledovnú metriku o: o([E]. [F]) — 
.-= v(EAF). 

Množinu tých tried, v ktorých leží aspoň po jednej množině z R. označme [R]. 
Z vety o aproximácii miery vyplývá, že [R] je hustá množina v [S] pri me-
trike o. 

Ak sú dve množiny E,FčR ekvivalentně, zrejme || fi \\ (E A F) = 0. 
teda ju(E) = pt(F). Móžeme preto na [R] definovat funkciu cp tak, že <p(\E]) = 
— pi(E). pričom E zvolíme z R. 

Funkcia ť/' je rovnoměrné spojitá na [R]. Aby sme to dokázali, zvolme 

ť > 0. Nájdime <) > 0 tak, aby pre v(E) < O bolo || pí \\(E) < F . Ak je 

o([E], [F]) = v(EAF) < O, je | cp([E]) - cp([F]) | = | M(E) - pc(F) j -
-= I fi(E - F) - fi(F - E) | < j fx(E - F) I + | pc(F - E)\< \\ fi \\ (E - F) + 
|- || ^ | | (F - E)< 2 \\pc || (EAF)< f , 

Pretože hodnoty funkcie y sú z úplného priestoru X, z toho, že [R] je hustá 
množina v [S], vyplývá, že existuje jediná rovnoměrné spojitá funkcia (/ 
definovaná na [S], ktorá sa zhoduje na [R] s ep. 

Pre Tubo volnu množinu E 6 S položme fi(E) = qJ([E]). Zrejme ])re E € R 
je fi(E) ~ //(K). LTkážme, že // je vektorová miera. 

Najskór dokážeme, že pre E.FeS, EnF = 0 je fi(E u F) = ^(K) + //(F). 
Zvolme ť > 0. K tomuto «-* nájdime O > 0 tak. aby pre E. F 6 S. r(FA F) < ť> 
bolo \fi(E) — Ji(F) | < f. Existencia čísla O vyplývá z rovnomernej spojitosti 
ťunkcie \p. 

Vra F, F € S . EnF - 0 najdeme množiny E, ,F, eR tak, aby v(E A E,)< [} . 

O 

i ^ Л ^ X ;, 

Je |//(F) - fi(E()\ <s, \jl(F) - /^(Fř) | <s. Ďalej v((E u F) A (E( u F,)) < 
> v((EA Et) u (FA FF)) < d teda i | ]x(E u F) - fi(EE u F,) \< e. 
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Este si všimnime, že E, n F, C (E( — E) u (Ft — F), lebo K n F = (!, z toho 
v(E(nF()<ív(E( -E) + v{Ft-F)^v(EAEF)+v(F&F,)<d,6\ie \ ;t(E() + 
+ /^(Fř) - fi(E(uF() | = ! ,«(#, n F() | < f . 

Móžeme teda napísať odhad | fi(E) + Jx(F) - //(K u F) \ ^ | //(F) — fi'Et) \ + 
+ I Jx(F) - /*(F,) | + | ft(E() + fi(F() - fi(EE u F() | + | /,(Kř u Fř) - Ji(E u F) | < 
< 4e. Pretože e > 0 je íubovoíiié, je fi(E u F) = Jt(E) + Ji(F). 

Teraz dokážeme: Ak {£?,.} CS je rastúca postupnost a K = u F\, platí 
n - I 

rovnost /i(F) = l im^(F J . Z toho, že lim v(Eu A E) = l imr(F - .£J = 0 

vyplývá, že aj lim \JJt(En) — tu(E) j = 0. 

Tým sme dokázali, že JÁ je vektorová miera na S, lebo pre 1'ubovolnu po-
oo \ 

stupnosť {KJ CS disjunktných množin je lim \Ji( u En) — ^ //(FJ i = 
i >? = 1 /< l 

= l i m | i u ( u £ n ) - / í ( i j ^ / i ) | = 0. 
i ?< - 1 tt ~ 1 

EL Nech existuje na S vektorová miera JI tak, že pre E € RjeJx(E) ----- JU(E). 

Máme ukázat, že fi splňuje podmienku (A). Podlá [1], str. 294, vektorová miera JÁ 
splňuje podmienku (A), lebo je definovaná na G-algebre. Zrejme je || Jt \ (E) ^ 
S_ | | /LI || (E) pre každii množinu E € R, teda ix splňuje podmienku (A) s tou 
istou mierou v ako Jt. 

Tým je dókaz ú])lný. 
Poznamenajme ešte k tejto vete, že vektorová miera LI, ak existuje, je 

určená vektorovou mierou fx jednoznačné. To sa dokáže úplné podobné ako 
pre mieru, ktorej hodnoty sú čísla. 

»{. Podlá [1] každá vektorová miera definovaná na c-algebre splňuje pod­
mienku (A). Vzniká teda otázka, či nesplňuje podmienku (A) každá vektorová 
miera, ktorá je definovaná iba na algebře. Odpověď na tuto otázku je zá­
porná, ako ukazuje následujúci příklad. 

Nech X je množina reálných čísiel s absolutnou hodnotou ako normou. 
8 nech je 1'ubovoíná nespočítatefná množina. Algebra R nech pozostáva s; prázd-
nej množiny, z konečných množin, z komplementov konečných nnožín 
a z množiny 8. 

Ak E € R je konečná množina, kladieme /u(E) rovné počtu prvko v množiny E. 
Ak E 6 R je nekonečná množina, t. j . E = 8 — F, kde F je konečná, kladieme 
fl(E) - = fl(F). fi(0) . / ř(S) -_- o. 

O-algebra S(R) pozostáva z najviac spočítatelných množin a ich komplemen­
tov. Zrejme sa nedá /Lt rozšířit na O-algebru S(R), teda ani nesplňuje pod­
mienku (A). 

4. Budeme sa zaoberať otázkou, kedy vektorová miera splňuj? pod­
mienku (A). 

188 



Nech tu je vektorová miera na algebře R. Definujme funkciu | [*• \ na R 
vzorcom 

ţi (E) = sup y \fi(En 
W - - - 1 

pre každú množinu E € R, kde supremum sa berie pre vsetky postupnosti 
OG 

{EJ CR disjunktných množin takých, že u En C E. 
n =•• "I 

| JU | je miera na algebře R a voláme ju variáciou vektorovej miery /I. 
Ak ide o zovšeobecnenú mieru (/u(E) sú čísla), vtedy pojmy polovariácie 

a variácie splynu. To je zřejmé z toho, že pre každé e > O existujú disjunktně 
n \ »\ 

množiny Et € /?, u ^ C E tak, že | /* | (E) — t: < >̂ | / ^ ) | = | ]> -V* (-#,•) I 
í = i L-i t - i 

pričom táto rovnosť platí, ak zvolíme ,v- tak, že T-/i(K-) •= | /^(KJ |. 
Zrejme platí, že \\ JU \\(E) < \/u \ (E) pre každú množinu E č R. Z toho 

vyplývá: 
Ak variácia vektorovej miery /u je konečná, ju splňuje podmienku (A). 
5. V [1], str. 293, je dokázané, že pólo variácia každé j vektorovej miery, 

definovanej na c-algebre, je konečná. Z toho vyplývá, že polovariácia každej 
vektorovej miery /u definovanej i na algebře R je konečná, ak JLI splňuje pod­
mienku (A). Takáto miera sa totiž dá rozšíriť na vektorovu mieru ju na rr-al-
gebre S a j | p | | (E) < \\ ji || (E) pre E <E R. 

Čiastočným obrátením tohto tvrdenia je nasledujúca 
Veta. Nech /u je vektorová miera na algebře R. Ak priestor X, z ktorého sú 

hodnoty ju, je reflexívny, t. j . X = X** a polovariácia vektorovej miery ju je 
konečná, vektorová miera /u splňuje podmienku (A) a dá sa rozšíriť na a-algebru 
S = S(R). 

D ó k a z . Dokážeme, že za predpokladov uvedených vo vete sa JU dá roz­
šíriť na o--algebru S. 

Nech x* G X*. Funkcia x*/u definovaná na R rovnicou x*/u(E) = x*(fi(E)) 
je zovšeobecněná miera na R. Jej variácia | X*/LI | je konečná, pretože 

n n 

| x*fi | (E) = sup | V cxi X*JLI(E{) \ < sup I x* | | y *i [A(E{) \ = \ x* \ \\ /LI II (E). 
i^\ « = 1 

Teda pre každé x* € X* existuje zo všeobecněná miera rx* na S s konečnou 
variáciou, pre ktorú platí: Pre E € R je vx*(E) = x*(/u(E)). 

Nech E € S. Ak definujeme x%* rovnicou x%*(x*) = vx*(E), potom xf* € X**, 
t. j . xfj* jelineárna spojitá funkcia n a l * . Pre E € li je to zřejmé. I to je zřejmé, 
že x%* je lineárna pre lubovolnú množinu E € S. Stačí teda dokázat: Ak 
lim | x* | = O, tak lim x%*(x*) = 0. Zvolme e > 0. Pre každé n = 1, 2, 3, . . . 

n n 

existuje množina FH € R taká, že | vx*(E) — vx*(Fn) | < e. Ale | v,*(Fn) j = 

- | **MFJ | < | x* || ^ (FJ \<\x*\\\^\\ (FJ g | a* | || ii || (S). Ak teraz 
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9 

lim | x* | = O, t a k aj lim j J ' ,*(PJ j =-- <> a HmsUJ) j r-^(K) ! s ř . To plat í pre 

každé e > O. čím je dokázané, že x*A € A**. Ale j)riestor A" je reflexívu v, preto 

existuje xK 6 X t aké . že .r^*(.r*) -=-. x*(xK) p r e v še tky ^* € A"*. 

Položme ji(E) = xK . Pre EeR je /LI(E) = ^(E). Okrem toho Pei t is do­

kázal [4, s t r . 283], že funkcia JU na S. s hodno tami v X s t ou v lastnosťou. že 
jire k a ž d é x* e X* je x*ju, zovšeobecnená miera, je v e k t o r o v o u m i e n u i . Ale 
z t o h o dókaz nasej vety už o k a m ž i t é vyplývá. 

(í. Vo vete z predošlého odseku nemóžeme v y p u s t i t j )ožiadavku. iby bol 
j)riestor X rerlexívny ako ukazuje nasledujúci j)ríklad. 

Nech množina S i a lgebra R je t á istá ako v 3. N e c h X je množina vsetkých 
reálných ohraničených funkcií x def inovaných na množině S, pričom n o r m u x 
kladieme r o v n u su|) j x(t) \. 

/es 
Ak E^R je konečná množina, položíme ju(E) = xh:. j)i'ičom xF(t) I. 

ak t e K, a xK(t) = 0. ak t € E. Ak E e R je nekonečná množina, t a k S E = F 
je konečná a položíme ju(E) = -tu(F). 

JU je vektorová miera na R. Polovariácia \\ ju \\ fejto miery vyzerá t a k t o : 
\ji\\ (0) = 0. | | ii \\( E) = 1. ak E ^ 0 je konečná množina, a u /< I\ (E) = 

j)re nekonečné množiny EeR. Polovariácia || ju \\ je t e d a konečná. P ř i t o m 
v e k t o r o v á miera /J nesplňuje ])odmienku (A), pre tože k e b y ju sj)lňovala. 
musela b y miera v z te j to p o d m i e n k y byť j e d n a k konečná na algebře R a okrem 
t o h o b y muselo plat iť . že inf v(E) > 0, čo nie je možné. Priestor X však nie 
je reflex ívny. 

7. P o d o b n é a k o pri miere definujeme úplnosť vektorovej miery. 
Vektorovú mieru [i definovaná n a ťr-algebre S nazveme úplnou, ak p l a t í : 

Ak E € S. || fi || (E) = 0 a FCE. t a k i F 6 S. a t eda || ju |j (F) - 0. 

Veta. Nech vektorová miera fi definovaná na algebře R splňuje podmienku (A). 
Existuje a-algebra Sx a úplná vektorová 'miera /^ na S1 tak. ze RCSA a fix(E) 
= fx(E) pre EeR. 

D ó k a z . Podlá 2 rozšíříme mieru /i n a ťr-algebru S = S[R) a d o s t a n e m e 
mieru /u, k t o r á sa na R zhoduje s //. Označme N sy s tém t ý c h množin G. p re 
k t o r é exis tu jú množiny E 6 S, jničom GCE a !;/L | | (E) = 0. N je O-okruh, 
a a k G € N a IIC G. t ak i H <E N 

O z n a č m e ST systém množin t v a r u FA G, j)re E 6 S a G e N. S^ je a-i lgebra. 
Ak definujeme fjbx(E A G) = fi(E), /i2 je ú p l n á v e k t o r o v á miera na S, 
a fi^E) = ju(E) p re EeR. 

Pozšírenie vektorovej miery /j na úplnú vektorovú mieru /ÍJ oj)ísané v te j t^ 
vete je najmenšie v t o m t o zmysle. Ak //., na S2 je iné t a k é rozšírenie, k toré 
vyhovuje vete. p o t o m S} CS2 a ju2(E) = ju^E) pre E € S, . 

8. Nech /?, S j . [.i a /^ majú t a k ý význam ako v 7. O z n a č m e G = G(R) 
x r 

(resp. F = F(R)) systém vsetkých množin E t v a r u E = u EH (resp. K =- n KJ. 
pričom K;i e R pre n = 1,2, 3, . . . " ' " ' 
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Vela. Ku kazdej množině E 6 Sx a každému číslu e > O existuje 
1. množina C £ R, 
2. množiny G € G. F € ř , 

pricom platí: 
1. H ^ | | ( K A O < *• 
2. FCECG a H^- || ((? - K)< e, | | ^ |j (E ~ F) < e. 
Dókaz . Pretože /^ je definovaná na O-algebre, S x splňuje podmienku (A). 

Kxistuje teda taká miera v, že pre každé číslo e > 0 existuje d > 0 tak, že 
!| H, || (K) < f, ak r(K) < (5. 

1. Nájdime množinu C €/? tak, aby v(E/_\C)< (). Pre množinu O bude 
-i //, j! (FA o < F. 

2. Podobné nájdime množiny F € F a 6ř € G, F CE CG, aby i!(<? ~ E) < Ó 

a r(K — F) < O\ z čoho ihned dostáváme tvrdenie vety. 
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О В Е К Т О Р Н О Й М Е Р Е 

II Г О Р К Л У Б А Н Е К 

И ы в о д ы 

I) ЭТОЙ статье доказаны некоторые теоремы о расширении векторной меры. 

Векторная мера — это счетноаддитивная функция /г определенная на алгебре Л 

подмножеств некоторого множества 5 ; принимающая значения из некоторого простран­

ства Папаха X, т. е. если \Еп) последовательность непересекающихся множеств из Я 

оо ^ 

такая, что и Еп € Я. то Н т | /*(и Еп) — ^ /*(Еп) \ = О 
" ^ ] ?Г~Л 

Пусть 5 = 5(К) наименьшая а-алгебра содержащая Я. Справедливы следующие 

теоремы: 

На 5 существует векторная мера /*, являющаяся продолжением /л (т. е. /й(Е) = 

= //(/<;) для Е 6 Я) тогда и только тогда, если существует неотрицательная конечная 

мера г на Я такая, что Н т || // || (Е) = 0 (||/г || обозначает полувариацию /л, см. [1]). 
1'{Е)->0 

Кс.ш пространство X рефлективно и нолувариации || /* | | векторной меры ц конечна 

на /?, то существует конечная неотрицательная мера г такая, что Н т \\/л\\ (1-') = 0. 

Построен пример векторной меры показающий, что условие рефлективности про­

странства X в последней теореме нельзя отбросить. 
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ON VECTOR MEASURE 

I G O R K L U V A N E K 

S u m m a r y 

In this paper some theorems concerning extension of vector measure are proved. 

A vector measure is a o*-additive function u defined on algebra R of subsets of an 
abstract set S, with values in a (real or complex) Banach space X, i. e., if \E,) is any 

oo co * 

sequence of disjoint sets £ R and U En € R, thenlim | /u(U En) — ]> ju(EH) | -- 0. 
n — l i n=\ n -_, \ 

Let S = S(R) be the minimal o-algebra over R. 
The following theorems hold. 
There exists a vector measure Ji on S, which is extension of (i. e., fi(E) = ,i(E) for 

E €R) if and only if there exists a finite non-negative measure v on R such that 
lim | | u | | (E) = 0 (|| u || denotes the semivariation of u, see [1]). 
v(E)-+0 

If the space X is reflexive and the semivariation || [i \\ of a is finite on R, then there 
exists a finite non-negative measure v on R, such that lim |i // || (E) = 0. 

v(E)->0 

An example of vector measure is constructed, showing that the requirement o " reflexi-
vity of X in the last theorem, must not be omitted. 
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