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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNTK V11 CisSLO 3

K ABSOLUTNE KONVERGENTNYM RADOM

TIBOR SALAT

Katedra matematiky Univerzity Komenského v Bratislave

V' opraci [1] dokdzal J. Jakubik nasledujicu vetu, ktord zovseobeciiuje isty
vvsledok P. K. Menona a autora tohto ¢élanku:
(A) Nech {("}(¢ = 1.2.3....) je svstém mnozin komplexnych ¢isel. pre
o0
ktoré plati: 1. Mnozina (' = u ('; je ohrani¢ena. 2. Kazda z mnozin ('; je
il
kompaktnda. 3. Medzi mnozinami ('; je nekonetne mnoho takych. ktoré obsa-
huji viac ako jedno ¢islo.
Nech {a;} /| je postupnost prvkov aplného normovaného linedrncho vekto-
o
rového priestoru X nech rad Y [l «; || (1) konverguje. Nech W je mnozina
i )

pa
vietkveh tyveh pryvkov e € X, ktoré sa daja vyjadrit v tvare « = X 0;. kde
il
» . ! yo_ D .
by =ec;. c, €C (1 =1.2.3,...).

Tvrdenie: Mnozina W je perfektnd mnozina.

V' tejto poznamke ukazeme, ze predpoklad 1 spolu s predpokladom
N ool 4- oo mozno nahradit vSeobecnejsim predpokladom a nie je pri
i1
sphneni tohto predpokladu potrebné pre platnost tvrdenia vety predpokladaf
konvergenciu radu (1).

I. Malou modifikaciou Jakubikovho dékazu vety (A) dokazeme nasledujiicu
vetu. ktord zovSeobecliuje vetu (A).

Veta. Neeh {a;} ]| jo porstupnost pivkov linedrneho Banachovho priestoru X
Neeh (O3] je postupmost neprdazdnych mnofin komplexnijeh Eisel. spliujicich
ticto pred poklady

Lo VSethy mnoZing C'; sii kompaltné. 2. Oznacme K = sup [z (0 = 1.2,
e
val .
3.0 potom S K [Lag [ <2 |- 0o (2). 3. Pre mekoneéne mmoho i plati: (' obsahaje
i=1

viae wes jeden preok.
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Nech W je mnoZina vetkijch tijch prokov w € X, ktoré sa daji vyjadrit v tvare:
(-]
(3) w=2Xca, c,€C,, (1 =1,2.3,...).
i1
Tordenic: W je perfektnd mnoZina.
Dokuz. 1. Podla porovniavacicho kritéria z konvergencie radu (2) vypliva
konvergencia radu (3).
2. Ukdzeme, ze mnozina W je uzavretd. Nech w € W, (n = 1.2.3, ...),
w' > w. Treba ukdzat. Ze « € V. Nech

w = ca, F cdla, o0 a4 L (4)
(n=1,2,3,...). Kedze w'* - w, existuje n, tak, ze pre vsetky n = n, je

£ (5)

w0 — el <
4

Vyberme z postupnosti {¢{"}, | ¢iastona konvergentnia postupnost., oznaé¢me
ju ety nech ¢ - V. Z postupnosti {¢'™} vyberme ¢lastoéni konver-
gentna postupnost, oznaéme ju {0}, nech ¢f® — ¢ atd. Polozme

w0
”/.10) - E cﬁo)a‘_ . “
i=1

jord
~

Oznadme znakom sy, resp. s k-ty Ciastoény sacet radu (4), resp. (6). Vzhla-
dom na konvergenciu radu (2) existuje £k, také, ze pre vietky & ==k, je
x >
TR . - . . .
XN < i A teda pre vsetky k= ky a vSetky n = 1, 2. 3. ... plati:
ik

0 s
. & -
H w — 8(;:“ [ é E K[ ” (1,- H < —4‘ (l)
(ke 1
a taktiez
¥ g e v Kol e £ S
HM Sy = - i"“i\;(\ 4:'- (‘)
(k41
Dalej pri pevnom L je
k k
,gl’_“l"“ = N (‘.:'h(l‘"r L > ("'[m“«' = S‘I}J'.

[ il
ak n(k) —» co. Z postupnosti {n(k)} zvolitme m tak. aby m 2> n, a aby

T (9)
I ~ 4 . ‘

f — s

S
)

7. nerovnosti:

e - /,,u}» 11 1\" ‘1 - /{.mu ‘% ‘ TR — :5“}:'” .‘L ‘ .S'[,:’“ . Nki_)) ,

i ) . .\“,\‘,” S 0

a z nerovnosti (). (7), (9), (8) pri pevhom k =k, a w = n, dostivame

o — ™ e To plati pre kazdé ¢ > 0, teda w = ™, t.j. v désledku
toho we .
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3. Ukazeme, Ze mnozina W nem4 izolované body. Nech
weW, w=ca + cas + ... +c¢,a, + ...

VzhTadom na konvergenciu radu (2) je K, || a; || — 0, a teda k & > 0 existuje
. iy (o v ;. . & ,
prirodzené ¢islo [, také, Ze pre vietky | =1, je K, || a, || < ~ - Lvolme [ =,
tak. aby mnozina (', obsahovala aspon dva prvky ¢,.c;.¢, # ¢, a utvorme
rad:
n, — " A/ 0
wh=cay 4 oo g qap ey oL
Zrejme w' £ a
e = = lga, — o || = e || e e | = 2K, | || <7 e
Tvm je dokaz vety hotovy.
Poznamka. I. Mnozina W je zrejme ohrani¢ena a pre kazdé w € W plati:
@K
TR
“ (28 ’| g_‘ Ai ” a; “ .

2. Lahko zistime, Ze z dokazanej vety vyplyva veta (A) z prace [1]. Nech

o o]
totiz ¥ < ooanech mnozina ! = U ('; je ohrani¢ena, nech K = sup |z |.

La; |

-1 i1 ze('
Potom K, < K (+ = 1.2.3,...), a teda
X ) o0 oL ‘
SKilla, |l =XK Ja;||=KX|la| < + oo.
i1 i1 i=1

Podla nami dokazanej vety je (pri splneni ostatnych predpokladov o mnozi-
nach ;) mnozina W perfektna.

o0
3. Nech rad X |l «,; || konverguje a vSetky jeho ¢leny s kladné. Nech

¢

i=1
1
existuje v € (0. 1) také. ze pre vietky n = n, plati: K, < T kde
n 1
R.= X Jla;]|(k=0,1.2...)a K, =sup|z]
ickE1l ZE("‘n

@
ako predtym. Potom mmnozina C == u C; méze byt neohranifend (a skutodéne
i=1

. . y g 1 1
je neohranic¢end. ak pre nekone¢ne mnoho n je A, = e |’ kedze R +- o0
1 - !
- n ! n
: Codie v lla, || o ; .
pri n - oco. Kedze viak rad » - TRt ako je zname (pozri [2], str. 302,
n-1
nel

@
veta Diniho) konverguje, konverguje zrejme aj rad X K, || «; || a podla doka-
i=1

zanej vety (pri splneni ostatnych predpokladov o mnozinach €';) je mnozina W
perfektna.
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[l = 0, ako je zname, existuje postup-

o
oAk Y [la; || = + ooaliminf || g
7-1 I
nost indexov
- Ty < <Dy <

s
taka. ze X || a, [| < -} oo. Pre kazdé k = 1,2,3, ... nech mnozina (,',»k je
ko
kompaktnd a pozostava asponl z dvoch ¢isel a nech existuje x € (0, 1) také,

o 1
=sup 2= R;‘— kde
R

ze pre vietky k =k, je K
ZE(',‘,‘:

x>
R, = ¥ juq [[(k=0,1,23 ...).
k41
N . ©
Pre kazdé n # ¢ (k = 1,2,3, ...) polozme C, = {0}. Zrejme rad X A, «,
i1
konverguje a mnozina W je i v tomto pripade perfektna.
.
N

Tento priklad ukazuje. Ze c¢asto aj v pripade divergencie radu
ol

o
moze byt mnozina W perfektna, i ked mnozina (! = U C; nie je ohraaitena.

i=1
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K ABCOJTIOTHO CXOIOSIINUMCH PsljAM

THHOP IMAJAT

BoiBo;in

1B oron pa(’)()'ro JloKasaua c.eaylonas reopeMa, oGo0miarmonast pesyiabrar padoret | 1.
Hyern {agf | — nociaeoBareannocTh dileMentoB Juneidiioro upocrpancrsa banaxa .\,
Iyern {C .1 — MOCIIEOBATEILIOCTL He NYCTHX MHOMKCCTB KOMILICRCHBIX UHCC1. V/I0BC-
TBOPSIONMX YCTOBHSAM:

1° Bee muokeersa C; KOMITARTILI.
e
27 Odosnaunm vepes Ky =sup|z| (i =1,2,3,...). Horom uyers ¥ Ay jjagl] = 4 .
2 €C; i1

32 Lot Geeroneunio Muoro i uMeer Mecto: C; COTEPKUT Gosice 4eM O(HIf DIIeMe IT.
Hyern 17 - MHOMKCCTBO BeeX TARHX 0J0eMElTOB w €Y, KOTOPhIe BOZMOMKIIO 1LICATHL B BILLe
o= N i g i €C,

i1

(i=1,2,3....).

YrepiKieune: WosaBIsCTCH cOBEPUICHHBIM MIIOMKECTBOM .
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