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0O POLOGRUPACH, KTORYCH KAZDA CIASTOCNA
POLOGRUPA MA LAVU JEDNOTKU

BLANKA KOLIBIAROVA

Katedra matematiky Slovenskej vysokej Skoly technickej v Bratislave

V' praci [1] zaoberal sa Vorobjev vlastnostami pologriap, ktoryeh kazdd
¢iastoéna pologrupa méa jednotku. V tejto praci sa zaoberam vieobecnej-
§im pripadom — pologrupami, ktorych kazda ¢iastoéna pologrupa ma lavh
jednotku. Hoci niektoré vety v nasich avahach maji podobny charakter ako
vysledky prace [1], nepodarilo sa mi najst vseobecnit konstrukeiu vysetro-
vanych polograp (pri pologrupach, ktoré skimal Vorobjev, je takito kon-
Strukcia moznd ; pozri [1]).

I

Nech 8 je pologrupa. Znakom I(S) budeme oznadovat mnozinu vsetkych
idempotentov v S. Prvok e € § nazyvame lavou jednotkou pologrupy S. ak
pre kazdé a € S plati ea = a.

Definicia 1. V I(8S) zavedme reldciu p takto: Pre proky e;, e, € 1(S) plati e;pe,,
ak existuje taky prvok x € S, fe e, = e .

Veta 1. eoey plati vtedy a len viedy, ked e, — eye,.

Dokaz. Nech e;pe;. Potom existuje také x € S, Ze ¢, = exx. Potom eye, =
= ex(eg®) = exr = e

Obratené tvrdenie je zrejmé.

Veta 2. Relicia p (dand definiciou 1) je quasi-usporiadanim [3]mnoZiny I(S).

Dokaz. Zrejme e;0e; pre kazdé e, € I(S). Nech e,0e), egoe,; potom epe,,
pretoze e, = ege; = (eeg) e, = eege;) = ee;.

Definicia 2. Budeme hovorit, Ze pologrupa S8 md vlastnost L, ak kaZdd cias-
toénd pologrupa pologrupy S md lavi jednotku.

Pozndmka. Ak pologrupa § ma vlastnost L, aj kazda jej éiasto¢na polo-
grupa ma zrejme vlastnost L.

Veta 3. Nech pologrupa S md vlastnost L. Potom pre lubovolné prokye,, e, € I1(S)
nastiva aspor jedna z moZnosti epey , e o0e;.

Dokaz. Nech E je &iastoéna pologrupa vytvorena prvkami e, e, . Polo-
grupa £ mé prvky tvaru e;, e, e;, ..., e, (indexy ¢,1,. ..., 1, zna¢ia nie-
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ktoré z ¢isel ¢, k). Nech ¢;, = eg . ex,. .... eg, (indexy r;. x,. .... Kk, znacia
niektoré z ¢&isel i, k) je lavou jednotkou v E. Potom e,ey, = ey, . Aviak
Chm = LK, = (€Kys CRy « - oy CHY) Chy, = €Ky s €K,y -+ o1 €y = €p, tojoe, = €5,
teda alebo e, = ¢;, alebo ¢, = ¢;. V prvom pripade e, = ee, . t.]. e o0e,.
v druhom pripade ¢; = ege;, t.]. e;0ep .

Veta 4. Nech pologrupa S md vlastnost L. Potom sic¢in idempotentor = N je
zas idempotent v S.

Dokaz. Nech ¢;. e, € 5 st idempotenty. Podla vety 3 alebo ¢,0e, . alebo
epoe;. Nech e,pe, . Potom (ee)(e;er) = e(ege;) e = ee;e = ee. Neck ejoe,.
potom (ee )(eex) = exer = €5 = eeg.

Désledok. MnoZina I(S) je ciastoéneu pologrupou pologrupy S. teda i Tavi
jednotkw.

Veta 5. Nutnd « postacujica podmienka, aby pologrupa S mala vlastnost L. je:

1. Pologrupa S je sictom disjunktnijch, periodickiyjch grip, S = u (7,.

2. I(8S) je Ciastoénow pologrupow pologrupy S a md vlastnost L.

Doékaz. a) Nech § mé vlastnost L.

1. Nech s € S. Uvazujme o Giastoénej pologrupe S, = {s, s2, s%. ...}. &, ma
podla predpokladu lavia jednotku e, , ktora je zrejme jednotkou v .§,. To vsak
znadi, Ze prvok s je koneéného radu, nemé predperiédu, a teda podla vety 7
z prace [2] je pologrupa S stétom disjunktnych, periodickych grap.

2. Vyplyva z vety 4 a z definicie 2.

b) Nech S m4 vlastnosti 1,2. Nech H je éiastoéna pologrupa pologrupy .
Nech h € H; potom podla predpokladu 1 existuje prirodzené &islo n také, ze
kbt = e,. kde ¢, je idempotent, pricom e,k = h. I(H) je teda neprazdni mno-
zina. Mnozina [(H) tvori vzhladom na predpoklad 2 ¢iastoéni pologrupu
pologrupy I(S), teda I(H) obsahuje prvok e, , pre ktory plati e,0e; pre vietky
¢, € I(H). Av8ak potom je ¢, lavou jednotkou v H, pretoze e, h = ¢,¢,h) =
= (eye,) b = e,h = h.

I

V tomto odseku dokazeme niekolko viet o idealoch pologrupy ».
Veta 6. Nech sa pologrupa S dd vyjadrit ako sicet grip 8 = U (<, Potom
vel
kaZdy jej pravy idedl R je suctom grip G,, t. 5. B = U Gy(AC1T).
o€

Dékaz. Stac¢i ukazat: ak pre nejaké y € [ plati ¢,n R # 0, tak /, C R.
Nech x €, n R. Nech y € (7,. Potom existuje taky prvok t €, ie vt = y.
Pretoze x € R, je y = xt € R.

Désledok. Podla vety 5 je kaZdd pologrupa s wvlastnostou L sictori grip

S = U G, teda kaZdy jej pravy idedl je tieZ sictom grip G, . t.j. R == U (7,
ieM iear,
(M, CM).

Poznamka. Analogicka veta plati pre lavé idedly a pre idealy.
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V' dalsom budeme oznacovat znakmi ¢/, ¢/, (/.. ... grupy z rozkladu

N = Ui vo vete 5a znakmi ¢;. ¢;, ¢,. ... ich jednotky. Nech ¢, € §, vtedy
symbol U ;. bude znad¢it mnozinovy sudet vSetkych tych grap @, pre jed-
“KO

notky ktorych plati e, oe, .

Veta 7. Nech pologrupa S md vlastnost 1. Nech e; je idempotent v S. Potom
pre kaidg prvok g, € U (Y plati g, = eq,.

K%

Dokaz. Nech g, € (7, eppoe;. Potom g, = e g, = eiepgy = ey

Veta 8. Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech pre idempotenty e;. ¢, plati
cioe,. Nech g, € (1. Potom gye, € (.

Dokaz. Najprv ukdzeme. Ze gye; € U (/. Nech gie, €7, t. ]. existuje také

[“I_)('L»

privodzené Cislo m. 7e (gge)" = ¢,. Potom plati

€6 = (gl\'ei)mei - (gl\'c'i)w =y (l)
Podla vety 3 nastdva aspon jedna z moznosti ¢,pe;, ewe,. V prvom pripade
({,C u (. v druhom pripade je vzhladom na (1) ¢; = ¢,e; = ¢,. ¢iZe opit
¢ 0ce.
s
(¢, = (7, CuU (. To znaci, ze pre g, €, plati gze, € UG,
/"{l("v I’L.(I(’i

Nech g,e; €G,. pricom egpe;. Potom
g — D
grti = (Gre)es = Grey- (2)

Pre isté prirodzené ¢islo m plati g = e, . Pretoie gge, € 7, plati pre isté
prirodzené ¢islo n (gge,)* = e,. Dalej je vzhladom na (2)

e, = (gre)™" = grefxs - - - JrlYx®;-

Pretoze e, (gxe,) = Jrers resp. e(gxe;) = gge;. vidime, ze mozno v poslednom
vyraze postupne vynechavat prvky e, (zacinajac prvym), takze po mn — 1
takychto krokoch dostaneme ¢, = gj*e, = eye;. Ale eye; = e;. pretoie sme
predpokladali epe, . teda e, = ¢;. ¢o znadi, ze gye; € (.

Veta 9. Nech pologrupa S md viastnost L. Nutnd a postaujica podmienka.
aby mnoZina R bola pravym idedlom pologrupy S je, aby pre isté e; € S platilo
R=ud,.

(’L(H’i
Dékaz.
a) Nech R =uUd,. Nech ¢,€ G, CR, g,€S8. Treba ukazat. ze plati

,00;
Jyr €V .
.00
Nech g9, € G, . t. j. existuje také prirodzené ¢&islo m, ze (9,9,)" = ¢,; potom
plati ee, = e (g.95)" = (9.95)" = e, Gize e,0e,. Tento vztah spolu so vztahom
coe; dava e o0, a teda (, CU (. ¢o znadi, 7e g,9, € U (.

e )
A €90
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b) Nech R je pravy ideal. Nech ¢, je jeho lava jednotka. Potom platie, € R
pre vietky e,, pre ktoré plati ¢, = e, t. j. e,0¢;. To v8ak vzhladom na vetu 6

znadi, ze R = uU G,.
.0

Veta 10. Nech pologrupa S md vlastnost I.. Nech e; € S. Potom U (7, ie lavijm,
0%

idedlom v S.
Dokaz. Nech g, € U G,, g, € S. Treba ukazat, ze g,g, € U (7,. Podla vety 3

e,00; e 0¢;
nastava aspoil jedna z moznosti eey, egoe,. V prvom pripade plati podla
vety 8 gx9. = (9xe) 9, € 7,C U G,. Vdruhom pripade nech g.g, €7, . t.j.

000
existuje také prirodzené cislo m, Ze (g,g,)" = e,. Potom e e, —= e, (4rg,)"”
= (gx9,)" = e,, 6o znadi ¢,pe; . Pretoze sme predpokladali ¢ 0e,, je e,0e,, e,0e:
a plati opat ggg, € U (.

Veta 11. Nech pologrupa S md vlastnost L. Potom kazdy praviy ided! v S je
obojstrannim idedlom v S.

Doékaz. Tvrdenie vyplyva z viet 9 a 10.

Poznamka. Pre lavé idealy neplati veta analogicka k vete 11.

Priklad: V pologrupe danej multiplikaénou tabulkou

| o @ a

a, | a, a, a
ay | a; a, as
as | a, a, ay

ktord ma vlastnost L, tvori mnozina {as} lavy ideal, ktory nie je pravym
idedlom.

I

Obsahom tohto odseku je niekolko viet o homomorfizmoch.

Veta 12. Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech S° je homomorfryj obraz
pologrupy S. Potom aj S md vlastnost L.

Doékaz. Nech H’ je ¢iastoéna pologrupa pologrupy S’. Potom H’ je homo
morfnym obrazom é&iastotnej pologrupy H CS. Pologrupa H mé teda lavi
jednotku e,,. Nech obrazom prvku ey je ;. Zrejme je ey lavou jednotkou v H’

Veta 13. Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech ee,. Potom zoorazenie:
Jx—>gxe; (oznacme ho ¢f) je homomorfnym zobrazenim grupy G, do grupy ;.

Pozndmka. Lahko sa zisti, Ze ¢f¢i = ¢;.

Dokaz. Z vety S vyplyva ¢fg, €G;. Nech g, gx € G;. Potom ¢¥g, ¢Fg) ==
= (gxt)(gxe) = Ixe(gxe:) = 9x(Txes) = FIxGk -

Veta 14. Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech ¢, €G,, yx €G . pricom.
e;veg - Potom (¢f'gx) 9: = 9xfi

Dékaz. (giKgK) gi = (9x) 9 = 9x(€gi) = 9g9s-
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Veta 153. Nech pologrupa S md vlastnost L. Nech zobrazenie I je automorfizmom
na kadej z griip G Nech pre vfetky e;. e, pre ktoré epe, plati ¢flg, =

U¢fqi(ge € Gr). Potom zobrazenie I’ zachovdva vztah I'(ggg;) = 1g.1g; pre
vletky i, k. pre ktoré e;oe,; .

Doéokaz. Oznaéme y, automorfizmus grupy (7, dany zobrazenim ['. Plati
(pouzivame vetu 13)

Igrg) = L(greg:) = L(@fgrg:) = vilolgng) = v @lgr) vige =
= (@fvedr) vigi = [(Vegx) e] v = (Vegr)(vie)(vigi) =
= (vu¥x) vilegs) = (vx9e)vig:) = 19517,
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O HOJAVYIPYIIIIAX, BCHKAA YACTUYHAS IMOJYIPVIIIA
RKOTOPBIX UMEET JIEBVIO EANHNITY

BJAHRKA ROJHUHBITAPOBA
BrrBojgnl

T yern 8 noayrpynna. CraskeM, uTo . y/AOBJICTBOPSET YCJIOBUMIO L, eciM BCsKasA 4acTHY-
nasg 1OJYrpynna noayrpynnol S cojeputr eBylo eauuuny. CofepkaHmeM HacTOsIIei
CTATBLH SIBJISICTCS M3YYENHe NOJIYIPYHI YAOBJIETBOPSIONMX yCI0BAK L.

ITyern I1(S) 3HaYUT MHOMKCCTBO WJEMIOTCHTOB HOJAYLrpymun 5. Ortnomenue ¢ B I(S)
VETANABIMBACTC ST CQIYIOIMIM 00pasoM: [List ¢, ex € I(S) UMeeT MECTO epeg, CCJIM CYIICCT-
BVOT TaRoit aseMent X € 8, WT0 ¢; = g

HorasniBaerest, 4To 1eodXOMMDIM 1 JIOCTATOUHBIM Y ¢/ I0BAEM JJISI TOIO, 9TO0LL 1101y IpyLIa &
VSOBJACTBOPSLIA YeoBUIO L, sisaates: 1.5 MOKNO nucath Kak cyMMY HeHCpecCRalnmxes:
HOPHO,UIMEeCKUX rpynit S = U Gy; 2. 1(S5) eermh vactiunast HoJyrpyiuina o ayrpynt .S
HOY0BACTBOpsICT VeA0BUIO Lo (TeopeMa o).

B asnneiineM Mol 0003naunm qepes Gy, Gy, ... Urpylunt pasouenust S = U G; B Teo-
POME D, e, e NN Gl Beam e € 8, 10 U G 3UaURT CYMMY BCeX PPYHI, LT ¢~

etgal‘,
HUIL KOTOPBIX MMECT MCCTO €RQe;.

Hyers S noayrpynna yijosiaersopsiomast yeiaosuio L. s roro, wrodel Miomecrso 1t
GLLIO TTPABBIM H;1CA10M 1OV UPYHIELE S, 11e00X0/MMO U JIOCTATOUHO, YTOOL JIII5I IIEKOTOPOTO
¢; € .5 MMe10 MecTo pasetictBo B = U G (reopeMa 9). — Beskumil npasbiii mjeast siBIsercs

PL()!’L-
O,UI0OBPEMCHIIO [IBYCTOPOIIUM W;(CAJ0OM, 110 11¢ BCSIKMIT JIeBLIH M(easl JABYCTOPOIIMH Kak
IHOKABLIBACT 1IPAMEpP B 3aMeuauuu K rcopeme 11,
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Iyern § moayrpynua yjosaersopsiomasn ycaosuo L. Iyets egeg. Toria oTol paskere
gK —> gre; (0003maUUM ero ucpes <le) SIBASICTCA TOMOMOP@U3MOM rpyunnt G B Uoviny
(reopema 13). -— Jlasice (pXgx) g0 = grgi (reopema 14).

Ilycts B moayrpynne S yjloBiieTBopsionieid ye/1oBaio L otodpaskeune I - - aBToMOphIsM
Ha Kanoi w3 rpynn Gg. Hyers q)il" g = F(p,l.’\'g,((glg € (k) /U Ts1 Beex e;, €, ;LI ROTOPBIX
cioeg. Torna I(gggi) = Lgrlgi ;wist Beex 1, k, 751 KOTOPBIX e;0e .

ON THE SEMIGROUPS, EVERY SUBSEMIGROUP
OF WHICH HAS A LEFT UNIT ELEMENT

BLANKA KOLIBIAROVA
Summary

Let S be a semigroup. We shall say that S satisfies the condition L if every subscmigroup
of S has a left unit element. This paper deals with the properties of semigroups satisfying
the condition L.

Let I(S) be the set of idempotents of S. The relation ¢ in I(S) is defined as follows:
let e;, ex € I(S), then e;pey if and only if there exists an element o € S such that ¢, =ep.r,

We quote here some of the theorems proved above.

Theorem 5. The necessary and sufficient condition that S should satisfy the condition L
is: 1..S can be written as a cla:s sum of disjoint torsion groups, S = U (#;: 2. I(S) is a sub-
semigroup of S and satisfies the condition L.

In what follows the symbols Gy, Gk, ... mean always the groups in the decomposition
S = U G; of the theorem 5, ¢;, ef, ... are their unit elements. Let e; € S, then the symbol

U  Gg means the sum of all groups Gk with egpe;.

ey 00

“ '[Ehenrem 9. Let S be a semigroup satisfying the condition L. Then a set R of 2lements

of S is a right ideal of S if and only if for some e¢; R = U G,.—In theorem 111is proved
e, pe;

that every right ideal of S is also a two-sided ideal of é, kl)ut there are left ideals which

are not two-sided ideals.

Theorem 13. Let S be a semigroup satisfying the condition L. Let e;0e . The trans-
formation g — gge; (denoted by ¢X)is a homomorphism of the group G into the group
G;.-— Then it holds (¢Xgxk) gi = gkyi (theorem 14).

Theorem 15. Let S be a semigroup satisfying the condition L. Let the mapping 1" is
the automorphism of every group Gy . Let (piKI’gK = [‘(piRgK(gK €@ k) hold foralle,.ex with
eipex - Then it holds I'(gkgi) == T'gr 1'9: for all 4, g for which e;oex holds.
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