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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 4, 1965

GRAF SYSTEMU TETIV DANE KRUZNICE

BOHDAN ZELINKA, Liberec

V tomto élanku je studovan graf, jehoz mnozinou uzll je uréitd podmnozina
mnoziny tétiv dané kruznice, pfitemz dva rizné uzly jsou spojeny hranou
praveé tehdy, jestlize jim odpovidajici tétivy maji spoleény bod. Studium
takovychto grafi bylo navrieno A. Kotzigem na kolokviu o teorii grafa
v Halle roku 1960.

Budiz dana kruznice k¥ a budiz J mnoZina jejich tétiv. Symbolem Gy
oznad¢ime graf, jehoz mnozinou uzlt je J a dva uzly jsou spojeny hranou
pravé tehdy, jestlize jim odpovidajici tétivy maji spoleény bod. Za tétivu
povazujeme i kazdy bod kruznice k. Budtez nyni 4;, ..., 45 body na krui-
nici k takové, ze orientovany thel Z,ZSA\m (S je stted kruznice k) je roven
2am[n pro ne = 1, ..., n; budiz o = {4, ..., 4,}. Mnozinu tétiv kruznice k,
jejichz oba koncové body patii do o7, oznadime 7 (n). Podgraf grafu G
indukovany mnozinou J (n), to jest podgraf skladajici se ze vSech uzld mno-
ziny 7 (n) a vSech hran spojujicich nékteré dva uzly z 7 (n) oznacime Gi(n).
Budeme studovat vlastnosti predeviim tohoto grafu, protoze je kone¢ny.
Predpoklad o velikostech Ghla 4,84, jsme udnili jen pro zjednodudeni
urditych avah, jinak zde vlastné zalezi jen na uspotadani bodd na kruznici.
Misto kruznice bychom vtbec mohli uvazovat libovolnou uzavienou jedno-
duchou konvexni rovinnou kitivku, aniz by se zménily vysledky, k nimz
se dochazi v tomto &lanku.

Zavedeme si jesté pomoceny pojem hodnoty uzlu v Gi(n). Jestlize uzel »
grafu Gi(n) odpovida tétive A4;4; (1 =< ¢ =<j < n), pak hodnotou uzlu u
je h(u) = min (j — 2, n + 7 — j). Z¥ejmeé 0 = h(u) = In.

Snadno se dokazi nasledujici tvrzeni.

Polet wzlii grafu Gx(n) je roven in (n + 1).

Stupeit uzlu w v grafu Gp(n) je roven [h(u) + 1] [n — h(u) + 1] — 2.

Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze pii k(u) > 0 tétiva % rozdéli kruznici na dva
oblouky o1 a 02, jejichz vnittky obsahuji po Fadé h(u) — 1 a n — h(u) — 1
bodt z o7. Spojime-li kazdy bod z o7 nalezejici vnittku o; s kazdym bodem
z o/ ndleZejicim vnitiku o2, dostaneme [A(u) — 1][n — h(u) — 1] tétiv,
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z nichz kazda ma spoleény bod s u. Déle kazdy z koncovych bodi tétivy u
je incidentni s » — 1 tétivami riznymiod », mame tedy celkem [A(u) — 1] X
X [ — h(u) — 1] 4+ 2(n — 1) = [h(u) + 1][n — h(u) + 1] — 2 tétiv, které maji
spoletné body s u. Lze dokazat, Ze ostatni tétivy spoleéné body s » nemaji.
Je-li h(u) = 0, je u tvorena jedinym bodem a ten je incidentni pravé s n — 1
tétivami rtiznymi od wu.

Analogicky lze dokazat dalsi tvrzeni.

MnoZina vsech uzlit o dané hodnoté h(u) tvort pravidelny podgraf stupné 2h(w)
P h(u) < n a pravidelny podgraf stupné h(u) pie h(u) = in.

Nyni si odvodime nékteré dalsi vlastnosti.

Véta 1. C'islo vnitind stability (viz [1]) grafu Gr(n) je rovno n.

Dukaz. Mnozina vSech uzld u, pro néz h(u) =0, je zi'ejmé vnitiné stabilni,
protoze jim odpovidajici tétivy jsou tvoreny jednim bodem a dvé razné ta-
kovéto tétivy nemohou mit spoleény bod. Téchto uzli je n, tudiz ¢islo vnitini
stability je nejméné n. Mame-li nyni libovolnou vnitiné stabilni mnozinu
o m prvceich, je celkovy podet koncovych bodi tétiv této mnoziny nejméné
roven m, nebot kazdd tétiva ma jeden nebo dva koncové body a dvé tétivy
této mnoziny nemohou mit spoleény bod, tedy specidlné nemohou mit spo-

leény koncovy bod. Musi byt tedy m = n. Tim je véta dokazana.

Véta 2. Cislo vnéjsi stability (viz [1]) grafu Gg(n) je pro sudé m rovno in,
pro liché n je rovno 3(n + 1).

Dukaz. Mnozina tétiv 4;Ap41—¢ pro ¢ = 1, ..., in pii n sudém, resp. pro
t=1,..., %n -+ 1) pfi n lichém je zevné stabilni, nebot koncové body tétiv
této mnoziny vypliuji celou mnozinu &7, tudiz kazda dalsi tétiva ma spoleény
koncovy bod alespoii s jednou z tétiv této mnoziny. Cislo vngjsi stability
je tedy nejvyse in, resp. 3(n + 1). Madme-li nyni zevné stabilni mnozinu o m
prveich, pak koncovych bodu tétiv této mnoziny je nejvyse 2m. Kdyby
bylo m = in — 1 pro n sudé, resp. m = }(n — 1) pro = liché, bylo by téchto
bodt nejvyse n — 2, resp. n — 1 a existoval by bod z &, ktery by nebyl
koncovym bodem zadné z tétiv zminéné mnoziny. Tento bod by vsak sam
tvoril tétivu, kterd by byla bez spoleéného bodu s kteroukoli z tétiv této
mnoziny, tudiz by tato mnozina nebyla zevné stabilni.

Véta 3. Chromatické &islo grafu Gr(n) je rovno n.

Dikaz. S kazdym bodem mnoziny .o/ je incidentnich pravé n tétiv. Tyto
tétivy tedy tvoii podgraf, ktery je tiplnym grafem o n uzlech, tudiz jej nelze
zbarvit méné nez » barvami. Je-li nyni dano celé éislo p, 1 < p = n, oznad-
me .4, mnozinu uzli odpovidajicich tétivam 4;.4, 4 pro vSechna ¢ == 1, ..., n,
pritemz rozdily indext bereme modulo n. Je ziejmé, ze tétivy mnoziny 4,
jsou navzajem rovnobézné, pokud nejsou tvofeny jednim bodem; je-li néktera
z nich tvofena jednim bodem, neni tento bod koncovym bodem zadné jiné

274



tétivy z A ,. Vytvorime-li mnoziny 4, pro kazdé p =:1,...,n, miZeme
snadno dokéazat, Ze kazdd tétiva patii pravé do jedné z mnozin 4, . MiZeme
tedy uzly grafu Gx(n) zbarvit tak, ze uzly nalezejici do téze mnoZiny .4,
zbarvime vzdy touZ barvou.

Véta 4. Uzlovy stupeir souvislosti mezi dvéma wzly w a v grafu Gg(n) pii
h(vw) = h(v) je roven [h(w) -+ 1][n — R(w) — 1], jestliZe odpovidajict tétivy
nemaji spoleényy bod, [h(w) + 1][n — h(n) + 1] — 4, jestlife majé spolecny
wnatint  bod, [h(w) 4- 1] [n — h(u) 4 1] — 2 — h(w), jestlife maji spoleény
koncovy bod.

Dukaz. Uzlovy stupen souvislosti mezi dvéma uzly grafu je definovan
v piipadé, Ze tyto uzly nejsou spojeny hranou, jako minimalni podet uzli,
které je ticba odstranit, aby v grafu takto ziskaném lezely dané uzly v rtznych
komponentach; v piipadé, Ze jsou tyto uzly spojeny hranou, je roven stupni
souvislosti téchto uzla v grafu vzniklém odstranénim této hrany zvétsenému
o jednu. Provedeme diikaz nejprve pro pripad dvou uzld, které nejsou spojeny
hranou. Méjme dany dva uzly «, v grafu (x(n), které nejsou spojeny hranou
a budiz h(u) = h(v). Uzly u, v necht odpovidaji po radé tétivam MN, P
(obr. 1). Oblouky budeme brat vzdy tak, Ze jdeme od pocéateéniho ke kon-
covému bodu proti sméru pohybu hodinovych ruédi¢ek. Dokazeme, ze v Gy (n)
existuje [h(u) + 1] [n — h(u) — 1] cest mezi w a v, které nemaji spoleéné uzly
kromé w a v. Z toho podle Mengerovy véty plyne, Ze uzlovy stupen souvislosti
mezi % a v je roven nejméné [h(w) + 1] [n — h(u) — 1].

Obr. 1.

Méme-li bod V (resp. W) uvniti oblouku NM, existuje h(u) -+ 1 tétiv
z 7 (n), které spojuji V (resp. W) s body oblouku M N a zfejmé to jsou prave
viechny tétivy z 7 (n) prochdzejici bodem V (resp. W), které maji spoleény
bod s tétivou MN. Jestlize V lezi na oblouku P, pak tyto tétivy maji spo-
leény bod i s tétivou PQ. Ke kazdé takovéto tétive VZ existuje tedy cesta
slozend z uzlt odpovidajicich tétivam MN, VZ, PQ. Zadné dvé z téchto cest
nemaji zi'ejmé spoleény uzel kromé u a v. Jestlize W nelezi na oblouku PQ,
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pak zddnéa z tétiv WZ, kde Z lezi na oblouku MN, nemé spoleény bod s té-
tivou PQ. Kazdé z téchto tétiv lze viak piifadit tétivu WY, kde Y lezi na
oblouku P@Q (a tedy tétiva WY mé spoleény bod s tétivou P@), a to tak,
aby raznym tétivim WZ byly ptifazeny razné tétivy WY (to lze, nebot
takovychto tétiv WY pii daném W muze byt celkem A(v) + 1, coz je vétsi
nebo rovnc h(u) + 1). Uzly odpovidajici tétivam MN, WZ, WY, P tvoii
cestu, pridemz dveé rtizné takovéto cesty nemaji spoleény uzel kromé u a v
a nemaji jej ani s cestami diive popsanymi. Ke kazdému bodu uvnitt oblouku
NM tedy piislusi A(u) 4+ 1 cest. Ponévadz vnitiek oblouku NJM obsahuje
n — h(u) — 1 bodi z o7, je celkovy pocet cest roven [h(u) + 1] [n — h(u) — 1].
Tedy uzlovy stupen souvislosti mezi w a v je nejméné roven tomuto é&islu.
Odstranime-li nyni mnozinu J¢ tétiv z 7 (n) spojujicich bod oblouku MN
s bodem vnitiku oblouku NM, lze rozlozit zbylou mnozinu tétiv z 7 (n)
na dvé disjunktni podmnoziny 71 a 7 ¢, kde 771 (resp..7 2) je mnozina teden
z 7 (n), jejichz oba koncové body lezi na oblouku MN (resp. uvnitt oblouku
NM), tedy které lezi v kruhové tsedi uréené obloukem MN (resp. uvniti
kruhové tsede uréené obloukem NJM). Protoze kruhova tseé je konvexni
mnozina, nemda zZadna tétiva z 71 spoleény bod se zddnou tétivou z .
Ponévadz tétiva MN je v.7 ;. tétiva PQ v .75, znamend to, ze v grafu vznik-
lém odstranénim mnoziny 7 z Gi(n) uzly odpovidajici tétivam MN, PQ
spolu nesouvisi. Protoze |7 ol = [h(u) + 1][n — h(u) — 1], je tento vyraz
roven uzlovému stupni souvislosti mezi u a ».

G

Obr. 2.

Méjme nyni ptipad, ze tétivy MN a Pf) maji spoleény vnitini bod (obr. 2).
Dokéazeme nejprve, ze oblouk N@ (resp. QM) obsahuje aspon tolik bodu z &7,
kolik obsahuje oblouk MP (resp. PN). Vime, zZe oblouky MN, P obsahuji
po Fadé h(u) + 1, k(v) + 1 bodl z 7. Necht oblouk M P obsahuje ¢ bodii z .7
pak oblouky PN, NG, QM obsahuji po fadé h(u) — q¢ + 1, h(v) — h(u) + q,
n — h(v) — q + 1 bodi z 7. Pro poéty bodt z o/ na obloucich NQ, MP
plati A(v) — h(u) + ¢ = ¢, nebot tuto nerovnost lze odvodit ekvivalentnimi
GUpravami z nerovnosti h(v) = h(u), coz plati podle piedpokladu. Pro podty
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bodd z & na obloucich QM, PN plati n - h(v) —q + 1 = h(u) — q + 1,
coz lze odvodit ekvivalentnimi tpravami z nerovnosti n = h(u) + h(v),
ktera rovnéz plati, ponévadz h(u) = in, h(v) < 4 n. Tétivy spojujici bod ob-
louku MP (resp. PN) s bodem oblouku N@ (resp. @M) maji spoledné body
s obéma tétivami MN, PQ, kazdé je tedy vnitinim uzlem jedné z cest délky 2
z MN do P@. Pro tétivy spojujici bod oblouku M P (resp. PN) s vyjimkou P
s bodem vnitiku oblouku @M (resp. N@) provedeme stejnou tdvahu jako
v piedeslém piipadé pro tétivy WZ. Koneéné ke kazdému bodu X z .o, ktery
lezi uvniti oblouku MP, existuje cesta slozena z tétiv MN, MX, PX, PQ
a ke kazdému bodu Y z .o/, ktery lezi uvniti oblouku PN, existuje cesta
slozena z tétiv MN, NY, PY, PQ. Tim jsme dokazali, Ze existuje takovy
systém cest z MN do PQ, ze zadné dve cesty tohoto systému nemaji spoleény
uzel kromé MN a PQ a kazdd tétiva z .7 (n), kterd ma spoleény bod s MN
(kromé PQ, MM, NN) je obsazena pravé v jedné z téchto cest a v systému
je cesta délky 1. Téchto cest je tedy [h(u) + 1] [n — A(u) + 1] — 4 (stupen
uzlu  zmenseny o dvé). Snadno bychom zjistili, ze odstranénim vsech tétiv,
které maji spoleény bod s MN kromé PQ, MM, NN, bychom ziskali graf,
v némz uzly odpovidajici tétivam MN a PQ jsou koncovymi uzly mostu.

Zbyva jesté piipad, ze MN a PQ maji spoleény koncovy bod N == P.Zde je
uzlovy stupen souvislosti mezi MN a PQ roven [h(w) + 1] [n — h(u) + 1] —
— 2 —— h(u), nebot zminény systém cest obsahuje vSechny tétivy z 7 (n), kte-
ré maji spoleény bod s MN kromé MM a tétiv spojujicich M s vnitinimi bo-
dy oblouku MN (predpokladame, Ze @ leii mime oblouk MN).

Véta 5. Hranovy stupehi souvislosti mezi wzly w a v v Gi(n) pri h(u) < h(v)
Je roven stupni wzlu u.

Dikaz. Budeme vétu dokazovat pouze pro piipad, Ze tétivy odpovidajici
uzliim % a » nemaji spoleény bod; pro ostatni piipady je dikaz analogicky.
Sestrojujeme systém cest z w do v jako v dikaze predeslé véty, a to tak,
aby zminéné body Y lezely uvnitié oblouku P@. Dale sestrojime pro kazdy
bod L z .o/ lezici uvniti oblouku MN cestu slozenou z tétiv MN, LM, LL*,
L*P, PQ, kde L* je bod uvniti oblouku PQ a kazdému bodu L je piifazen
bod L* vzdjemné jednoznadné. Dale sestrojime pro kazdy takovyto bod L
cestu sloZenou z tétiv MN, LN, LL*, L*Q, PQ a konedné cesty slozené z tétiv
MN, MM, MP, PP, PQ a MN, NN, NQ, QQ, PQ. Lze dokazat, Ze takto
dopInény systém cest ma tu vlastnost, ze zadné dvé z cest tohoto systému
nemaji spoleénou hranu a ze kazda hrana incidentni s uzlem wu je obsaZena
pravé v jedné z téchto cest; podet téchto cest je tedy roven stupni uzlu w.
Podle véty dokazané A. Kotzigem v [2] je tedy hranovy stupen souvislosti
mezi w a v nejméné roven stupni uzlu u; protoze viak hranovy stupen souvis-
losti mezi w a v nemize prekrodit supeni uzlu u, je mu roven.



Dusledek. Uzlovy @ hranovy stupeii souvislostt grafu Gg(n) je roven n -— 1.
7 predeslych tvah vyplyva jesté jedna vlastnost.

Véta 6. Je-li v uzel grafu Gp(n) a h(u) > 0 a odstranime-li vsechny uzly spojené
hranow s w, vznikne graf o tiech komponentdch; jednow = komponent je izolovany
uzel w, kaZdd z dalsich Lomponent je tvorend tétivami leZicimi weniti jedné
z kruhovijch tiseci vytatych tétivou odpovidajict uzlu u.

Véta 7. V grafu Gp(n) existuje Hamiltonova kruinice.

Dtkaz provedeme sestrojenim této kruznice. Sestrojime nejprve cestu Ci
po Fadé z uzlt odpovidajicich tétivam 4141, 4143, 4144, ..., A14n-1, 4142,
Azds. Dale pro kazdé ¢ = 2, ...;n — 2 sestrojime cestu C; po tadé z uzla
odpovidajicich tétivam A;A;, Aidire, ..., Aidy, Aidiy, Aiadia. Pak se-
strojime jesté cestu Cp_1 po fadé z uzli odpovidajicich tétivam A, 1441,
Ap 14y, Andy acestu Oy po fadé z uzld odpovidajicich tétivam A,4,, 4,41,

n
A14;. Snadno bychom zjistili, ze H == J €; je Hamiltonova kruznice.
i=1

Véta 8. Grupa automorfism@ grafu Gg(n) je izomorfni s grupow symetrii
pravidelného n-ihelnika.

Dukaz. Body A1, ..., 4, tvoli pravidelny n-thelnik. Kazdému shodnému
zobrazeni, kterym tento n-tGhelnik piechazi v scbe, odpovida ziejmé praveé
jeden automorfismus grafu Gy(n). Ponévadz hodnota a stupen uzlu v Gg(n)
jsou si piitazeny vzdjemné jednoznacné, musi kazdy automorfismus grafu
Gx(n) zachovavat hodnotu viech uzli. Specialné tedy obrazem uzlu hodnoty 0,
to jest uzlu odpovidajiciho tétivé tvoiené jednim bodem, je opét uzel hodnoty 0.
K takovymto dvéma tétivim w, v existuje zfejmé pravé jedna tétiva w,
kterd méa s obéma spoledné body, to jest tétiva spojujici tyto body. V grafu
Gk(n) se to projevi tim, ze existuje pravé jedna cesta délky 2 mezi uzly odpo-
vidajicimi témto tétivam. Mezi délkami tétiv a hodnotami uzlt jim odpo-
vidajicich existuje zfejmé téz vzajemné jednoznac¢né piifazeni a tedy hod-
nota vnitfntho uzlu w zminéné cesty uréuje jednoznaéné vzdalenost boda
tvoricich tétivy u, ». Protoze délky cest a hodnoty uzlil se v automorfismu
zachovavaji, budou obrazy uzld « a v pledstavovat opét tétivy vytvoicné
jednim bodem a vzdalenost bodt tvoticich tyto tétivy bude taz jako vzdale-
nost bodi tvoricich tétivy u a ». Automorfismu grafu Gg(n) odpovida tedy
transformace roviny, kterou prechdzi mnozina boda of v sebe, piiéemz vzda-
lenosti kazdych dvou bodl této mnoziny se zachovavaji. Takovato transfor-
mace je ziejmé shodné zobrazeni, kterym piechazi n-thelnik A14q ... Ay
v sebe.

Poznamka. Graf Gx(n) lze definovat i zcela bez uziti geometrickych pojmi.
Budiz 7 (n) mnozina neuspotrddanych dvojic zbytkovych tfid modulo =.
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Graf Gi(n) mad mnozinu uzld J (n), pfi¢emz dva uzly jsou spojeny hranou
pravé tehdy, jestlize odpovidajici dvojice bud maji spoleény prvek, nebo
se navzajem oddéluji. Analogicky by se definoval i graf Gy.
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THE GRAPH OF THE SYSTEM OF CHORDS OF A GIVEN CIRCLE
Bohdan Zelinka

Summary

Let n points on a circle be given and let us consider the system of chords joining these
points. The graph Gi(n) is the graph whose vertices are chords of that system, two
vortices boing joined by an edge if and only if the corresponding chords have a common
point. In this article the numbers of internal and external stability, the chromatic
number and the conncctivity degree of the graph Gr(n) are found. The existence of
a Hamilton circuit and a theorem on the group of automorphisms of Gi(n) are proved.
Investigation of such a graph was proposed by A. Kotzig.
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