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JEDNODUCHE KINEMATICKE ZDOVODNENIE
MAXWELLOVHO POSUVNEHO PRUDU

DIONYZ ILKOVIC

(Prednesené v semindri pre klasickt teériu pola Komisie Slovenskej akadémie vied
pre matematiku a fyziku dria 19. novembra 1953)

Vsetky vlastnosti elektrostatického pola, t. j. elektrického pola v prie-
store s elektrickymi mnoZstvami, ktoré sa vzhladom na tento priestor ne-
pohybuja, vyplyvaja z Coulombovho zdkona, podla ktorého vektor elek-
trickej intenzity pola E je dany vyrazom:

1 dr
R f £, (1)
kde ¢, je dielektrickd permitivita vikua, ¢ objemova hustota elektriny,
dz diferencial objemu, r polohovy vektor bodu, v ktorom vektor elektrickej
intenzity pola je E, vzhladom na miesto objemového elementu dz a r abso-
latna hodnota vektora r.

Podobne vlastnosti magnetostatického pola, t. j. magnetického pola
v priestore s ¢asom sa nemeniacimi elektrickymi pradmi vyplyvaja
z Biotovho a Savartovho zdkona, podla ktorého vektor magnetickej indukcie
pola, B, je dany vyrazom:

idr
B:%f—ra—xr, (2)

kde u, je magnetickd permeabilita vakua, i vektor hustoty elektrického
prudu a ostatné symboly maju podobny vyznam ako vo vzorci (1).
Struktiru elektromagnetického pola, t. j. s asom sa meniaceho elek-
trického pola, ktoré je vidy aj s Casom sa meniacim magnetickym polom
a naopak, vyjadruja Mazwellove rovnice, ktoré napisané v zneni platnom
pre vakuum (a elektromagnetické pole je vidy vo vakuu medzi elementar-
nymi Casticami hmoty) su:
godivE=p, divB=0,
oB

. . . . 0(&E)
rotE~———af—, roLB—,uO(l—{— ol ),

alebo ak zavedieme vektor elektrického posunutia (elektrickej indukcie)
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vo vaikuu vztahom Dy, = ¢ E a vektor magnetickej intenzity pola vo vikuu
vztahom Hy= B/u,, .
divD, = o, divB = 0,
rotE:—%];, rotHO=i-|—aa—]z°

Pri odvodzovani tychto rovnic sa vychadza zo vzfahov platnych pre
elektrostatické a magnetostatické polia, vyvodenych z Coulombovho a
Biotovho a Savartovho zakona, avsak pri pisani Maxwellovej rovnice v na-
Som poradi stvrtej, ktora v pripade magnetostatického pola je len rot H, =
=i, podla Maxwella a bez dostato¢ného fyzikdlneho zd6vodnenia
sa tato rovnica dopliuje na pravej strane o tzv. Mazxwellov posuvny

vd oD,
prad —=.

O veci ¢itame napr. v znamej ulebnici teoretickej fyziky G. Joos,
Lehrbuch der theoretischen Physik, 2. vyd., str. 281, toto: ,,Indukény zdkon
hovori, Ze vo vakuu kaZda zmena magnetického silového toku, prechadza-
juceho cez plochu ohrani¢ent krivkou C, ma za nasledok elektricky vir,
t.j. koneént hodnotu krivkového integralu ¢p E . ds pozdiz krivky C.
UZ viac raz objavena reciprocita elektrickych a magnetickych dejov

vedie k domnienke, Ze aj zmena elektrického silového toku vyvolava
magneticky vir. PiSeme preto na skusku

1 6E
rot H= T
Tuto rovnicu vyvodil Maxwell z predstavy, Ze pri vytvarani pola
objemové elementy ,éteru‘ sa polarizuji podobne ako objemové elementy
dielektrika.“ Dalej na str. 282: , Avsak dnes, na rozdiel od Maxwella,
o nejakom z elektrickych nabojov vytvorenom a polarizovatelnom éteri
nemozno hovorif, takie pravy, posunutim nabojov vznikajaci ,posuvny

prud‘ méZeme predpokladat len v dielektriku. Pre clen—l-?#It5 chyba preto

prisne zd6vodnenie aj ohladne znamienka.*

L.R.Nejman a P.L. Kalantarov v knihe Fyzikdlne zdklady
elekirotechniky, str. 1562 slovenského prekladu pisu: ,,Posuvny prad v di-
elektriku sa skladd z dvoch ¢&asti: z polarizaéného prudu a z posuvného
prudu vo vakuu. Tieto jeho dve zloZky vyplyvaja z rovnice D =D, + P,
podla ktorej je:

dD dDo
ar T + dt

Vyznam druhej zlozky je nézorny. Zodpoveda pohybu elementarnych
nabojov v atémoch a v molekulach pri ich deformécii a pri pootoceni po-
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larnych molekul za Géinku meniaceho sa vonkajSieho pola. Pri dnesnom
stave vedy nazorny vyznam prvej zlozky vSak nemoZno podaf, predsa
v8ak musime pripustit, Ze zavedenie pojmu posuvného pridu na vystih-
nutie hmotného procesu, ktory sa odohrava v elektromagnetickom poli vy-
* tvorenom v prostredi, ktoré sme nazvali vikuom, zodpoveda istej skutoc-
nosti, kedZe pomocou tohto pojmu dochddzame vidy k spravnym vysled-
kom.

V knihe J. C. Slater a N. H. Frank Electromagnetism, 1947, na
str. 84 c¢itame: ,M axwell vyslovil predpoklad, Ze rovnica rot H = J
oD |,

ma sa spravne pisat rot H=J 4+ ol

-

Obr. 1.

Toto je vSeobecné stanovisko v sucasnej fyzikalnej literature, pokial
sa elektromagnetické pole vySetruje bez pouiZitia principov relativity,
ktoré sa vsak ako také postuluju.

V svojom ¢lanku poukazujem na to, Ze Maxwellov posuvny prad %,
vystupujuci v Maxwellovej rovnici v nasom poradi stvrtej, je jednoduchym
kinematickym ddésledkom Coulombovho a Biotovho a Savartovho zakona,
napisanych v zmysle elektronovej tedrie pre jeden bodovy elektricky na-
boj ¢ v tvare:

1

4m g,

r, B fod¥ XT. (3)

4 13

AR

Bodovy elektricky naboj ¢ nech sa nachadza vzhladom na stiradnicovy
systém S, viazany na teleso T, v pokoji a nech splyva s geometrickym bo-
dom tohto priestoru Q (obr.1). V tomto priestore nech sa I'ubovolnym
spdsobom pohybuje teleso 7", s ktorym nech je spojeny stradnicovy
systém S’.

o
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Vzhladom na priestor S’ je potom naboj ¢q v relativnom pohybe. Preto
v tomto priestore je magnetické pole, v bode P, ktory v priestore S’ je
pevny, o indukeii:

AY T
B:%%X :P—%%XV,Z—*‘&ODOXV,,

kde v, je rychlost pohybu naboja ¢ vzhladom na priestor S’. V tomto bode
priestoru S’ teda je:
rot B = — poV X (Dg X V,) = — 1o [V.V,Dg—V.Dgv, ] = —p,v,. gradD,, (4)
lebo v, nie je funkciou polohy bodu P vzhladom na teleso 7" a div D=0,
ak bod Q nesplyva ndhodou s bodom P.

Rychlost v, naboja ¢ vzhladom na priestor S” je vSak totoZna s rych-
lostou v, jeho pola vzhladom™na tento priestor, t. j. v, = v, a rychlost v,
spliia rovnicu:

v,.grad Dy+ %—20 =0, (5)

vyplyvajicu z rovnice dDy=0, t. j. dr.grad DO—!—%I?dt:O, ak v nej

za dr volime v,d{, priéomaa—l?0 je parcialna derivacia vektora D, podla

casu v priestore S’. Je to taka rychlost, ktorou ak sa pohybuje pozorova-
tel v priestore S’, nepozoruje v tomto priestore zmenu vektora D,
Spojenim rovnic (4) a (5), za pouzitia aj rovnosti v, = v,, mame:

ot B= 1y 2202, (6)
alebo kedze je B = u,H,,
rot Hy = aa—l;“. o

Ak by sa vzhladom na priestor S’ pohybovalo viac elektrickych nabojov,
je zrejmé, Ze by vysledok (7) platil nezmenene, lebo pre elektrické a magne-
tické polia plati zdkon superpozicie. Koneéne, keby sme sa opierali o pred-
stavu, Ze elektrické mnozZstvo je v priestore S’ spojite rozloZené s obje-
movou hustotou ¢ a jeho rychlost ako funkcia polohy bodu v priestore
S’ je v, namiesto rovnice (7) prevedenim podobnej Gvahy by sme dostali

rovnicu:
0
rot H(,:gv—l——]b. (8)
ot
Rovnica (8) je v nasom poradi stvrta Maxwellova rovnica vo formulacii
Lorentzovej. Vedla konvekéného pradu vystupuje v nej aj Maxwellov

posuvny prud bez toho, Ze by sme pri jej odvodzovani boli pouZili predpo-
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klad rovnocennosti obidvoch tychto pradov pre vznik magnetického
pola.

Pre dplnost tejto tvahy pomocou podobnej kinematickej uvahy odvo-
dime aj tretiu Maxwellovu rovnicu, ktord sa nazyva tieZ zikonom elek-
tromagnetickej indukcie.

Za tym ucelom si predstavme, Ze v priestore S je teraz magnetostatické
pole. Nech sa v tomto priestore pohybuje suradnicovy systém S’ viazany
na teleso T”. Ak nejaky elektricky naboj q je v bode P systému S’ vzhla-
dom na tento systém v pokoji, podlieha sile, lebo sa pohybuje vzhladom na
systém S, v ktorom je magnetické pole, rychlostou v. Tato sila, ako vy-
plyva priamo z vhodne zavedenej definicie vektora magnetickej induk-
cie, je: '

f=qvXxB
a pre intenzitu v priestore S’ jeho pohybom indukovaného elektrického
pola mame:

E=—-=vXxB. 9)

L
q
Vypocéitame rotaciu vektora E v priestore S’.
rot E=V X vxXB)=(V.B)v— (V.v)B=(divB)v+B.gradv —
— (divv)B—v.gradB.
Je v8ak divB=0, lebojeB=rotP, a divv=V.(vp4+ o X 1')=
=—V.(rXw)=—(VXx7r). wo=0. Teda:

rot E=B. grad v—v. grad B. (10)
Dalej je:
gradv=V (vp+ o X1t )=—V (' Xw)=—IXw,

kde I je tenzor identity, lebo v, nezavisi od sﬁraﬂnic bodu P, a

B.gradv=—B.IXwo=wXB. (11)

V priestore S je magnetické pole od ¢asu nezavislé, preto v tomto prie-

store je:
dB=dr.grad B.

Ak za dr volime vdi, kde v je rychlost v priestore S’ pevneho bodu P vzhla-
dom na priestor S, bude:
dB=vdli. grad B

znacit zmenu vektora B v bode P za ¢as di zo stanoviska pozorovatela
v priestore S, teda:

( ) =v.grad B
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alebo
%I;—{—&)‘XB:v.gradB, (12)

0 . ., NP .
kde % = (%—]; je parcidlna derivacia vektora B podla ¢asu v priestore S’.
T

Dosadenim vysledkov (11) a (12) do rovnice (10) dostavame

oB
rot E=— Tk (13)

Ak by sa teleso T”, s ktorym je suradnicovy systém S’ spojeny, pohybo-
valo vzhladom na superpoziciu 'ubovolného pocétu magnetostatickych
polf so zdrojmi v relativnom pokoji v priestoroch S;, S,,. .., S, vo vzajom-
nom pohybe, je zrejmé, Ze by v priestore S’, ktory moéZe byt totozny aj
s ktorymkolvek priestorom S;, platila rovnica (13) nezmenene. Podla
tejto ivahy rovnica (13) je spravna, pokial zdrojmi magnetického pola,
ktoré vo vSeobecnosti v kazdom priestore S; je s ¢asom sa meniacim mag-
netickym polom, su v sebe uzavreté a s Casom sa nemeniace elektrické prudy
v akomkolvek vzajomnom pohybe.

Podobnou uvahou vsak lahko dokaZeme, Ze rovnica (13) ma vSeobecnu
platnost. Prvotnou pri¢inou elektrického a magnetického pola sa totiz
vidy len elektrické naboje, ktoré sa pripadne vzhladom na priestor, v kto-
rom pole skimame, nejakym spdsobom pohybuja.

Predstavme si preto, Ze sa vzhladom na priestor S’, v ktorom pole vy-
Setrujeme, pohybuje bodovy elektricky naboj ¢ rychlostou v,. V prie-
store S’ je potom s ¢asom sa meniace elektrické aj magnetické pole, ktoré
sa vzhladom na tento priestor pohybuje rovnakou rychlostou v, = v,
pricom rychlost v, vyhovuje vztahu:

v,.grad B+ (z—?)r = 0. (14)
V pevnom bode P priestoru S’ je za tychto okolnosti elektrické pol-
o intenzite E, ktord je suctom intenzity
- 41 r
Ee‘* ‘FEOF ’
budenej nabojom ¢, a intenzity
E;=v XB,

indukovanej pohybom priestoru S’ vzhladom na pole nadboja ¢. Za rych-
lost v v poslednom vzorci treba teda teraz (v zhode s prisluSnou tvahou
vknihe L.R. Nejmana aP.L. Kalantarova, Fyzikdlne zdklady
elekirotechniky, str. 192 slovenského prekladu) pisat rychlost v = v,
bodu P vzhl'adom na pole niboja q. Mame takto ihned

rot E=rot E;=p X (v XB)=—p X (V,XB)=—p.Bv,+p.v,B=v,.gradB,
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lebo v, nezavisi od polohy bodu P v priestore S’ a div B = 0, alebo s po-
uZitim vztahu (14) opéit:
oB

TOtE:—a—t,

(15)
ked sme index ,,r,, pi‘i parcialnej derivacii vektora B podla ¢asu vzhladom
na priestor S’ uz vynechali.

Po podanom odvodeni rovnice (15) musime v8ak vykonat reviziu odvo-
denia rovnice (8). Pri odvodzovani rovnice (15) sme pre vektor intenzity
elektrického pola pisali sucet:

E: E, -'I— E,‘: q L

3
A gy 1

+vxB.
Tento vztah je rovnocenny so vzfahom:

r r
D0: -4%;4} +EOVXB:21(11E—]"_3_ SOV,XB.

Podla toho sme teda mali aj pri odvodzovani rovnice (8) za vyraz ‘—1%%
pisat nie D,, ale Dy, + & Vv, X B. VySetrime, aky vplyv to ma na rov-
nicu (8). Za tym nicelom piSme:
*— Lo I¥
B In s~

B:—”ODU X V,,

r

pricom je:

_qr .
D°_4'n: 5 €V X B.

Potom maéame:
B= — oDy X v, =—pg (21'(17;‘:‘,5_ &V, XB) XV,=B*+ eguo 2B,

lebo v poli pohybujticeho sa naboja vektor magnetickej indukcie pola je
na vektor rychlosti pohybu nadboja kolmy. Upravou poslednej rovnice
dostavame:

B*= (1— e up12) B,

alebo, kedZe — ako vieme — je gou, = 1/c?, kde ¢ je rychlost svetla vo
. vakuu,

B*=(1~3;)B,
C

143

ked sme index ,,r
uz vynechali.

v symbole rychlosti ndboja ¢ vzhladom na priestor S’

Matematicko-fyzikalny d¢asopis IV, 1. 9



qr
dn 73
uplné a presne platné vyjadrenie vektora indukcie elektrického pola
v priestore S’, vzhladom na ktory sa naboj ¢ pohybuje rychlostou uv,,
dopustili sme sa chyby, ktora pri vietkych makrofyzikidlnych dejoch je
zanedbatelna, lebo pri vSetkych takychto dejoch je rychlost pohybujtcich
sa elektrickych nabojov v porovnani s rychlostou svetla vo vakuu velmi
mala.

Podla naSich vysledkov v naSom poradi tretia Maxwellova rovnica,
rovnica (15), ma presnu platnost, av§ak v nasom poradi stvrta Maxwellova
rovnica, rovnica (8), ma len priblizna platnost, i ked to pri beZznych makro-
fyzikalnych dejoch je bezvyznamné, lebo pri jej odvodzovani sme sa do-
pustili istej chyby. V skuto¢nosti vSak vSetky fyzikalne pozorovania na-
sved¢uji tomu, Ze aspon v inercialnych priestoroch aj rovnica (8) ma presnu
platnost. Nesrovnalost mozno odstranit len zmenou nazorov na priestor
a ¢as, ¢o je prave hlavnym obsahom Specialnej teorie relativity.

Doslo do redakcie 21.novembra 1953

Ak sme teda pri odvodzovani rovnice (8) vyraz povaZovali za

ITPOCTOE KMHEMATUYECKOE OBOCHOBAHME TOKA
CMEIIEHUA MAKCBEJILJIA

JIVOHU3U UJIBKOBUY
BrIiBOABI

B crarbe paccMaTPMBAIOTCA HEKOTOPbIE HEACHOCTH, KOTOPLIE BCTPEYAIOTCA B 00bIu-
HOM (PM3NYECKOl JIUTepaType B CBA3M C TOKOM cMelleHusa Makcenyd. JlaHO mpocroe
060OCHOBaHME 3TOI'O TOKA B YPABHEHMAX 9JIEKTPOMArHUTHOrO noJsA Makceeinus. B 3a-
KJIIOYEHMM IT0Ka3aHa Hen30eKHOCTb M3MEHESHMUS KJIACCMYECKMX B3IVIANOB Ha IPOCTPaH-
CTBO ¥ BpEMSA IIPU IOCTPOMKE TOYHOM TEOPUM JIEKTPOMATHUTHBIX IPOLIECCOB COIVIACHO
CrienuanbHOi TEOPUM OTHOCUTENBHOCTH.
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