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HIpPMMEHATb ypasBHeHusa Ilaynam u Pupuna. Henab3sa MCKIIOYATH BO3MOXKHOCTB, YTO
9TUMM YPaBHEHUAMYU GYILYT ONMCBIBATBCA 4-ME30HBI, Kak 3T0o mpeanaraer Kycaka (1).
Bce u3BeCTHblE MPONECCHI Pacrnajga MOXKHO MMEHHO OOBACHATL C IMPEAIIoJIOKEHMUEM,
4TO CIMH M-Me30Ha paseH 3. OIHO OTJAMYMEe U-ME30HOB OT JIEKTPOHOB MOZKeT ObITh
CJIEICTBMEM OTJIMYHOCTY WX CIIMHOB.

APLIKACIA DISPERZII NA OKRAJOVY PROBLEM
DRUHEHO RADU

MICHAL GREGUS

Jadrom prace je dokaz vety, kde sa hovori o poc¢te nulovych bodov in-
tegralu Sturmovej diferencialnej rovnice

[0(z, ) y] —0(z, ) y=0, (a)
ktory spifia Sturmove homogénne okrajové podmienky (tzv. Sturmova
oscilac¢na veta).

Dokaz je vykonany pomocou disperzii prvého druhu, pojmu zavedeného
prof. O. Bortavkom pre diferencidlnu rovnicu

y'—0(x)y=0.1 (b)
Inymi spdésobmi vykonali dokaz uZ mnohi matematici.?

Praca je rozdelena na tri casti. V prvej casti je zavedeny pojem disperzif
pre diferencialnu rovnicu (a) a odvodené niektoré ich vlastnosti analogické
vlastnostiam disperzii diferencialnej rovnice (b). V druhej ¢asti s odvodené
vlastnosti disperzii vyplyvajuce zo zavislosti od parametra 4 a aplikacia
disperzii prvého druhu na ddokaz Sturmovej oscilaénej vety. V tretej dasti
je dokazana zovSeobecnena oscilaéna veta za $pecialnejsich predpokladov.

I

Uvazujme Sturmovu diferencialnu rovnicu (a).Nech funkecie @ (z,4),0(=,4)
su spojité pre r€(— o, o) a pre A€ (4,,4,). Nech O (z, 1) >0 pre kazdé
LBoruvka O. O kolebluichsja integralach differencialnych linejnych urav-
nenij 2-ogo poriadka, Cechoslovackij matematiceskij zurnal, 3(78), 1953, 199—247.

2 Napr. Sturm, Journal de Mathematiques, 1, 1836;

Bodcher, Bul. Amer. Math. Soc., 1898;
Fort, Bul. Amer. Math. Soc., 24, 1918;
Priafer, Math. Ann. 95, 1926;

M amm an a, Math. Z. 25, 1926;
Kamke, Math. Z. 44, 1939 a inf.
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xa A€ (4,, 4;). Potom z existenénej teorémy vyplyva, Ze existuje integral
diferencialnej rovnice (a), ktory je v 'ubovolnom ¢isle « € (— o, ) rovny
nule.

Nech y(x, 1) je integral diferencidlnej rovnice (a) taky, Ze je y (x,4)=
=0 pre kazdé A€ (4,,4,).

Potom bud ma y(z,4) v (— «, o) dalsie korene, alebo nie. V prvom
pripade korene viacsie ako « nech st: «, < «&,< «,.... Budeme ich nazyvat
¢islami sprava konjugovanymi k ¢islu «. Korene mensie ako o: of > o) >
>«;... budeme nazyvat ¢islami zlava konjugovanymi k ¢islu «. Spolu
ich budeme nazyvat konjugovanymi ¢islami prvého druhu k ¢islu «.

Konjugované ¢isla nezavisia od volby integralu diferencialnej rovnice (a),
pretoZze kazdé dve riesenia diferencidlnej rovnice (a), ktoré maju koren
v ¢isle «, lisia sa len konstantnym faktorom a teda vsetky korene maju
rovnaké. )

Dalej predpokladajme, Ze integraly diferencialnej rovnice (a) st osci-
lujuce v intervaloch pre z€(— o, ) a A€(4,,4,). Ku kaidému
T € (— o, o) priradime najbliZzsie vacsie konjugované ¢islo prvého druhu,
ktoré oznadime znakom ¢, (x,4). Dostaneme funkciu ¢, definovanu pre
vietky = a 1€ (4,,4,). Tuto funkciu nazvime prvou disperziou prvého
druhu diferencialnej rovnice (a).

Z definicie disperzie vyplyva, Ze pre kazdé x plati:

$<(P1(5E,l)

Ak ku kazdému x priradime druhé najblizsie vacsie konjugované cislo
prvého druhu, dostaneme funkciu ¢, (x, 1), ktort nazvime druhou disper-
ziou prvého druhu. Podobne sa definuje »-ta disperzia prvého druhu.

Takto definované disperzie st diferencidlnou rovnicou (a) jednoznacne
urcené.

Prof. Boravka wuvazoval diferencialnu rovnicu (b), v ktorej je
0 (xz)< 0 a Q(x) je spojitd funkcia pre vSetky x€(— o, ). Za predpo-
kladu oscilatorickych rieSeni definoval disperzie ¢ (z) a ukazal, Ze v kai-
dom ¢isle z maju kladné derivacie prvého radu, pretoZe vyhovuju diferen-
cidlnej rovnici prvého radu:

bl

, *Lo (z)]
x) =
T
kde o= V2t + 22 a z;, z, st dva linearne nezavislé integraly diferencial-
nej rovnice (b).
UkazZme, Ze disperzie prvého druhu diferencialnej rovnice (a) vyhovuja
diferencialnej rovnici prvého radu:

, 2 (e, 4). 0 (g, 4)
P D= 1) 0 (n4)

pre y(z,4) % 0. (1)
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S. Krohova vo svojej dizertdcii uvazovala diferencidlny systém:
y=Az, zZ =By, kde A, B st spojité funkcie z€(— »,©) a A0
pre vietky x. Za predpokladu, Ze y-ova a z-ova zloZka integralu diferen-
cidlneho systému su oscilatorické, dokazala, Ze disperzie prvého druhu
y-ovej zlozky vyhovuju diferencialnej rovnici:

o (2)= LB pre y (a) 0.

Nage tvrdenie je teraz zrejmé, ked diferencidlnu rovnicu (a) prepiSeme
na systém:

y' = mz’ 2 =0 (x,2).y a pouZijeme prave uvedeny vzorec.

Nech z,, z, st dva nezavislé integraly diferencidlnej rovnice (a). Lahko
sa ukaZe, Ze potom kaidy integral diferencialnej rovnice (a) sa d4 pisat

v tvare: ’w
yzkgsin[f?dt——y],
kde o =1zt 1 22, » = ?’zf . kay st konstanty.
19 7“2

Nech y(zx, 1) =0, potom tiez y (@, A)=0. PretoZe ¢ 40, pre kazdé «,
resp. ¢ a A musi platit:

x (] _
. w . w

PAt—y|=0, sm[f——;dt— Jzo,
Sln[fgz 7] . e Y

T 9
‘o w
a/—é—zdi——yzkl'n: a a Edi—yzkzn.
Odéitanim prvej rovnice od druhej dostaneme:
@
f@ﬂzdt-_—(kz— k).

Vezmiuc toto do uvahy a dosadiac y (z, 2), resp. y (¢, 4) do rovnice (1),
dostavame:

' _ (9, 4).0(p, ) 4
A e P TRCIE IR b

Rovnica (1) je splnena pre kazdé = a 1€(4,,4,).

* K tomu istému vysledku sa tieZ dostaneme cestou, ktorou prof. Boruvk a
odvodil diferencidlnu rovnicu pre disperziu prvého druhu diferencidlnej rovnice (b).
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Nakoniec pokladdm za nevyhnutné spomenut klasickt Sturmovu osci-
laénu leorému, ktora znie takto:

Nech funkcie @ (z,4) a Q(x,A) sa spojité pre x€[a,b] a pre
A€(4,,4,) a nech O (x,2)>0 pre xz€[a,b] a pre A€ (4,,4,). Nech
M (2) a m(a) st najvacsie hodnoty funkecii @ (x, 1) a O (x,1) v [a,b]
a nech naviac: lim —m(4)

L e M (2)
¢islu v (=1,2,...) existuje ¢islo 4, € (4,, 4,) také, Ze pre kazdé 1€[4,, 4,)
ma rieSenie diferencialnej rovnice (a) v [a, b] aspoi » koreriov.

= o, potom ku kaZdému prirodzenému

II
Majme diferencialnu rovnicu:
[0 D)y =0 (x,)y=0. (a)

V dal$om budeme o funkcidch @ (x, 1) a O (x, 1) predpokladat toto:

1. Nech funkcie O (x,1) a Q (x, ) st spojilymi funkciami pre z€[a,b]
a pre A€(4,.4;). Okrem loho nech pre kazdé x€[a,b] a A€(4,,4,) je
O (z,1)>0.

2. Nech pre kazdé x€[a,b] je O (x,A) klesajicou funkciou parametra
A€ (A4, 4,), L. j. O (x, 4)>0 (x, 4;) pre lubovolné A, , < A, € (4,,4,) a nech

lim Q (x,A)=— o pre kaZdé x€[a,b]. Nech naviac O (x, 1) je nerasticou
Ay A2

funkciou paramelra A€ (4,,4,) pre € [a,b].

V dalgich uvahach bude velmi vyhodné, ked si interval [a, b] rozsirime
na interval (— o, ©), a to tak, Ze pre >>b poloZime O (z,1)= O (b, 1),
O(z,2)=0 (b, A) a pre z< a polozime O (x, 1) =0 (a, 1),0 (z,2)=0 (a, 4).

Takto definované funkcie @ (z,1) a Q(x, 1) maju pre z€(—w, o)
a pre A€ (4,, 4,) predchadzajice vlastnosti a integral y (x, 1) diferencialnej
rovnice (a) ma v [a, b] ten isty priebeh.

Diferencialna rovnica (a) je oscilatorickd v intervale (— «, ) bud pre
vietky A€ (4,, 4;) alebo poéinajuc len od urcitého A= 4,€ (4,, 4,). Potom
vsak disperzia prvého druhu ¢ (z, 1) diferencialnej rovnice (a) je definovana
pre T€(— o, o) a pre 1€ (4,,4,).

Veta 1. Disperzia prvého druhu diferencidlnej rovnice (a) ¢ (z, A) je spo-
jitou funkciou paramelra A v intervale (4, 4,), a to pre kaZdé x € (— o, ©).4

D 6 k az. Disperzia prvého druhu ¢ (z, 1) vyhovuje tejto diferencialne;j
rovnici prvého radu:

(9, 2). 0 (g, )

Vo= ). 0, 2) )

b

kde ¢*(x,A) a O (z, 1) st spojitymi funkciami premennych x€ (— «, »)

¢ Pod znakom ¢ (r,A) (bez indexu) budeme v dalS%om rozumiet ¢, (z, A) pre
Iubovolné» =1,2,3,...
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a A€ (4,, 4s). Teda tieZ g? (g, 1), @ (¢, A) st spojitymi funkciami ¢ € (— oo, )
a A€ (Ao, Az) .

(1) je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, kde
o (@, 4). O (p,4) =0 pre kaidé ¢ a A€ (4,,4,). Existuje preto jedno-
znatné rieSenie diferencialnej rovnice (1) @ = ¢ (x,4) (prechadzajuce
danym bodom z,, @), ktoré je spojitou funkciou parametra A€ (4,, 4,)
pre kazdé £ € (— o, o), & b. t. d.

Veta 2. Existuje nekoneéne mnoho hodnét parametra 1€ (4,, 4,):

| N N
pre kioré inlegrdl y (z, 2) diferencidlnej rovnice (a) za predpokladov 1, 2 splria
okrajové podmienky y(a,2)=y(b,A)=0 a md pre A= A,4, v (a,b) prive
n—+ p nulovjch bodov.

Do6kaz. Uvaiujme integral y(z, 1) diferencialnej rovnice (a) taky,
ie y(a, A)=0.

Z klasickej Sturmovej oscilatnej teorémy vyplyva, Ze k Tubovolnému
prirodzenému ¢islu » existuje 4, také, Ze y(z, 4) ma v (a,b] aspoir » ko-
renov. A

Nech ich je u = » a nech su to:

L @y .. LT,
potom plati: .= ¢, (a, 4,), teda
Pu (a7 lv) = b< Pu+1 (ay Z"v) .

Nech ¢, (a, 4,)<b.Z oscilaénej teorémy vSak vyplyva, Ze k prirodzenému
¢islu p+ 1>» existuje také A,41€ (4, ds), Z¢ y(x, Auyq1) mad v (a,b)
aspont 4+ 1 nulovych bodov. Plati teda: @u4+1 (@, Au41) S b<gut1(a, d).

Pretoze vSak ¢, 41 (a, 4) je spojitou funkciou parametra 4, existuje v in-
tervale (A, Auy1] také A,, %e @u+1(a, 4,)=>0; integral y (z, 4,) spifia
okrajové podmienky y(a,2,)=y(b,4,)=0 a ma v (a,b) prive n=pu
nulovych bodov.

Hladajme teraz 4,,,. Vieme, Ze ¢, (a,1,)=b<@,+,(a,4,). Zo Stur-
movej oscilatnej tecorémy vyplyva, Ze k ¢&islu k>n+ 1 existuje také
A €(4,,4,), Ze y(x,4) ma v (a,b) aspoii k>n-+ 1 koretiov. Teda pre
A= }'k jC Pn+1 (av }*k)<b< Pn+1 (av ;‘n) . Pretoze Pn+1 ((1, }‘) je Spojitou
funkciou parametra 4, existuje v intervale (4,, A) také 4, ., %e y(x, 4,4,)
ma v (a,b) prave n+ 1 korefiov a jeden korefi v b.

Takto postupujic dalej najdeme postupnost hodnét parametra 2:
Auy Ang1s- s Angpye -+, KU ktorej existuje postupnost rieSeni: y,, y,4q,-- -,
Yntpye -+ taka, Ze y,4,=y(z,4,4,) ma v (a,b) n+ p nulovych bodov
a spliia okrajové podmienky y (a,4,4,)=1y (b,4,4,)=0.

Ak ¢@u(a,4,)="0, staéi polozift u —1=n a oznacit 4, = 4,.
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Poznamka. Predchidzajtca veta plati aj vtedy, ked z podmienky 2
vynechdme poZiadavku monoténnosti funkeii @ (x,1) a Q(z, 1) podla
parametra 2.

Veta 3. Ak su splnené podmienky 1, 2, polom disperzia prvého druhu
@ (x, A) je klesajicou funkciou paramelra A€ (4, 4,) pre kazdé € (— o, ).

Dokaz. NapiSme diferencidlnu rovnicu (a) pre hodnoty A,< 4,€

€(4y,4,):
[O(x, 4) y'] — 0O (x,4)y=0, 2)
(0 (z, 2)2'] — 0O (x, %)z =0.
Pre funkcie O (z,1) a Q(x,4) podla predpokladu plati: @ (x, ;) =
= C (xv }'2)’ Q (x’ 21) >Q (.’I), 22) .

Nech y a z su IubovoIné integraly diferencialnych rovnic (2). Potom
podla zndmej Sturmove] porovndvacej teorémy medzi kazdymi dvoma nulo-
vymi bodmi rieSenia y existuje aspoti jeden nulovy bod rieSenia z. Volme
integraly y a z tak, aby y(a, 1) =1z (a, 4)= 0. Potom vsak plati ¢ (a, 4,) >
> g (a,4,). VSeobecne ak y(x,i)=z (z,4)=0, potom tieZ ¢(z,4)>
> ¢ (z, ). Tym je veta dokdzana.

Veta 4. Nech st splnené predpoklady 1, 2, nech dalej «, «,, B, B, st bud
konStanly, o kiorgch plati |o|+ |« =0, ||+ |6 +0, alebo spojité
funkcie parameira A€ (A4,,4,) s podmienkou, Ze bud a) x (1) = 0 identicky

a &, (A) =0, alebo b) « (A) == 0 v celom inlervale (4,, 4,) a Qla’—;l)(j)ﬁﬂ je
nerastica funkcia paramelra A.
Analogicky nech plati bud a) (1) =0 pre katdé A a f,(4) =0, alebo b)

B(A) %0 v celom intervale (4,,4,) a %ﬁ%;ﬁ@

je nerastica funkcia
parametra A.
Potom existuje nekoneénd postupnosl! hodndét parametra A (izv. vlasiné
hodnoty ): ’
Y S S N ST
konvergujuca k A, tej vlasinosti, Ze ku kaZdej hodnote 2, , existuje inlegrdl
diferencidlnej rovnice (2) Y,+,= Y (&, Ass,) (tzv. vlasind funkcia) taky, ze
splria okrajové podmienky:
o (2) y (@, 2) —a (4). y' (a, 1) =0 3)
By (2) y (b, 2)+ B(2). g (b, 1) =0 @)
a md v inlervale (a,b) n+ p nulovych bodov.
Dé6kaz. UvaZzujme integral diferencidlnej rovnice (a) y(z, A), ktory
spliia tieto pocdiatoéné podmienky:
i y(a)}'):‘x(}')r y'(a,}.)=ocl(l).
Tento integral splfia podmienku (3).
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Nech & (4)==0. Z oscilaénej teorémy vyplyva, Ze k Tubovolnému pri-
rodzenému &islu u existuje také A, € (4y,4s), Ze pre 1= 1, ma y(x,A)
v (a, b) aspoil p korenov. Nech ich je pravev = u:xy, ;,..., Ty—1.

2o (A) je klesajucou funkciou parametra A. Dokaz tvrdenia vyplyva
z prvej Sturmove] porovnavacej teorémy (pozri B O cher, Legons sur
les mélhodes de Sturm, 59).

xy (A) je tiez spojitou funkeiou parametra A. Dokazeme to touto uvahou:
Zvolme si lubovolné A, € (4,, 4,). Potom lim Z, (1) =z, a lim zy (1) = z4,

Ao y— iy
kde 2y, 7, € (a, ¢), ¢ je dost velké &islo. UkdZeme, e x, = x,= 7,.5 Riedenie
diferencialnej rovnice (a) y (x, 1) je rovhomerne spojita funkcia parametra 2.
Teda k Tubovolnému e >0 existuje § >0, Ze pre kazdua dvojicu, pre ktoru
je |V =2 |<djely(x,V)—y(x,2")|<e, pre kaidé z € (a,c). Nech 4,<
LN < W<Xa|X —X|<d. Potom |y[xe(2"), ] — ylae (A7), ]| <e.
PretoZe y [z (27), ']=0, je |y[x,(2”),A]|<e. Nechajme A" i 1" blizit
sa k ;. V limite dostaneme y (x,, ;)= 0, lebol,,lil? Ty (X)) =,.
S
Podobnym spdsobom dokazeme, %e y (x,, 4,) = 0, pretoze ; lir;1+ xo(A)=

= x,. Z toho viak nevyhnutne vyplyva, Ze x, = 7y = z,.
@v(xo(4), 4] je klesajicou funkciou parametra A, pretoZe pre 4,< 4,
plali:
To (A) > @0 (A2), @u[@o (A1), 4] = @ [2g (A1), Aa] > @u [20 (A1), Aa] -
Pre A= 4, plati:
Pv—1 [Ty (), 4] <D = o[ (An), A -

Z klesania a spojitosti funkcie ¢,[x,(4), 4] vyplyva, Ze existuje také
Av = Ay, Ze y (x, A) ma v (a,b) v korenov a jeden koren v b.
Plati teda: @, [2g (), 2] = b<@ui1[x0(A), 4].

Takto postupujic dalej ndjdeme postupnost hodnét parametra A:
Aoy Avg1ye ooy Aogp,. .., Ktora ma tieto vlastnosti:

1. Integral y (z, Avtp) diferencialnej rovnice (a), ktory spiiia podmien-
ku (3), ma v (a,b) prave » 4 p koretiov a jeden koren v b.

2. Pre 1€ (A4p, Av4p+1) integral diferencidlnej rovnice (a) y(z, 4),
spliiujaci podmienku (3), ma v (a,b) prave » + p 4 1 korenov.

Ak« (A)= 0, oy () == 0, postupnost 4,4, najdeme ako vo vete 2.

Ak B(A)=0(p;(4) £0), veta je dokazana.

Predpokladajme g (4) =0 v (44,4,).

Z druhej Sturmovej porovnavacej teorémy (pozri B o cher, Legons sur
O(b,2).y (b, A

y (b,2)

les mélhodes de Slurm,60) vyplyva, Ze pre A€ (Av+p, Av4p+1) j@

® Lixistencia jednostrannych limit vyplyva z monotonnosti funkcie x, (4).
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klesajicou funkciou parametra 4,atood + o do — w, pretoZe y (b, Avy,) =
0 (b, 7). By (2)

B(A)
sajucou funkciou parametra A. Existuje preto jedna a len jedna hodnota
parametra A= 4,4,€(A4p, b4p+1) taka, Ze plati:

< (bv &n-i-p) y’ (b~ Zn-l—p) —_ @(bv }'n+p)' /31 (}'n-i-p)
y (67 }‘n-i'p) /3 (ln+p)
a y(x,A,4,) md v (a,b) prive n+ p=wv+ p 41 nulovych bodov. Po
uprave poslednej rovnosti dostavame:
/31 (}'ﬂ+p) -y (b7 }‘n+p) =+ 13 (zn+p,\’ : yl (b7 Z‘n+p) =0

a to je okrajova podmienka (3').

=y (b, lvyp+1)=0. Funkecia — je podla predpokladu nekle-

Uhrnom sme dostali tento vysledok: K postupnosti

Zny j'n+17' RS ] An+pa' .
existuje postupnost vlastnych funkecii:

Uny Unt1rc o3 Yntpsre o+
z ktorych kaZda spifa (3) a (3') a integral y,; ,= y(z, 4,4,) Ma v (a, b)
prave n-+ p nulovych bodov.
Ze postupnost hodnot parametra A konverguje k 4,, dokaZzeme touto
tivahou: Z konstrukecie postupnosti vyplyva, Ze je rastuca a 4,4 ,< 4, pre
kazdé p. Teda musi platit: lim 4,,,=d =< 4,. Dajme tomu, Ze d<4,.

P> ©

Potom by v8ak vietky 4, , boli mensie ako d< 4,, teda v intervale (d, 4,)
by neexistovala vlastna hodnota parametra A. To vSak nie je moZné,
pretoZze v tom istom intervale su splnené vsetky predpoklady vety 4,
existuje tam preto nekoneéne mnoho vlastnych hodnot parametra 1, co
je spor s predpokladom, Ze d<4,.

ITI

Dopliime pre dalsie uvahy predpoklady 1, 2 o diferenciilnej rovnici (a)
takto:
3. Interval (4,,4,) nech je leraz inlerval (— o, ©) a o funkcii Q (x, A)
predpokladajme naviac llim O(x, )=+ .
- — 00

Nasou najblizSou tulohou je vysetrit, ¢o sa deje s disperziou ¢ (x, 4) za
tychto predpokladov.

Nech &£€[a, »). Nech 4,(&) je infimum tych hodnot 4, pre ktoré pri-
sluSny integral y(x, & 4) diferencidlnej rovnice (a) (o ktorom plati
y(& & 24)=0) ma v [a, ©) aspon jeden nulovy bod rézny od & Potom
disperzia ¢ (&, 1) je definovana pre A€ (4, «). Ukazeme, Ze také 4,
existuje.
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Predovietkym pre dost velké A je O (z, ) <<— A2, teda existuje A** take,
Ze pre vietky 1= 2** je diferencidlna rovnica (a) oscilatoricka v (a, «).
Pre dost malé 1 je O (x, 1) > A% teda existuje A* také, Ze pre vietky
A=< 2* y(z, & ) nema v [a, ©) nulovy bod rézny od &. PretoZe mnoZina
hodné6t parametra 4, pre ktoré y (z, & 4) ma asponi jeden nulovy bod rézny
od &, je zdola ohranicend, existuje jej infimum A,= 4, ().

Z definicie A, vyplyva, Ze pre A< 4, nema y (x, & A) dalsi nulovy bod
vacsi ako & Pre 1>4, mé y(x,& 1) v [a, ») aspon jeden nulovy bod
rozny od &, pretoZe z definicie 4, vyplyva, Ze existuje 1, Tubovolne malo
vidtie ako 4,,ato také, Ze y(x, & 4;) ma nulovy bod vicsi ako &, a kedze
pre 2>, >4, plati O (z, 4,) >0 (z, 4), podla prvej Sturmovej porovn#-
vace]j teorémy g (&, 1) existuje a je dokonca ¢ (&, 1)< ¢ (&, 4,).

Veta 5. Za predpokladov 1, 2, 3 plali: lim ¢ (a, )=+ .

Ao Aot
D 6 k a z. Uvazujme integral diferencialnej rovnice (a) taky, Ze y (a, 1) =
=0 pre kazdé 1.¢(a, ) je klesajicou funkciou parametra A€ (4, (a), =).
Nasou ulohou je dokazat, ze klesd od 4 .
y (z, 2) je spojitou funkeciou parametra A€ (— o, o), preto plati
liAm y(x, 2)=y (x,4,). Pre 2<A4ynemé y (x, 1) nulovy bod roézny od a.
Aoy Aok
Ukazeme, 7e tiez y (z,4,) nemé nulovy bod rozny od a.

Dajme tomu totiz, Ze y(c,4,)=0, kde a<c< «. Pri prechode bo-
dom ¢ meni y(x,4,) svoje znamienko. Nech y(x,4,)>>0 pre z€(a,c),
potom pre a€(c,c+ o), kde w >0 je dost malé, je y(x,4,)< 0 a nema
v (¢,c+ w) nulovy bod.

y (z,2) je rovnomerne spojitou funkciou parametra A v okoli 4,, t. j.
k Tubovolnému & >0 existuje 6 >0 také, Ze pre 4g— 2>4d je |y (x, A) —
—Y ($,A0)I< &, t. ] y('r7A0) - 8<y($a 2’)< y(-T~Ao)+ . PoloZzme 0<
<e<|y(z',4y)|, kde 2" € (¢,c+ w). Potom je:

y(x, )<y, 40+ e¢<0.

Nech 2" € (a,¢) a nech e<y (2", 4,). K takto zvolenému & >0 existuje
0 >0 také, ze pre dg— A< je 0<y (2, 49)— ey (2, 2).

Ked si teraz volime 0<e<min (|y(a', 4y)|, y (2" 4,)), existuje k ne-
mu také 6>0, Ze pre d;— A<46 je y(a',2)<<0 a y(z”’,2)>0. Teda
y(z, 1) prec A< 4, ma nulovy bod rézny od a, a to je spor. Teda y (x, 4,)
nema v [a, «) nulovy bod rézny od a.

Predpokladajme, iellim+1p(a, A)=c¢ < ». To by vSak znamenalo, Ze

- o
@ (a,A)<c¢ pre A>4, l'ubovolne malo blizke k 4,. Z rovnomernej spo-
jitosti y(x, ) vzhladom na parameter 2 v okoli 4, vyplyva, Ze to nie je
mozné, preloZe y(x, 4,) neméa nulovy bod rozny od a, teda lim ¢ (a, 1) =

=4 . — 4o
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Veta 6. Za predpokladov 1, 2, 3 exisluje nekonetne mnoho vlasingch
hodnét paramelra A: Ay, Ay,..., 2,,... lakych, Ze ku kaZdému 2, exisluje
vlastnd funkcia y, =y (x, 2,), ktord md v (a,b) prdve n nulovijch bodov a spliia

okrajové podmienky:
yla,2,)=1y (b, 2,)=0.

D 6 k a z. UvaZujme integral diferencialnej rovnice (a) taky, Ze y (a, 1) =
=0. Zo Sturmovej oscilaénej teorémy vyplyva, Ze existuje A€ (d4,, »),
pre ktoré y(x, ) ma v (a,b] aspoti jeden korefi, teda ¢, (a, 1) < b. Podla
predchadzajicej vety je ¢, (a, 1) klesajucou funkciou parametra 2 od + oo .
Podla vety 1 je tieZ spojitou funkciou parametra i. Existuje preto prave
jedna hodnota parametra 2= 1, taka, Ze ¢, (a, ,)="> a integral y (x, 4,)
nema v (a,b) nulovy bod, ale plati y(a, )=y (b, 4))=0. Postupujie
dalej Tahko néjdeme postupnost hodnot parametra A:

I TR

ku ktorej existuje postupnost vlastnych funkeii: yo, yy,. .., Yn,... taka,
7e y,=ylx,2,) ma v (a,b) prave n nulovych bodov a jeden v bode b.
Tym je veta dokdzana.

Veta 7. Za predpokladov uvedenych vo vele 4 doplnenijch predpokladom 3
a za predpokladu p,(2). B(2) =2 0 exisluje nekoneéne mnoho vlasinich hodnol
paramelra A:

Aoy Ayyevoy Apyen
takych, Ze k Tubovclnému 2, exisluje vlastnd funkcia y (x, 4,) =y, klord md
v (a.b) prave n nulovych bodev a spliia okrajové podmienky (3) a (3')
z vely 4.

Dokaz Uvaiujme integrdl y (x, 2), ktory spliia podmienku (3)
diferencialnej rovnice (a). Zo Sturmovej oscilacnej teorémy vyplyva,
e existuje A€(A,, =), pre ktoré y(z,2) ma v (a,b] aspoii jeden koreri.
ktory oznadime z,(2). Teda plati: 2, () < b.

z, (1) ie spojitou funkciou parametra 4a tieZ je klesajucou funkeciou pa-
yemetra A od + . Dokaz tohto tvrdenia by sme vykonali celkom po-
dcbne ako dokaz vety b, staci nahradit ¢ (a, ) pomocou x,(4).

Existuje preto prave jedna hodnota parametra A= A, = 4, pre kioru
zo (Ay) = b. Podobnym spésobom ukiZeme, %e existuje také 4, pre ktoré
P1[xo (A1), 4] =b.

Opakovanim tohto postupu najdeme postupnost hodnot parametra A:
Aoy Ayse ey Any. .., ktord ma tieto vlastnosti:

1. Integral difevencialnej rovnice (a) y (x, 4,), spliiujuci podmienku (3),
ma v (a,b) prave n korefiov a jeden v bode b.

2. Pre vietky 1€ (4,, 4,4,) ma y(z,4) v (a,b) prave n+ 1 korefiov.

36



Ak B(A2) =0, potom je veta dokazana. Nech f(4)=0. UvaZujme
60.4).y (& 2), ktora je pre dost malé A kladna a s rastiucim 2

y (b, 2)
klesajuca a%z do — «, pretoZe y (b, 4,)=0. Podobne —W je
podla predpokladu neklesajuca a pre vSetky A zaporna alebo rovna nule.
Existuje preto prave jedna hodnota parametra A= 2,< A,, pre ktoru
sa si tieto dve funkcie rovné. Tym je viak splnena podmienka (3') pre
mmtegral y(x, 4y = yo, ktory mema v (a, b) nulovy bod.

Podobne ako vo vete 4 najdeme postupnost hodnot parametra i: 4,,
Aiye vy Ause .., ku ktorej existuje postupnost vlastnych funkeii:

funkciu

y(h Ulv !Jz,n L] yna‘ L]
ktora ma Ziadané vlastnosti.

Poznamka 3. Ak predpoklady vety 7 doplnime predpokladom
O(x,A)>>M>0pre x€[a,b] a A€ (— o, ©), mdzeme potom vynechat pred-
poklad g, (A)B(A) = 0, pretoze sa da dokazat, ze lim 06 4).y (b4 =

Ay — @ y (b7 }')
=4 o. (Pozri Bochecr, Mélhodes de Sturm, 65.)
Vypracované v seminari prof. Boravku.

Doslo do redakeie 11. maja 1953.

IIPMUMEHEHMWE TUCIIEP3UJ K KPAEBBIM 3AJAYAM
IJsI YPABHEHUN 2-TO IIOPSJKA

MUXAJ TPETYIIIL
BrIBOIBI

B pa6oTe 1aHO J0KAa3aTeNbLCTBO HEKOTOPBLIX TEOpeM B 00JIacTM TaK Ha3LIBAE€MOil OC-
LMIIAIMOEHOI Teopembl IlITypMa; mJd AOKa3aTenbCTBa IMPUMEHSETCA ITOHSATHUE AUC-
nep3muy, KOTOpoe HeLABHO BBEJN B HayKy mpod. Bopyska
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