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O OBRYSE VYPUKLYCH PLOCH
VACLAV MEDEK

Pojem obrysu plochy, jeden zo zakladnych pojmov deskriptivnej geo-
metrie, nebvva dost presne vymedzeny a ¢asto sa pri jeho definicii odvo-
lavame na jeho priestorovi nazornost.

V dalsom by som chcel podat definiciu obrysu vypuklych ploch pre pre-
mietanie z bodu S na rovinu =, ktora neprechadza bodom S.

Pod vypuklou nadplochou v E, budem rozumiet mnozinu hrani¢nych
bodov vypukle] oblasti, ktorej vsetky body nelezia v jedinej nadrovine.
Pre n =3 dostavame vypukla plochu, pre n= 2 vypukla krivku.

Vypukla oblast s jej vypuklou plochou budem nazyvat vypuklym lele-
som.

1. Nech F je nejaké vypuklé teleso, ktoré definuje vypukla plochu @ ako
suhrn jeho hrani¢nych bodov. Zostrojme stredom premietania S vsetky
polpriamky, ktorych zaciatoéné body si v bode S a obsahuju vzdy aspon
jeden bod telesa F. Sthrn bodov vsetkych takto vzniknutych polpriamok
ozna¢me P.

Definicia 1. Sthrnu P bodov budeme hovorif premietacie leleso plochy ®.

Veta 1. Premielacie leleso P vypuklej plochy @ je vypulklé.

Za tucelom d 6 k a z u sizvolme dva l'ubovolné, od seba rézne body MN
telesa P. Potom polpriamka SM musi byt urcena nejakym bodom A telesa /
a polpriamka SIV nejakym bodom B telesa F'. Pretoze teleso F' je vypuklé,
kazdy bod usecky AB prislacha telesu F'. Z toho priamo vyplyva, Ze aj
kazdy bod use¢ky MN prislacha telesu P, ktoré je teda vypuklé.

Definicia 2. Ak existuje hraniénd vypuklda plocha 11 lelesa P, budeme jej
hovorit premietacia plocha vypuklej plochy .

Poznamka. Vypuklda plocha II nemusi niekedy vobec existovat,
alebo aj ked existuje, nemusi mat spolo¢né body s plochou @. Napr. vy-
pukla plocha II neexistuje nikdy, ak stred premietania S je vniatornym
bodom telesa F. Plocha I nema spolo¢né body s plochou @ napr. vtedy,
ak teleso F' je polpriestor a stred premietania S je jeho vonkajsim bodom.
Vtedy plocha Il je rovinou rovnobeznou s rovinou @.

Na podklade takto zavedenych pojmov mozeme zaviest pojem skutoc-
ného obrysu vypuklej plochy ®.

38



Definicia 3. Skutoéngm obrysom vypulklej plochy @ pre sired premielania
v bode S je prienik plochy @ a jej premietacej plochy II. /

Z poznamky k definicii 2 vyplyva, Ze skuto¢ny obrys vypuklej plochy @
moze mat velmi rozmanity tvar, resp. moze to byt aj prazdna mnoZina.
Ak napr. teleso P je kocka a stred premictania S je jednym jej vrcholom,
skutoény obrys tvoria jej tri steny obsahujuce bod S. Skuto¢ny obrys je
prazdna mnozina vzdy vtedy, ak stred premietania S je vhatornym bodom
telesa F') alebo vtedy, ak premietacia plocha II a plocha @ maju prazdny
prienik.

Zostrojme dalej vypuklé teleso P a jeho hrani¢nt vypukla plochu II
stredove symetrické k telesu P a ploche II vzhl'adom na stred premietania S.
Potom mézZeme zaviest:

Definicia 4. Zdanlivym obrysom vypuklej plochy @ je sudéel prienikov
pléch T a T s rovinou .

Keby sme vzali do uvahy iba premietaciu plochu II vypuklej plochy @
a jej prienik s priemetiiou =, dostali by sme medzu vrhnuiého tieria plochy @
pri centralnom osvetleni zo stredu v bode S.

Zdanlivy obrys vypuklej plochy moéZe mat velmi rozlicny tvar; zavisi
od vzijomnej polohy priemetne © a vypuklych telies P a P. Ak teleso P
nie je celym priestorom ani polpriestorom a ak priemetiia = obsahuje
jeho vnutorné body, potom prienik plochy II s priemetiiou je vypukla
krivka. To isté plati aj o telese P. Za uvedenych predpokladov o telesach P
a P moZu potom nastat celkove 3 typy zdanlivého obrysu vypuklej plochy:
1. dve vypuklé krivky (obidve telesi P a P maju s priemettiou spoloéné
vnutorné body), 2. jedna vypukla krivka (prave jedno z telies P a P mé
s priemetiiou spolo¢né vnutorné body), 3. prazdna mnoZina (ani jedno
z telies P a P nema s priemetiiou spoloéné body).

2. Nech rovina 7 je opornou rovinou premietacej plochy II, ktora obsa-
huje aspon jeden jej bod T rdézny od bodu S. Potom lahko dokazZeme, Ze
rovina 7 obsahuje celi polpriamku ST'. Predpokladajme naopak, Ze rovina
obsahuje z polpriamky ST iba bod T. Potom polpriamka ST pretina ro-
vinu v v bode T a na polpriamke ST budu potom existovat body, ktoré
leZia na jednej strane, a body, ktoré lezia na druhej strane roviny z. Pretoze
celd polpriamka ST prislacha ploche II, nemohla by byt rovina 7 jej opor-
nou rovinou.

Predpokladajme, Ze zdanlivy obrys m* plochy @ vznikol ako rez pre-
mietacej plochy II s rovinou =n. Nech dalej krivka k na ploche @ ma spoloény
asponi jeden bod K s jej skutoénym obrysom. Potom aj krivka k# musi
mat s obrysom m? spolo¢ny bod Ks.

Nech 7 je oporna rovina plochy Il (a teda aj plochy @) v bode K. Potom
prieseénica f rovin = a © musi byt opornou priamkou krivky m# aj krivky ke.
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Tvrdenie vyplyva z toho, Ze krivky m* aj k¢ st krivkami telesa P, pre
ktoré je rovina z opornou rovinou.
Za tychto predpokladov moézeme vyslovit:

Veta 2, Ak plocha Il md v bode K jedinit oporntt rovinu t a krivka k* md

v bode K* obycajnt langeniu, potom loulo tangeniou je priesetnical rovinyt
$ rovinou T.

D 6k az, Predpokladajme naopak, Ze krivka k* ma v bode K* tan-
gentu ¢’ réznu od priamky {. Potom by museli na krivke k* v okoli bodu K*
existovat body na jednej aj druhej strane od priamky {, ¢o nie je mozné,
lebo priamka { je opornou priamkou krivky ks,

Vetu by sme mohli snadno rozsirit aj na ten pripad, ak zdanlivy obrys
sa skladd z dvoch vypuklyeh kriviek, resp. ak zdanlivym obrysom je
prienik plochy II s rovinou .

Veta 3. Ak krivka I* md v bode K* jedint opornu priamku t, polom aj
krivka m* md v bode K* jedint oporntt priamku i.

D 6 k a z. Predpokladajme, Ze krivka m* ma v bode K* opornu priamku #
roznu od priamky {. Potom priamka # by musela byl opornou priamkou
aj krivky k¢, ¢o odporuje predpokladu.

Konstrukeiu zdanlivého obrysu plochy @ moZeme previest napr. takto:
Bodom S zostrojime I'ubovolny svéazok rovin 3 a vyberieme z rovin svazku
len tie, ktoré maju s plochou @ spoloény aspon jeden bod. Nech g je jedna
taka rovina. Spolo¢né body roviny g a plochy @ mézu vytvorit: 1. dvoj-
rozmerny vypukly utvar, 2. vypukla krivku, 3. vypuklu ¢ast priamky,
4. jeden bod.

V prvom pripade dostdvame pre krivku zdanlivého obrysu jednu alebo
najviac dve vypuklé ¢asti priamky. V druhom pripade sostrojime z bodu S
oporné priamky k danej vypuklej krivke (mdzu byt najviac dve) a dosta-
vame tak pre krivku zdanlivého obrysu najviac dva body. V trefom pri-
pade dostavame opat najviac dve vypuklé casti priamky a v stvrtom pri-
pade jeden bod.

Ak uvazujeme o paralelnom premietani v smere s, ktory nie je rovnobeZny
s priemetiniou w, potom premietacie teleso P je uréené navzajom rovnobez-
nymi priamkami uréenymi vidy bodmi telesa F. Premietacia plocha II je
potom tieZ vylvorend priamkami navzajom rovnobeZznymi a pretina teda
priemetinu = v jednej vypuklej krivke ms.

3. Majme dve vypuklé plochy '@ 2@ (definované vypuklymi tele-
sami 'F 2F) a bod O. Pod stétovou plochou @ =19+ 2@ rozumieme
hranicu mnoziny F, ktorej body dostaneme takto: Nech *A je I'ubovolny
bod telesa 1F| 24 Tubovolny bod telesa 2F. MéZu nastat dva pripady:
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a) body O'A 24 leZia na jednej prlamke p; potom bodom telesa F' bude
ten bod A na priamke p, o ktorom plati OA = O'A + 02A

b) body O*A2A neleZia na jednej priamke; potom bodom telesa F' bude
stvrty vrchol A rovnobeZnika O'A24 A v rovine uréenej bodmi O1 A% A.

Veta 4. Suétovd plocha @ dvoch vypuklych ploch *@*® je vypukld.

D 6k az. Nech F je mnoZina sa¢tov bodov vypuklych telies 1F2F' pre
pociatok sc¢itania v bode O. Nech AB st dva l'ubovolné body mnoZiny F
a nech bod A vznikol ako suéet bodov 1A €1F, 24 €2F a bod B ako stdet
bodov 1B€1F, 2B €2F. Zostrojme teraz mnoZinu M bodov, ktoré vznikni
ako sutty bodov 1IN=2N» kde bod 1N= je Yubovolny bod tusetky 'A 1B
a bod 2IN» I'ubovolny bod usecky 24 2B. Posuinime za tym Géelom usecku
24 2B do takej polohy, aby bod 24 splynul s bodom A; bod 2B sa dostane.
potom do polohy 2B’ (zodpovedajuice body posunutej usecky 24 2B budeme
oznacovat ¢iarkou). Potom st¢tom napr. bodu 2N7» so vSetkymi bodmi
useCky 1A 1B bude usecka, ktora vznikne z Gsetky A 1B takym posunu-
tim, aby bod 'A splynul s bodom 2N»'. MnoZinu M dostaneme teda tak,
Ze budeme posuvat usetkou 'A 1B tak, aby bod 'A postupne splynul so
vietkymi bodmi use¢ky 24'2B’. MnozZina M je teda rovnobeZnikom, pre
ktory je usetka AB uhloprieckou. PretoZe usetka A4 1B prislicha te-
lesu IF" a usecka 24 2B telesu 2F', musi cely rovnobeZnik M a teda aj jeho
uhlopriecka A B prisltichat telesu F' a teleso F' je potom vypuklé.

Podobnym spdsobom definujeme séitanie dvoch vypuklych kriviek
v jednej rovine a prave tak dokaZeme, Ze ich siltom je opat vypukla
krivka.

Veta 5. Nech 'm*2m* st vypuklé krivky zdanlivjch obrysov vypuklych
ploch *®@ %@ pre paralelné premielanie, kiorého smer nie je rovnobeziny s prie-
melriou z; polom zdanlivym obrysom sucétovej plochy @ = 1@ + 2@ je suttovd
krivka m* kriviek m*2ms.

D 6 k az. Predovietkym dokaZeme, Ze premietacie teleso P plochy @
je siétom premietacich telies 1P 2P ploch 1@ 2. Skutoctne, nech bodom A
telesa F' prechadza priamka a rovnobeZna so smerom premietania s. Bod A
nech vznikol ako sucet bodov 1424 telies 1F'2F. Priamky 'a %a nech precha-
dzaju bodmi 'A 24 rovnobeine so smerom s. Potom priamku a méZeme
dostat napr. ako suc¢et bodu 24 s bodmi priamky 'a. Zaroven lahko nahliad-
neme, Ze¢ si¢tom bodov telies 1P 2P mozeme dostat prave len body telesa P.

Premietnime dalej bod O v smere s do roviny © do bodu 0*. Nech telesa
1P2PP pretinaju rovinu ® vo vypuklych utvaroch *Me2Ms M+ ktorych
hrani¢né krivky sa 1ms®2me® ms. Zvolme si 'ubovolny bod M= vypuklého
utvaru M+ a zostrojme nim rovnobezku m> so smerom s. Priamka m>* musi
mat s telesom F spolo¢ny aspon jeden bod M=; bod M+ nech vznikol ako
sucet bodov 1M=2M= telies 1F'2F. RovnobezZnik O *M= 2M* M= sa premieta
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v smere s do roviny n ako rovnobeZnik O¢ 1M=x 2M=xs M=¢  pricom body
1M=s 2M= prisluchaja vypuklym utvarom 1Me2Ms, Zaroveil je zrejmé,
Ze sCitanim vypuklych utvarov 1M 2M+ dostaneme prave len body vy-
puklého utvaru Me. Z toho uz tvrdenie nasej vety vyplyva priamo.

Doslo do redakcie 15. marca 1953.

O KOHTYPE BOTHYTEIX IIOBEPXHOCTEN
BAIIJIAB MEJEK

BriBOABI

ConepxanyeM paboThl ABIAETCA — C Ne(DMHUTOPUYECKOM TOYKM 3pEeHUA — YTOUYHEHME
HOHATUA KOHTYDA TIOBEPXHOCTH, NMPUMEHAEMOTO B HA4ePTATENLHO/ IeoMeTPuu.
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