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O O B R Y S E V Y P U K L Ý C H PLOCH 

VÁCLAV M E D E K 

Pojem obrysu plochy, jeden zo základných pojmov deskriptívnej geo­
metrie, nebývá dosť presne vymedzený a často sa pri jeho dcfinícii odvo­
láváme na jeho priestorovú názornost. 

V ďalšom by som chcel podať definíciu obrysu vypuklých ploch pre pre-
mietanie z bodu S na rovinu TU, ktorá neprechádza bodom S. 

Pod vypuklou nadplochou v En budem rozumieť množinu hraničných 
bodov vypuklej oblasti, ktorej všetky body neležia v jedinej nadrovine. 
Pre n = 3 dostáváme vypuklú plochu, pre n = 2 vypuklú křivku. 

Vypuklú oblasť s jej vypuklou plochou budem nazývať vypuklým tele-
som. 

1. Nech F je nějaké vypuklé těleso, ktoré definuje vypuklú plochu 0 ako 
súhrn jeho hraničných bodov. Zostrojme stredom premietania S všetky 
polpriamky, ktorých začiatočné body sú v bode S a obsahujú vždy aspoň 
jeden bod tělesa F. Súhrn bodov všetkých t a k t o vzniknutých polpriamok 
označme P. 

Definícia 1. Súhrnu P bodov budeme hovořil premielacie těleso plochy 0. 

Veta 1. Premielacie těleso P vypuklej plochy 0 je vypuklé. 

Za účelom d o k a z u si zvolme dva 1'ubovol'né, od seba rózne body MN 
tělesa P. Potom polpriamka SM musí byť určená nějakým bodom A tělesa F 
a polpriamka SN nějakým bodom B tělesa F. Pretože těleso F je vypuklé, 
každý bod úsečky AB prislúcha tělesu F. Z toho priamo vyplývá, že aj 
každý bod úsečky MN prislúcha tělesu JP, ktoré je teda vypuklé. 

Definícia 2. Ak existuje hraničná vypuklá plocha II tělesa P , budeme jej 
hovořit premietacia plocha vypuklej plochy 0. 

P o z n á m k a . Vypuklá plocha II nemusí niekedy vóbec existovat, 
alebo aj ked existuje, nemusí mať spoločné body s plochou 0. Napr . vy­
puklá plocha II neexistuje nikdy, ak střed premietania S je v n ú t o r n ý m 
bodom tělesa F. Plocha II nemá spoločné body s plochou 0 napr . vtedy, 
ak těleso F je polpriestor a střed premietania S je jeho vonkajším bodom. 
Vtedy plocha II je rovinou rovnoběžnou s rovinou 0. 

Na podklade takto zavedených pojmov móžeme zaviesť pojem skutoč-
ného obrysu vypuklej plochy 0. 
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Definícia 3. Skutočným obrysom vy pukle j plochy 0 pre střed premietania 
v bode S je prienik plochy 0 a jej premietacej plochy II . 

Z poznámky k definícii 2 vyplývá, že skutočný obrys vypuklej plochy 0 
móže mať velmi rozmanitý tvar, resp. móže to byť aj prázdna množina. 
Ak napr. těleso P je kočka a střed premietania *S je jedným jej vrcholom, 
skutočný obrys tvoria jej tr i s teny obsahujúce bod S. Skutočný obrys je 
prázdna množina vždy vtedy, ak střed premietania S je vnútorným bodom 
tělesa F , alebo vtedy, ak premietacia plocha II a plocha 0 majú prázdny 
prienik. 

Zostrojme dalej vypuklé těleso P a jeho hraničnú vypuklú plochu II 
středové symetrické k tělesu P a ploché II vzhl'adom na střed premietania S. 
Potom móžeme zaviesť: 

Definícia 4. Zdánlivým obrysom vypuklej plochy 0 je súčet prienikov 

ploch II a II s rovinou TU. 
Keby sme vzali do úvahy iba premietaciu plochu II vypuklej plochy 0 

a jej prienik s priemetňou n, dostali by sme medzu vrhnutého Hena plochy 0 
pri centrálnom osvětlení zo středu v bode S. 

Zdánlivý obrys vypuklej plochy móže mať vel'mi rozličný tvar; závisí 
od vzájomnej polohy priemetne TU a vypuklých telies P a P. Ak těleso P 
nie je celým priestorom ani polpriestorom a ak priemetňa TU obsahuje 
jeho vnútorné body, potom prienik plochy II s priemetňou je vypuklá 
křivka. To isté platí aj o tělese P. Za uvedených predpokladov o telesách P 
a P móžu potom nastať celkové 3 typy zdánlivého obrysu vypuklej plochy: 
1. dve vypuklé kř ivky (obidve telesá P a P majú s priemetňou spoločné 
vnútorné body), 2. jedna vypuklá křivka (právě jedno z telies P a P má 
s priemetňou spoločné vnútorné body), 3. prázdna množina (ani jedno 
z telies P a P nemá s priemetňou spoločné body). 

2. Nech rovina T je opornou rovinou premietacej plochy II, ktorá obsa­
huje aspoň jeden jej bod T rózny od bodu S. Potom Tahko dokážeme, že 
rovina T obsahuje celu polpriamku ST. Predpokladajme naopak, že rovina T 
obsahuje z polpriamky ST iba bod T. Potom polpriamka ST přetíná ro­
vinu T v bode T a na polpriamke ST budu potom existovať body, ktoré 
ležia na jednej strano, a body, ktoré ležia na druhej straně roviny T. Pretože 
celá polpriamka ST prislúcha ploché II, nemohla by byť rovina T jej opor­
nou rovinou. 

Predpokladajme, že zdánlivý obrys m8 plochy 0 vznikol ako rez pre­
mietacej plochy II s rovinou TU. Nech dalej křivka k na ploché 0 má spoločný 
aspoň jeden bod K s jej skutočným obrysom. Potom aj křivka k8 musí 
mať s obrysom m8 spoločný bod K8. 

Nech T je oporná rovina plochy II (a teda aj plochy 0) v bode K. Potom 
priesečnica t rovin T a TU musí byť opornou priamkou křivky m8 aj kř ivky k8. 
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Tvrdenie vyplývá z toho, že křivky m* aj k* sú křivkami tělesa P , pre 
ktoré je rovina T opornou rovinou. 

Za týchto predpokladov móžeme vyslovit: 

Veta 2. Ak plocha II má v bode K jediná opornú rovinu T a křivka k* má 
v bode K* obyčajnú tangentu, potom touto tangentou je priesečnicat roviny T 
s rovinou n. 

D o k a z, Predpokladajme naopak, že křivka k* má v bode K* tan­
gentu ť róznu od priamky t. Potom by museli na krivke k* v okolí bodu K* 
existovat body na jednej aj druhej straně od pr iamky ř, co nie je možné, 
lebo priamka t je opornou priamkou křivky k*. 

Vetu by sme mohli snadno rozšíriť aj na ten případ, ak zdánlivý obrys 
sa skládá z dvoch vypuklých kriviek, resp. ak zdánlivým obrysom je 
prienik plochy II s rovinou IT. 

Veta 3. Ak křivka k* má v bode K* jediná oporná priamku ř, potom aj 
křivka m* má v bode K* jediná oporná priamku t. 

D ó k a z. Predpokladajme, že křivka m* má v bode K* opornú priamku ť 
róznu od pr iamky t. P o t o m priamka ť by musela byt opornou priamkou 
aj kř ivky k*, co odporuje předpokladu. 

Konštrukciu zdánlivého obrysu plochy 0 móžeme previesť napr . t a k t o : 
Bodom S zostrojíme 1'ubovoiný svázok rovin 2 a vyberieme z rovin svazku 
len tie, ktoré majú s plochou 0 spoločný aspoň jeden bod. Nech Q je jedna 
taká rovina. Spoločné body roviny Q a plochy 0 móžu vytvoři t : 1. dvoj­
rozměrný vypuklý útvar, 2. vypuklú křivku, 3. vypuklú časť priamky, 
4. jeden bod. 

V prvom případe dostáváme pre křivku zdánlivého obrysu jednu alebo 
najviac dve vypuklé časti priamky. V druhom případe sostrojíme z bodu S 
oporné pr iamky k danej vypuklej krivke (móžu byť najviac dve) a dostá­
váme tak pre křivku zdánlivého obrysu najviac dva body. V treťom pří­
pade dostáváme opáť najviac dve vypuklé časti pr iamky a v š tvr tom pří­
pade jeden bod. 

Ak uvažujeme o paralelnom premietaní v směre s, ktorý nie je rovnoběžný 
s priemetňou 7c, potom premietacie těleso P je určené navzájom rovnoběž­
nými pr iamkami určenými vždy bodmi tělesa F . Premietacia plocha II je 
potom tiež vytvořená pr iamkami navzájom rovnoběžnými a přetíná teda 
priemetňu n v jednej vypuklej krivke m*. 

3. Majme dve vypuklé plochy x020 (definované vypuklými tele-
sami XF 2F) a bod O. Pod súčtovou plochou 0 = 10-\-20 rozumieme 
hranicu množiny F , ktorej body dostaneme t a k t o : Nech XA je Tubovolný 
bod tělesa X F , 2A lubovolný bod tělesa 2 F . Móžu nastať dva př ípady: 
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a) body OlA2A ležia na jednej priamke p; potom bodom tělesa F bude 
- • - • - • 

ten bod A na priamke p, o ktorom platí O A = O1 A + O2 A ; 
b) body O1 A2A neležia na jednej priamke; potom bodom tělesa F bude 

štvrtý vrchol A rovnoběžníka O1 A2 A A v rovině určenej bodmi O1 A2 A. 
Veta 4. Súčtová plocha 0 dvoch vypuklých ploch x020 je vypuklá. 
D ó k a z . Nech F je množina súčtov bodov vypuklých telies XF2F pre 

počiatok sčítania v bode O. Nech AB sú dva rubovofné body množiny F 
a nech bod A vznikol ako súčet bodov XA € XF, 2A € 2F a bod B ako súčet 
bodov XB€XF, 2Bč2F. Zostrojme teraz množinu M bodov, ktoré vzniknu 
ako súčty bodov XNX 2Ny, kde bod XNX je Tubovohiý bod úsečky XA XB 
a bod 2Ny Tubovolný bod úsečky 2A 2B. Posuňme za tým účelom úsečku 
2A 2B do takej polohy, aby bod 2A splynul s bodom A; bod 2B sa dostane 
potom do polohy 2Bf (zodpovedajúce body posunutej úsečky 2A 2B budeme 
označovat čiarkou). Potom súčtom napr. bodu 2Ny so všetkými bodmi 
úsečky XA XB bude úsečka, ktorá vznikne z úsečky XA XB takým posunu­
tím, aby bod XA splynul s bodom 2iW. Množinu M dostaneme teda tak, 
že budeme posúvať úsečkou XA XB tak, aby bod XA postupné splynul so 
všetkými bodmi úsečky 2Af2Bf. Množina M je teda rovnobežníkom, pre 
ktorý je úsečka AB uhlopriečkou. Pretože úsečka XA XB prislúcha tě­
lesu XF a úsečka 2A 2B tělesu 2 F , musí celý rovnoběžník M a teda aj jeho 
uhlopriečka AB prislúchať tělesu F a těleso F je potom vypuklé. 

Podobným spósobom definujeme sčítanie dvoch vypuklých kriviek 
v jednej rovině a právě tak dokážeme, že ich súčtom je opáť vypuklá 
křivka. 

Veta 5. Nech xm92m9 sú vypuklé křivky zdánlivých obry sov vypuklých 
ploch x020 pre paralelné premietanie, ktorého směr nie je rovnoběžný s prie-
metnou n\ polom zdánlivým obrysom súčtovej plochy 0 = x0-\- 20 je suitová 
křivka m9 kriviek xma2m9. 

D ó k a z . Predovšetkým dokážeme, že premietacie těleso P plochy 0 
je súčtom premietacích telies XP2P ploch x020. Skutočne, nech bodom A 
tělesa F prechádza priamka a rovnoběžná so smerom premietania s. Bod A 
nech vznikol ako súčet bodov XA2A telies XF2F. Priamky xa2a nech prechá-
dzajú bodmi XA2A rovnoběžné so smerom s. Potom priamku a móžeme 
dostať napr. ako súčet bodu 2A s bodmi priamky xa. Zároveň 1'ahko nahliad-
neme, že súčtom bodov telies XP 2P móžeme dostať právě len body tělesa P. 

Premietnime dalej bod O v směre s do roviny n do bodu O*. Nech telesá 
XP2PP pretínajú rovinu TC VO vypuklých útvaroch xMs2M9M9, ktorých 
hraničné křivky sú xms2m9m9. Zvolme si Tubovolný bod Mx9 vypuklého 
útvaru M9 a zostrojme ním rovnoběžku mx so smerom s. Priamka mx musí 
mať s telesom F spoločný aspoň jeden bod Mx\ bod Mx nech vznikol ako 
súčet bodov XMX 2MX telies XF2F. Rovnoběžník O XMX 2MX Mx sa premieta 
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v smeře s do roviny 71 ako rovnoběžník О8 гМх8 2Mxi Mx8, pričom body 
XMX9 2Mxt prislúchajú vypuklým útvarom гМ8 2M8. Zároveň je zřejmé, 
že sčítáním vypuklých útvarov гМ8 2M8 dostaneme právě len body vy­
puklého útvaru M8. Z toho už tvrdenie nasej vety vyplývá priamo. 

Došlo do redakcie 15. marca 1953. 

О КОНТУРЕ ВОГНУТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

ВАЦЛАВ МЕДЕК 

Выводы 

Содержанием работы является — с дефиниторической точки зрения —уточнение 
понятия контура поверхности, применяемого в начертательной геометрии. 
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