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PRISPEVOK KU VYSTAVBE VEKTOROVE]
ALGEBRY V MINKOWSKEHO STVORROZMERNOM
CASOPRIESTORE

JOZEF GARAY
Tvod

Ako je zndme, v p-rozmernom priestore existuje najviac n linedarne nezi-
vislyeh vektorov e, e,, ..., ¢,. Lubovolny vektor v tohto priestoru mozno
preto napisat v tvare

X == xle) 4 2%, + ..+ e, == aieg, (1

kde &', 2% ..., 27 s stradnice vektora v vzhladom na zvoleny systém zi-
kladnych vektorov e, ¢,, ..., =, . n-rozmerny priestor sa nazyva euklidovsky,
ak je v rlom definovana aj metrika, a to pomocou skalirneho st¢inu x . ¥
dvoch Tubovolnyeh vektorov x a v,

XLV o= ./]tj').iyjy <-)>

pricom v uvedenej bilinedrnej forme vystupujace koeficienty g;; vo zvolenom
stradnicovom systéme su konstanty, dané vlastnostami priestoru. Nazyvaja
sa fundamentilne metrické veli¢iny a spliiaji podmienku, ze ich determinant
g, <= 0. Velic¢iny ¢, resp. %/ nazyvaju sa suradnicami vektora x, resp. vek-
tora y. Euklidovské priestory sa delia do dvoch velkych tried, na redine a kom-
plexné euklidovské priestory. Redlnym euklidovskym priestorom sa pritom
nazyva priestor, v ktorom stradnice ¢, resp. y/, ako aj veli¢iny g,; z vyrazov
(1), (2) st realne a teda aj hodnota kvadratickej funkcie

X X = s gty (3)

je realna. Nazyva sa komplexnym, ak ticto ¢isla st komplexné. Kuklidovskeé
redalne priestory delia sa dalej na vlasind cullidovsicé, pri ktorveh pre Tubo-
volny vektor x = 0 je:

x? > ()
a pseudoeuklidovské priestory, v ktorveh 2 moze nadobudnat kladndé, zaporné
aj nulové hodnoty.
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Vzhladom na ciel tejto prace v dalSom sa budeme zaoberat len real-
nymi cuklidovskymi priestormi. Pre kazdy nenulovy vektor x takychto prie-
storov mozno zaviest jednotkovy vektor i, tzv. normovanim daného vektora.
Normovanic vektora x sa vykond delenim tohto vektora vyrazom J-- 2,
pricom znamienko 4 pod odmoeninou sa pouzije v pripade, ak vektorom x
weéend kvadratickd forma je kladnd a znamienko — v pripade, Ze tato forma
je zaporna.

Ked teda vektor x spliia nerovuost 22<~ 0, jemu prislusny jednotkovy vek-
tor je:

a plati

2 - ]
Ak viak 2 -0, vtedy
i )
B
takze
72 = 1.

Dva vektory x, ¥ sa nazyvaju navzajom lLolmé, tiez ortogondlne, ak ich
bilinearna forma (2) je rovnd nule. D4 sa dokazat tato dolezita veta:

V' kaZdom redlnom n-rozmernom euklidovskom priestore existuji mnoZiny n-li-
nedrne nezdvislyjch veltorov Xy, X,, . .., X,,, 2 ktorijch kazdé dva st navzdjom orto-
gondlne.

Désledkom tejto vety je, Ze v kazdom realnom n-rozmernom euklidovskom
priestore existuju systémy = ortogonalnych jednotkovych vektorov, ktoré
v pripade obycajného trojrozmerného priestoru zodpovedaji pravouhlym kar-
tézskym systémom, ’

Vo vlastnom realnom euklidovskom priestore kvadraticka forma (3) vzta-
hovand na ortogondlny systém jednotkovych vektorov x;, X,, ..., X, ma tvar

(@) + (@2 + ..k (@)

Ak realny cuklidovsky n-rozmerny priestor je pseudoeuklidovsky, potom
7. n vektorov ortogonalneho systému takéhoto priestoru je vicobecne k (kde
k = n) vektorov, ktorych druha mocnina je zapornd.

Plati veta:

Poéet vektorov ortogondineho n-rozmerného pseudoeuklidovského priestoru, kto-
rijeh druhd mocnina je zdpornd, nezdvisi od volby ortogondlneho systému.

Nazyva sa indexom prislusného pseudoeulklidovského priestoru.

Podla prv uvedeného mozno teda v pseudocuklidovskom n-rozmernom prie-

By
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store indexu k utvorit ortogonalny systém jednotkovych vektorov ij. i, ...,

Ny
o ktorvch plati:
=1 =1 ..., =1,
i;i—k%l = —‘l, ooy l’g = —1
Kvadraticki formu (3) mozno v takomto priestore upravit na tvar
(1‘1)2 + “ e + (.’If" k)? - (.l'” k‘r])‘l e . T (J):z)z. (4)

Na ulozenie bodovej udalosti v priestore a Case vzhladom na Tubovolny
inercialny systém 8 st potrebné styvi adaje: x, 9, z, t, z ktorveh prvé tri urcuj
jej polohu v priestore a Stvrta polohu v ¢ase. V inom inercidlnom systéme 8’
ticto Gdaje aj pre tu istt udalost st iné, 2, ', 2", t". Zo zadkladnych postuldtov
specialnej teorie relativity vyplyva, ze tieto $tvorice ¢isel mozno zaviest tak,
ze prechod od jednych ku druhym je potom vyjadreny linedrnvmi funkeciami,
pricom vyraz

e 2 =2 2

a? -+ Y + ~ (Ct) d (lsl)
kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu, je vzhladom na tato transformdciu inva-
riantny. Vzhladom na tieto skutoCnosti je Stvorrozmerny priestor udalosti
pseudoeuklidovskym priestorom indexu 1. SkutocCne, ak piSeme:

Ly = &, Xy = Y, Ty = 7, Xy = Ct5
potom vyraz (1,1) prejde do tvaru

x4+ x -+ x — aj. (1,2)
Celkove modzeme povedat:

Saradnice udalosti z, y, z, ¢t v lubovolnom inercialnom systéme S sa vata-
huja na jednotkové, vzajomne kolmé zakladné vektory v pseudoeuklidovskom
priestore indexu 1.

Polohovy vektor udalosti vo stvorrozmernom ¢asopriestore mozno teda pisat.
takto:

r = i, + yiy, + ziz + cliy, (1,3)

pricom je i; .0y =1y .0y =1y .03 = 1, aviak iy .1, = — 1.

Nech i st ortogonalne jednotkové vektory inercidlneho systému 8 a i;, po-
dobné vektory systému S’. Medzi nimi platia — ako uz bolo uvedené -— trans-
formacné rovnice

i) = Ak, (1,4)

(k, 1 = 1, 2, 3, 4 a na pravej strane treba scitat podla k).
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Ako je zname, matica tychto transformaecii | Af | Je pseudoortogonalna, t. j.
ak prvky matice ku nej inverznej oznadime i| A;''l, spliia rovnicu:

AL Ay Ay A A AR An 4 i

|
|

I

A A3 A4z A

1

AL A Ap Ap

A4 A4 A

1 3

472 3 /4
14:21 ‘43 ‘4:1 ”"43

A4y A A

1 3

71 472 473 /4
CAY AR A A,

|
|
|
| =
|
|

Slovami: Z matice A% dostaneme maticu k nej inversna | A}/, ked jednu
z nich transponujeme a nasobime jej posledny stipee a riadok ¢slom — 1.
Determinant transformacie je 4+ 1.

§ 1.

b

Pri vystavbe vektorovej algebry vo §tvorrozmernom euklidovskom priestore
nie je mozné priamo prenasat do stvorrozmerného priestoru pojmy z bezného
trojrozmerného priestoru. Takéto snahy vedi ¢asto k velmi neprirodzenym
konstrukeiam. Napr. A. Sommerfeld vo svojej pra:i ,,Vierdimensionale
Algebra“t vektory vo Stvorrozmernom priestore rozdeluje na vektory uréené
Styrmi suradnicami (Viervektoren) a na vektory urcené Siestimi stradnicami
(Sechsvektoren). Pojem S2stvektora vznikol pritom prenesenim vektorového
su¢inu dvoch vektorov z trojrozmerného do stvorrozmerného priestoru.

Ako je zname, v trojrozmernom priestore je vektorovy saéin dvoch vek-
torov & = a*i,, b = bki, urteny determinantom

|

iy T T
| t
| ey
+la @ @,
1 |
\ bt b b
pricom znamienko 4 alebo — plati pre pravo - & y, resp. pre Tavotolivy

systém (i st ortogonalne vektory). Staradnice tohto vektora st determinanty
druhého stupna z matice

cal a? aB

o
.bl b2 b"!!

| (2,1)
|
|

s prisluSnymi znamienkami a geometricky znadia velkosti priemetov plochy
rovinného rovnobeznika, ktorého dve strany st vektory a a b, do suradnico-

YA, Sommerfeld: Ann. d. Phys. 32, 749, 1910, 33. 649, 1910.

-
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vych rovin. Ak teda budeme mat podobne dva vektory a = a*.., b = h¥j;
(k=1, ... 4) vo §tvorrozmernom priestore a priamo prenesicme pojem vekto-
rového sucéinu do Stvorrozmerného priestoru, stradnice vektorového sacinu
buda determinanty druhého stupnia z matice

tat @ o at

L/ VS

Tychto je skutocne Sest a dostavame ,,vektor o Siestich zlozkach'*. S pojmom
sestvektora sa stretdvame napr. aj v ucebnici fyziky, Cl. Schacfer: Kin-
fithrung in die theoretische Physik III/1, 868 a dalsie. UkdZeme, ze na tento
pojem je potrebné pozriet sa z iného hladiska.

Prv ako by sme postupovali vo vyvodoch v stvorrozmernom priestore,
objasnime si, ¢o budeme rozumiet pod pojmom dudlnosti tenzorovych veli¢in.

Ako je zname, antisymetrickému tenzoru druhého stupiia v trojrozmernom
priestore, ktory vzdy mozno pisat v tvare ha — ah, mozno priradit jedno-
znacne vektor, a to tym spdsobom, Ze diadické ndsobenia vo vyjadreni anti-
symetrického tenzora nahradime vektorovym nasobenim. Dostavame:

hXa—aXxXh=—2ax)h (2,3)

Pritom stradnice tenzora

ba — ab = 0 -+ (bjas — ayby) iyis + (byag — a;bg)iqis -
+ (byty — agby) boiy — 0 + (batty — anbg)iviz - (2.4)
+ (bgay — azhy) igiy + (bsay — aghy) fsiy - 0

sa rovnajui (prip. az na znamienko) jednotlivym saradniciam vektorového =i-
déinu a X h.

Tiez naopak; ak mame Iubovolny vektor, ktory vidy mozno pisat v tvare
a X h, mdzeme od neho odvodit antisymetricky tenzor takto: Ak I je tenzor
identity v trojrozmernom priestore, potom plati:

(a X By X IT=nh@a.I)—ab.I) = ha — ab.

7 tohto dévodu budeme v trojrozmernom priestore nazyvat veli¢iny: anti-
symetricky tenzor druhého stupfia a vektor dudlnymi.

MozZnost v trojrozmernom priestore priradif jednoznacne vektor k antisy-
metrickému tenzoru a naopak, ma svoju priéinu v tom, Ze v tomto priestor:
tenzor druhého stupna a vektor maji rovnaky pocet nezavislych suradnic.

V' trojrozmernom priestore majme teraz na mysli antisvinetricky tenzor
tretieho stupiia;

abe — acbh + bea — bae + cab — ¢eha (2,5)

a vySetrime pocet jeho nezavislych sdradnic.
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Pre jednoduchsie vedenie dokazu ozna¢me na chvilu vektory z, b, ¢ sym-
bolmi &, a,, ag. Tenzor (2,5) potom prepigme pouzitim vyjadrenia vek-
torov ay, a,, ay v zlozkich o) = abi,, u, = afi,, az=aji, (p, ¢, r=1, 2, 3),
a pouzitim symbolu e tretieho rddu eii*) ktory znaci nulu, ak asponi dva z jeho
indexov st rovnaké a - 1, resp. —1, ak permutdcia <, 7, k je parna, resp. ne-
parna. Potom (2,5) mozno pisat v tvare:

(ziikaf?ajflazipiqi,. (2,6)

Prislusné sumaéné znamienka, vztahujuce sa na indexy ¢, j, £ a na indexy p,
¢. r vynechivame.

Liahko nahliadneme, ze vo vyraze (2,6) st nicktoré ¢leny nulové. Predo-
vietkym vypadn na ziklade vyslovenych vlastnosti symbolu ei* tie, v kto-
rveh st aspoit dva z indexov ¢, j, k rovnaké a potom tiez tie, v ktorych aspon
dva z indexov p, ¢, r s rovnaké. Posledné tvrdenie je zrejmé z tejto jedno-
duchej Gvahy: nech napr. p = ¢ =1, potom vo vyjadreni tenzora (2,6) je:

citalatai, i i, == - eitalalali i,
a tieto ¢leny teda z celkového stétu vypadnd.

Vseobeent zlozku A,,,, tenzora (2,5) dostareme, ak ho ndsobime postupne
skaldrne sprava vektormi i,, i,, i, (pripadne zlava vektormi i,,i,,i,), ¢im do-
stivame:

/ i1k Rl Ty H 1 —_ pijk —
H(eittala) apijiyiy,) - 0,] gy 1, = €' atala), =

+ al ai alj.
; 1 2 3
| Ay y a; ’

Znamienko pri poslednom determinante zalezi na tom, ¢ trojica ¢isel p, g, r,
ktora uréuje stradnicu tenzora, je parnou alebo nepirnou permutdciou ¢isel 1,
2, 3. Teda vidime skutocéne, Ze tenzor (2,5) ma len jedinu nezavisla stradnicu.

Ukdzeme teraz, ze analogicky ako v trojrozmernom priestore, aj vo $tvor-
rozmernom priestore antisymetricky tenzor stvrtého stupia uréuje jednoznacne
skalar, antisymetricky tenzor treticho stupiia, vektor, antisymetricky tenzor
druhého stupiia opét tenzor druhého stupiia a naopak.

Uvazujme antisymetricky tenzor (2,5) vo $tvorrozmernom priestore. Uve-
deny tenzor mozno aj v tomto pripade pisat v tvare:

ciikatatali,i,i,,

avsak indexy p, ¢, r mozu teraz nadobudat hodnoty 1, 2, 3, 4. Z napisaného
vyjadrenia tenzora (2,5) vo Stvorrozmernom priestore okamzite vidiet, Ze jeho

vieobeend saradnica pri pevne zvolenych indexoch p, ¢, r je determinant
elkataia) . Pretoze vialk trojicu ¢isel p. g, rz ¢isel 1, 2, 3. 4 mozno vybrat celkom

Matematicko-fyzikalny Casopis V., 1.



8tyrmi sposobmi, uvazovany tenzor ma celkom §tyri. od seba nezdvislé zlozky.
ktoré st tieto determinanty:

1 2 3 gl 2 4! "L 3 4, Y2 3 11
lal a: a }al wiooay) ap a4y @y ‘ar o dl ay!
H i ! i |

: | | 1

2 B ; ! : 4 iy :

ey aoal, :t;aé @ oal, £la @ e, ke @ a.
' i : i ‘ ‘
s i N [ | . . !

!a,‘, a;  ad| as ai aj| rat ay a la: al o al

Vo §tvorrozmernom priestore teda antisymetricky tenzor treticho stupna
uréuje jednoznacéne vektor a naopak.
Podobne Iahko zistime, Ze vo Stvorrozmernom priestore antisvmetricky ten-

zor §tvrtého stupna
abed — baed 4 head — heda 4- (2,7)

ur¢uje jednoznacne skaldr.

- Ak vektory 2, b, ¢, d opdt oznacime symbolmi «;, ©,, 5, a,, tenzor (2,7)
mozno napisat v tvare:

i,Li

Jijkl Tl
eHatalaari,i,l iy,

z ktorého vidiet, ze jeho vSeobecna suradnica A pgrs je determiniait
|

1 2 3 4
a, a, @y (2

a, a; adaif a ‘
cikladbataia; = + . i
a; ay a4y ay

|
|
i
|
i

a;, a: a4 a*]

Tenzor (2,7) ma teda len jedini nezavisli stradnicu, teda jednoznacne
urcuje skaldr a naopak.

Dalej zvla$t nas buda zaujimat vlastnosti antisymetrického tenzora dru-
hého stuptia, t. j. veliéiny ha — ah. Vo Stvorrozmernom priestore ma tento
tenzor, rozpisany do zloziek, tvar:

0 (@b — ayby)iqipt+ (ashy — ayby)iy’s+ (@b —ayby) 1y +
(2,8). ..+ (a0, — aby) izi; + 0 + (asby — @obs)isiz + (@3by — ashy) s 1+
+ (@105 — ashy) igiy + (sbg — asby)isi, + 0 + (@bs —azhy) 5+

+ (@04 — asb)) i4iy+ (aghy — aybs)isis+ (aghy — ayby)isiz+- 0

a jeho nezavislé stiradnice st determinanty matice (2,2). Ako vidiet, st ana-
logicky stavané ako stradnice vektorového sucinu v trojrozmernom priestore
a tenzor ha — ab predstavuje vlastne Sommerfeldom zavedeny sestvektor.
Tenzor ba — ab budeme dalej nazyvat antisymetrickym si¢inom vektorov
v a b a budeme ho oznaCovat znakom a><h. Teda zavadzame definiciu

a-<h = ha — ab (2.9)
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a toto oznacenie v rovnakom zmysle podrzime aj v trojrozmernom priestore.
Ako z uvedenej definicie antisymetrického stéinu ihned vidiet, neplati pren
zakon komutativny, ale plati:
askb = -—b>ka (2,10)
a tiez ‘
a-cn =0,
Lahko sa vSak presveddime, Ze pre antisymetrické nasobenie vektorov plati
zikon distributivny
asc(b 4 ¢)=axb-t+a-c (2,11)
Polozme totiz b 4 ¢ == u, potom je:
a><(b4c¢)=as<u=ua —au=(Mb-4c)ja—abte¢c)=
=bha — ab 4 ¢a — ac = a><b 4 a><e.
Zrejme tiez plati:
a(a><h) = (xa)>< b = azj< (ab),
kde ~ je skalarny faktor.
Pretoze a-<b je antisymetricky tenzor, plati pre jeho skaldrne ndasobenie
Iubovolnym vektorom e:

c.(a><h)= — (a><h).e = (bs<a).c (2,12)

Odtial specidlne pre skalarne ndsobenie antisymetrického sudinu a >k b zlava
vektorom b, resp. ~prava vektorom a, plati pravidlo ,,posunovania zatvorky*
b b.(as<b) == (b><a).b (2,13)
a analogicky aj v druhom pripade.

Vietky uvedené vzorce [(2,11) — (2,13)], ako sa jednoducho mozZno pre-
svedeit, platia bez zmeny aj v trojrozmernom priestore. Poznamenajme vsak,
ze zavedenim antisymetrického nasobenia vektorov a a b v trojrozmernom
priestore napr. plati este tento vztah:

c.(asch) =¢Xx (axh).
Totiz je:
¢c.(ba —ab)=(c.b)a - (c.a)b=c X (a XDh),
teda vyraz ¢ . (a=-b) md v trojrozmernom priestore vyznam dvojniasobného
vektorového sacinu.

Zavedenim antisymetrického sucinu dvoch vektorov a a b mame v troj-

rozmernom priestore celkom teda tieto stdiny:

I. diadieky ab,

2. skalarny a.b,
3. vektorovy a X b,
4. antisymetricky a>ich.

v
2

Vektorovy a antisymetricky sucin s pritorn dudlne.
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§ 2.

Uvazujme vo Stvorrozmernom priestore antisvmetricky tenzor Stvrtého
stupna, vvbudovany z jednotkovych vektorov i/, i;.i;, i; TubovoIne zvolencho
ortogonilneho systému &,

K = 4 eMililiLi), (2.14)

pricom platné je znamienko -+, ak systém jednotkovych vektorov je zhodne
orientovany ako systém zvoleny za zakladny a znamienko — v pripade opac-
nom. UkdzZeme, Ze tento tenzor je invariant vzhladom na Tubovolné ortogo-
nalne transformacie jednotkovych vektorov.

Aby sme toto tvrdenie dokazali, vyjadrime jednotkové vektory if, i, i;. i
pomocou jednotkovych vektorov systému 8 pevne za ziklad zvoleného

i = ai,
Potom je:
K = + eMalalajaji,igi,i, == + err o ariigii, = K,
lebo ak je i@’ = - 1, pred symbolom e plati znamienko v pripade, ak
o [t A ’ ’
a? | = —1, pred symbolom e plati znamienko —. Tenzor K’ = K je teda sku-

to¢ne invariant. Netreba zvladst zdoraziiovat, Ze podobne stavany invariantny
tenzor mozno napisat aj v trojrozmernom priestore.

Tenzor K budeme v dalSom nazyvat antisymetrickou tenzorovou jednotkou

Pomocou tenzora K TIahko zovseobecnime pojem dudlnosti tenzorovych ve-
licin, ako sme sa o om uZ zmienili pri dvahach o antisymetrickom a vekto-
rovom suc¢ine dvoch vektorov v trojrozmernom priestore.

Nech st tieto dudlne veli¢iny a; X a,, resp. a;><a,. Tenzor a, -~ a,, mozno
napisat v tvare:

claabiiy, (2.15)

pricom indexy [, £ mézu nadobidat hodnoty 1, 2, 3, pretoze pracujenme v troj-
rozmernom priestore. Vypoditajme teraz dvojndsobny skaldrny sicin tenzora
(2,15) s teazorom K (v trojrozmernom priestore). Ak predpokladime, ze vek-
tory iy, iy, I3, ktoré pripadne budeme pisat aj pomocou symbolov it i2 i
tvoria pravotodivy systém, dostdvame:

(("’a_juf’i,ik) Derart i) = elleraratal 7 = eiie

H q — Ll 1 ‘ R
otals l’(c/luf = — atal ==

par Crap

R A CTIE G DI N PO
Preto ak v trojrozinernom priestore k tenzoru K pripojime multiplikativiny
faktor 1/2, plati:
a a1 opari ") " . 216
(> ay) @ 1/2(erami, 1) == @y < a,. (2,16)
Tento vysledok by bolo mozné dokonca povazovat za definiciu vektorového
sudinu v trojrozmernom priestore, rovnica (2,16) vyjadruje v8ak stcasne dudl-
nost obidvoch veli¢in a, > a, a a;>ka,.
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Rovnicu (2,16) zovSeobecnime teraz -- az na nepodstatnt zmenu, ktorej
vyznam sa dalej ukdZe — pre Stvorrozmerny priestor a pouzijeme ju k defi-
nicii nového sac¢inu vektorov vo stvorrozmernom priestore.

Ako je zname v Stvorrozmernom priestore, nemozno analogickym spdsobom
ako v trojrozmernom priestore zaviest vektorovy sudin. Tazkosti v tomto
smere s napr. uz v tom, ze na rovinu dvoch vektorov a;, a, v tvorrozmernom
priestore existuje nekoneéne mnoho kolmych smerov. Prave tak vyraz, ktory
by v stvorrozmernom priestore bol vybudovany z analogickych vyrazov (pozri
avodné poznamky 1 §), ako s stradnice vektorového stéinu v trojrozmernom
priestore, uz nie je vektor, ale tenzor. Aby sme vSak napriek tomu mohli za-
viest dudlne veli¢iny aj v pseudoeuklidovskom dasopriestore analogicky ako
v trojrozmernom priestore, bude vyhodné v §tvorrozmernom priestore zaviest
definiciu nového sticinu vektorov a, a,, ktory budeme nazyvat komplementdar-
nym a zapiseme ho vyrazom a; X a,.

Komplementarny sac¢in vektorov a,, a,, zapisany znakom a; X a,, v Stvor-
rozmernom priestore definujeme rovnicou:

1 Sl
Wy X iy = e (g e Ry) (el L), (2.17)

Sacin takto definovany je invariantom, pretoZe su invariantné vyrazy
apci<a,, K.

Vypocitajme priamo z definicie (2,17) saéin a, X a,. Pretoze je:

a, <, = cialakiji,

;
je:
ap iy == (erdbabigiy) o (e igindy).
Nech permutdcia kb, I, m, n z indexov 1, 2, 3, 4 antisymetrickej tenzorovej
jednotky K je parna. Potom ak vykoname dvakrat za sebou skalirne niso-
benie zlozkami tohto tenzora K

Ly, L - R L0 G, —

n o

dostaneme postupne vysledky

U NPT - - -
h 5y l(/” {.7"_ (I’é(Lf(l/r:lrl - l)llm)] "’ﬂ ()”[j: ”/;ea/{(‘u b, - .m'n)}

)

1
— T k Lab) (i i ii
= — e[+ (atal — dlat)(i,i, —i,i,)].
Pritom znamienko 4 v hornych vyrazoch plati v pripade, ze ziaden z indexov
k, I sa nerovna Cislu 4. V pripade, ked jeden « nich je rovny dislu 4, plati zna-
mienko —. Tieto zmeny znamienka st spésobené tym, Ze v Minkowského taso-
priestore plati i, . iy = ——1.
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Zatvorku s jednotkovymi vektormi mozno vyjadrit determinantom

ROy

J |’

I I Im

v ktorom treba prislusné nasobenie vykonavat diadickym spésobom. Posledny
vyraz sa potom da napisat v tvare:

Lo
2 ab @

b '” , (2.18)

pricom v zmysle uvedenej poznamky trcba brat prvky v determinante

‘iaﬁ al
laf @
v ktorych k, resp. I sa rovna éislu 4, so zdpornym znamienkom.

Pre uréita dvojicu k, I absolvovali sme predchadzajicim vypodtom z tenzora
a, >'<a, dve diady. Preto vypocet bude tplne vykonany, ak za ¢isla &, volime
postupne dvojice 1, 2; 1, 3; 1, 4; 2, 3; 2, 4; 3, 4. Indexy pri druhom determi-
nante (s jednotkovymi vektormi) treba potom volit tak, aby prisluiné per-
mutacie k, I, m, n boli parne.

Ked to vsetko uvazime, vidime, Ze vyrazy (2,18) s prvky determinantu

1 2 3 __ g4 !
a, a, a, (lz‘
|
|

U
!

U F O PR '
rozvinutého podla prvych dvoch riadkov. Preto celkove, ak sa vratime ku p6-
vodnému znadeniu nasich dvoch vektorov pomocou symbolov a a b, je:

1 ‘ soe e s
axXbh=— o (a><b): (erarsiy,iyi, i) =
by by by —0b, |
a ay ay; —a, |
— | (2,19)
P RO N A
PR SO N
Posledny determinant vydisleny podla didd dava vysledok
axhb= 0 — @by — aby)iyiy — (@yby — ayby) iy iy 4 (30, — ayby) iy —
— (304 by)iziy - 0 —(ayby —a, by)isiy + (0, 0y — agh,)iysi, —
— (a4 b,y b,)igi; - (alb —— a4b )ishy 0 (b, — ayb,)igi, 4
+ (axby by)igiy + a3y — aybs)iyiy + (40, —ayb))iyi; + 0.
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Poznamenajme este, ze poslednd rovnica (2,19) bola ziskand za predpokladu,
ze jednotkové vektory i, i,, i, i, pracovného systému tvoria systém zhodne
orientovany s tym, ktory bol zvoleny za ziklad a v ktorom tenzoru K podla
definicie prislacha znamienko +. V pripade, Ze to tak nie je, tenzor K podla
svojej definicie ma zaporné znamienko, t. j. pred determinantom na pravej
strane rovnice v takom pripade vystupi znamienko —. V uplnej v8eobecnosti
treba teda pisat:

(b by by by

y (y Uy —— @y

axhb =4 ,

i
i |
TR L

‘
L L Iy |

pricom znamienko 4+ plati v systéme zhodne orientovanom so systémom za
ziaklad zvoleny — v systéme inom.

Priamo z detinicie (2,17) vidiet dudlnost sadinov a; X a,, a, ><a,, pretoze
obidva s uréené tymi istymi nezdvislymi st adnicami. Lahko sa tiez zisti, Ze
stradnice obidvoch st¢inov, ktoré st tenzory druhého stupiia, nachadzaju sa
na havzajom povymienanych miestach podla tohto pravidla:

Staradnica pri diade i;i, tenzora a><b je stradnicou pri didde iyi, tenzora
a X b. Schematicky . .

i, — i,

Naopak vsak staradnica pri didde i;i, tenzora a > <b je suradnicou pri diade i i,

tenzora a X b, aviak so zdpornym znamienkom. Schematicky:

LBy — LI

a

Vseobeene stradnica pri didde i, i, tenzora a><b je suradnicou pri diade i, i,
tenzora a X b, pricom k, I, m, » je parnou permutaciou &isel 1, 2, 3, 4 a plati:

.. +
1.1 g Iy,

pricom znamienko -+ plati v pripade, ked Ziadne z ¢isel £, I sa nerovna ¢islu 4
a znamicnko — plati vtedy, ked jedno z nich je rovné dislu 4.

Lahko nahliadneme, zZe pri prechode od tenzora a X b k tenzoru a><b plati
uvedendé pravidlo vymien s opaénymi znamicnkami, t. j.

lkil ‘r 1

m lh *
Tato nesymetriénost vymien stradnic dualnych tenzorov druhého stuptia
v Minkowského asopriestore je spdsobend tym, ze v tomto priestore je

i, i, = —1L

Odvodme teraz zakladné pocetné pravidla pre komplementarny sac¢in a X b
dvoch vektorov a a b vo Stvorrozmernom c¢asopriestore.

9
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1. Pre komplementarny sacin dvoch vektorov a a b neplati zakon komuta-
tivny, ale plati:

axhb=—hxa,
¢o je dosledok definicie tohto suc¢inu (2,17) vzhladom na to, ze je:
a ::‘i< b=--h LN
2. Pre nasobenie sudinu a X b skalarom ~ plati:
v(@ X b) = (xa) X b =a x (vb).
Dokaz je zrejmy tiez z rovnice (2,17).
3. Pre komplementirny stcéin dvoch vektorov plati zakon distributivay, t. j.:
a><(b—|—-r)::l><b'+u><('.
Doékaz.

Oznacme b + ¢ = u. Z definicie (2,17) vyplyva:

1
axu= — 2 (azcu): K= — l) [a=<(b 4 ¢)] : K& =
r o - I -
=y [(az<h) + (aice)] : K= — ) (a=<b): K —
I ] . o
— (az<e) K = (axb) 4+ (@axe),é bod

Odvodime dalej pravidlo pre komplementarne nasobenie jednotkovyceh orto-
gonilnych vektorov.

Nech iy, i; st Tubovolné dva ortogonilne jednotkové vektory vztazného
systému. Pocitajme podla definicie (2,17) komplementdariy sucin tychto vek-
torov. Je:

B iy = — - (i) s (errigiy ) == (i - ddy) s (erre ).

Uvedenym nasobenim diady §)i, dostaneme od nuly rézne ¢leny len z na-
sobenia od tych ¢lenov tenzora K, ktoryeh indexy tvoria permutdeie &y [, n;
ky L, ny m. Zonich permutaciu £, £, i, n berme parnu. Analogicky pri ndsobent
druhej diady ipi; bud od nuly rézne len vysledky ndsobenia od tych ¢lenov
tenzova K, pri ktorych permutdcie indexov st i, £, n, m; L L, ne, n. (£rva per-
mutdcia je opit parna.) Vysledok uvedeného nasobenia tedua je:

b Sl - R - - - .
- 9 l:}: [(lm lzz - ’nlm) o (In b, — lmln)]J = :t (ln!m - "m'n) = i L, i, .
Tvm je dokdzany vztah
i/c X Il == :t im < in7 (2}")'“)

pricom k, [, m, n je parna permutacia prvkov 1, 2, 3, 4. Znamienko 4+ plati

v pripade, z2> ani jedno &islo z k, I nie je rovné ¢islu 4, znamienko — vtedy, ked
jedno z nich sa rovna ¢islu 4.

BE



Rovnicu (2,20) treba povazovat za predpis pre komplementdarne nasobenie
jednotkovyeh vektorov ortogondlneho systému vo Stvorrozmernom éasoprie-
store. Ako ukazeme dalej, je mozné urcit st sechému pre stanovenie poradia
jednotkovyeh vektorov v rovniei (2,20). ktord, by «a mohla povazovat za ista
analdgiu schémy pre urcéenie vektorového stiéinu jednotkovych ortogonalnych
velktorov v otrojrozmernom priestore.

Pripisme ¢isla 1, 2, 3, 4 k vrecholom §tvorstena v takom poriadku, Ze Cisla
1
smeru hodinovyeh ruciciek. Potom pre Tubovolné

, 2,3 pri pozorovani zo strany Stvrtého vreholu Stvorstena nasleduja prot.
dva vektory iy, i; z rovnice (2,20) ur¢ime prislusné 4
vektory i, i, o takych indexoch m, n, %e s predcha-
dzajicimi indexmi &, / tvoria poradic &, I m, n,
v ktorom indexy £k, [, m, pozorované zo strany
vreholu « indexom n, nasleduji v smere proti ho-
dinovym rucickdam.

Priklad: Indexom 1,4 sG podla opisanej sché-
my priradené indexy 2,3, pretoze pri pozorovani
z vrcholu s indexom 3 nasleduja vrcholy s indexmi
1,4, 2 v smere proti hodinovym ruc¢ickam. Siutoéne 2
jednotkové vektory v poradi 1, 4, 2, 3 tvoria parnu
permuticiu vektorov iy, iy, iy, i). Podobne dostavame tiez: 2, 3, 1, 4; 4, 1, 3,
2: 3, 1.2 4ap.

Vidime teda, 7e je tu skutocae urcitd analogia s trojrozmernym priestorom.

Poznamka:

Pretoze sme dokadzali, ze pre komulementarne nasobenic vektorov vo Stvor-
rozimernom Cusopriestore plati zikon distributivny, mozno sadéin 2, X a, vy-
pocitat tiez priamo rozpisanim vektorov a, a a, do zloziek pri sucasnoim j.ouZiti
vzlahu (2,20) pre komplementarne ndsobenie jednotkovych ortogondlnych
vektorov, Postupne dostdvame:

a, Xy, = ali, X i = atal*, X ij.

V tomto sudte st rovné nule viotky ¢leny, v ktorych k=1, pretoze jo
i, i, = 0. Preto dalej pouZitim rovnice (2,20) dostivame:
“11\' (l'-l_’lk X il = Z j: a’f (lé L, j’:‘\(: ln ’
ke
pricom st na pravej strane treba previest tak, aby sa v jeho ¢lenoch vy-
stricdali vetky parne permutacie indexov &, [, m, n.
Naradnica tenzora a; X a, s indexmi p, ¢ teda je:

(2:1 X “2) . iqi/: - ":, Z (l/lf(lr_[_, (in i/n ._4: i)nir,) : lt]ip = :t ((L/:'aé - a’ia’é'%
kot

DMalimaticko-fyzikalny casopis V, 1.



priom permutdcia ¢&isel [, k, p, ¢ je parna a o znamienku rozhoduj indexy
prvé. Napr. pre p = 3, ¢ = 4 mame:
(8, X Ay) 1iyiy = atal — alal.
V zmysle predos§lych tvah teda v §tvorrozmernom casopriestore mame za-
vedené celkom tieto stciny vektorov:

diadicky ab,
2. skalarny a.b,
3. antisymetricky a><h,
4. komplementdrny axb.

Stadiny a X b a a-><b s, ako sme ukazali, duidlne.

§ 3.

Na niektorych prikladoch teraz ukazme, Ze na veli¢iny dudlne mozno ziskat
ur¢ité jednotné hladisko v trojrozmernom aj v §tvorrozmernom priestore po-
uzitim antisymetrickej tenzorovej jednotky K.

Hladajme napr. v trojrozmernom priestore dualnu veli¢inu k veliine

ijk r 26
efalalaliyigi, . (2,6)

qtr

Trojnasobnym skaldrnym nasobenim tejto veli¢iny tenzorom K (v troj-
rozmernom priestore) dostavame:

(eijk af a;i a;\’ lPl’I I") + (el"mil im in ) ==

Spravnost multiplikativneho faktora F6 sa lahko nahliadne. V' ndsobenych
tenzoroch je totiz len Sest roznych tridd tvaru i,i,i,, pretoze je Sest moznych
permutacii indexov 1, 2, 3. Kone¢ne v uvedenom ndsobeni sL’l od nulv rozne
len tie ¢leny, pre ktoré je [ =r, m = q, n = p a plati i,i,i, = —i,i i, . Vy-
sledok je v stihlase s tym, ktory sme ziskali pri vySetrovani neza\ islych zloziek
veliciny (2,5).

Analogicky by sme postupovali napr. aj v pripade antisymetrickej veli¢iny
{2,7), bolo by ju vSak treba ndsobit tenzorom K Styrikrat skalarne. Celkom
mozno povedat:

Dudlnu veliCinu k danej ndjdeme tolkondsobniyjm skaldrnym ndsobenim dancj
velibiny antisymetrickou tenzorovow jednothou K (treticho alebo Stvrtého stupna,
podla rozmernoste priestoru), ktorého stupia je dand veliéina.

Poukdzme koneéne na platnost niektorych vztahov. Pretoze v Stvorroz-
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mernom priestore je sacin a4 X b antisymetrickym tenzorom druhého stupnia,
pre jeho skaldrne nasobenie 'ubovolnym vektorom ¢ plati:

(@ Xb).¢e=—¢.(axh)

a priamym vypoctom v zlozkach sa mozno tiez presvedcit o spravnosti tychto
VZOrcov:

(@xb).e=—a.(bxe) = (bxe).a, (2,21)
t. j. v zmieSanom sucine, komplementarnom a skaldrnom, troch vektorov je
mozné¢ vyvmenit komplementarne a skaldrne nasobenie vektorov, avsak pri
nezmenenom poradi vektorov treba zmenit znamienko sacinu.

Rovnako sa mozno presvedcit, ze plati:
Lay ay, ay—ay !
|
I

bl bg bs —b»l ;

[@>xh). ¢ . d= L] |
o6y G 0y
i

|

>

cdy dy dy—-d,

pricom znamienko - plati v pripade, Ze vzorce bol odvodeny v systéme zhodne
orientovanom so systémom za zaklad zvolenym, znamienko — v opadénom
pripade.

Uvedené vzorce mozno vsak tiez jednoducho dokazat inyvm spésobom. Pre-
toze tenzor a X b je urceny determinantom (2,19), plati:

—
-

o
—

(@ X b).e= 4

(Gl el + ey - eidy)
by by by by

PN PR iy l
i
i
\
|
!
1

Ly Ay @y

Pretoze v determinante na pravej strane treba prislu$né nasobenia medzi
jednotkovymi vektormi i, i,, iy, i; vykonat diadicky a tenzor, ktory tento
determinant predstavuje, treba ndsobit vektorom e skalirne sprava, treba pri
uvedenom skaldarnom nasobeni ndsobit skalarne druhy riadok determinantu.

Teda je:

i (TR PO A L 4y ay—ay
‘ K
s t i b, b, by—b, 7
@by e =+ ':i} ) (2,23)
by by by —by 1€ G C3—0C
! i :
i | P, . .
L By Gy —ay I T L T Y
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Z toho teda ihned vyplyva:

1 G GG
(b Xe).a= -4 = (@axXh).ec:-=-—a. (bxe)
I
» 1
| h

—

1
-~
—

Tym je vzorec (2,21) dokazany.
Spravnost vzorca (2,22) vyplyva okamzite z rovnice (2,23), ak v determi-
nante v nej vystupujucom posledny riadok ndsobime skalirne vektorom d.

Zaverom vyslovujem vdaku akademikovi D. Ilkovicoviza jeho hodnotné
pripomienky, na ziklade ktorych vznikla tato praca.

Katedra [yziky
Slovenskej vysokej Sloly technicle]

v Bratislave
Yoslo 20. VII. 1954.
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[TPOCTPALICTBA

Hosep Tapail
BoBoan
B nepsom pazacie sgomnted pamiyeBextop 8 MHHKOBCKOIO UCTBIPCXMUDHOM HPOCTPAUCTRE
OB
a = () Wiy - daia @iy,

FAC BORTOPHL fy, ia, i3, iy 00Pa3YIOT OPTOrONANLINIO CHCTEMY i VIOBIETBOPSOT YPaBieliaM
i .0 =gl =1i3.0;, =1, iy.04 =~ |. Bo BTOPOM pa3s/Iciac HCCACAYIOTCS VAJILILIC BCTHUTLL
11 CO3DAIOTCS NGUSATHA: AUTHCHMCTPHUCCKOE H KOMICMEHTAPHOC [PCHBBCICHHE 1BV BEKTOPOB
WOHHILYTCS [ICKOTOPBIC COOTHOUIRHHS MCKLY HHMH.
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