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P R l S P E V O K KU VÝSTAVBĚ V E K T O R O V E J 
A L G E B R Y V M I N K O W S K É H O Š T V O R R O Z M E R N O M 

C A S O P R I E S T O R E 

JOZEF GARAJ 

Ú v o d 

Ako je známe, v M-rozmernom priestore existuje najviac n lineárně nezá­
vislých vektorov t\, <\,, . . . , e „ . Eubovolný vektor v tohto priestoru možno 
]>reto napísať v tvare 

x = xli\ -f xh\2 ~f . . . + x"i\, -•= x'i\. (i ) 

kde xl, x2, . .., xn sii súradnice vektora v vzhladom na zvolený systém zá­
kladných vektorov t\, e2, . . ., •%. n-rozmerný ])riestor sa nazývá euklidovský, 
ak je v ňom definovaná aj metrika, a to pomocou skalárneho súčinu x . T 
dvoch luhovolných vektorov x a y, 

* y = <ji/ly}, (-) 

pričom v uvede ne j bilineárnej formě vystupuj úce koeficienty gt] vo zvolenom 
súradnicovom systéme sú konstanty, dané vlastnosťami priestoru. Nazývájú 
sa fundamentálně metrické veličiny a spíňajú podmienku, že ich determinant 
i<7,jí 4" 0. Veličiny xl, resp. y] nazývájú sa súradnicami vektora x, resp. vek­
tora y. Euklidovské priestory sa děli a do dvoch velkých tried, na reálné a kom­
plexně euklidovské priestory. Reálným euklidovským priestorom sa přitom 
nazývá priestor, v ktorom súradnice xJ, resp. yi, ako aj veličiny gl} z výrazov 
(1), (2) sň reálné a teda aj hodnota kvadratickéj funkcie 

x . x -= x1 -^ g^x'1 (3) 

je reálna. Nazývá sa komplexným, ak tieto čísla sú komplexně. Euklidovské:'* 
reálné priestory delia sa ďalej na vlastně euklidovské, pri ktorých ])re Yubo-
voliiý vektor x + 0 je: 

x2 > 0 

a pseudoeuklídovské priestory, v ktorých xž móže nadobudnúť kladné, záporné 
aj nulové hodnoty. 



V/hladom na cief tejto práce v ďalšom sa budeme zaoberat len reál­
nými euklidovskými priestormi. Pře každý nenulový vektor x takýchto prie-
storov možno zaviesť jednotkový vektor i, tzv. normováním daného vektora. 
Normovanie vektora x sa vyrkoná deJením tohto vektora výrazom y+ x2, 
pričom znamienko -f- pod odmocninou sa použije v případe, ak vektorom x 
určená kvadratická forma je kladná a znamienko — v případe, že táto forma 
je záporná. 

Ked' teda vektor \ spina nerovnost x2 •+[ ^, jemu příslušný jednotkový v tík-
tor je: 

• __ v 

a platí 

Ak však //2, <>, v tedy 

t a kže 

ľ- = — 1. 

lУ 

j 2 = 1. 

Dva vektory x, y sa nazývajú navzájom kolmé, tiež ortogonálně, ak ich 
bilineárna forma (2) je rovná nule. Dá sa dokázat tá to dóležitá veta: 

V kazdom reálnom n-rozmernom euklídovskom priestore existujú množiny n-li-
neárne nezávislých vektor ov x 1 ? x 2, . . ., \n, z ktorých každé dva sú navzájom orto­
gonálně. 

Dósledkom tejto vety je, že v každom reálnom w-rozmernom euklídovskom 
priestore existujú systémy n ortogonálnych jednotkových vektorov, ktoré 
v případe obycajného trojrozměrného priestoru zodpovedajú pravoúhlým kar­
tézským systémom. 

Vo vlastnom reálnom euklídovskom priestore kvadratická forma (3) vzta­
hovaná na ortogonálny systém jednotkových vektorov x 1 ? x2, . . ., x„ má tvar 

(x1)* + (x2)2 + ... + (x»)2. 

Ak reálny euklidovský n-rozmerný priestor je pseudoeuklídovský, potom 
/ n vektorov ortogonálneho systému takéhoto priestoru je všeobecné k (kde 
k -Í2 n) vektorov, ktorých druhá mocnina je záporná. 

Platí veta: 
Počet vektorov ortogonálneho n-rozmerneho pseudoeuklídovského priestoru, kto­

rých druhá mocnina je záporná, nezávisí od volby ortogonálneho systému. 

Nazývá sa indexom příslušného pseudoeuMídovského priestoru. 
Podlá prv uvedeného možno teda v pseudoeuklídovskom ?i-rozmernom prie-
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store indexu k utvoriť ortogonálny systém jednotkových vektonn' i1. i2: . . ., itl 9 

o ktorých platí: 
i2 = I i2 = 1 i'1 , = 1 

^ -Ar-f-1 = —h . - . , ** = — L 

Kvadratickú formu (3) možno v takomto priestore upravit na tvar 

(x^f + ... + (x>< kr-(.*» ^ ] ) 2 - . . . - (^) 2 . <4) 

I. 

Na uloženie bodovéj události v priestore a čase vzhladom na lubovolný 
inerciálny systém S sú potřebné štyri údaje: x, y, z, t, z ktorých prvé tri určuj ú 
jej polohu v priestore a štvrtá polohu v čase. V inom inerciálnom systéme S' 
tieto údaje aj pre tú istú udalosť sú iné, x , y , z,ť. Zo základných postu lato v 
špeciáhrej teorie relativity vyplývá, že tieto stvoříce čísel možno zaviesť tak, 
že přechod od jedných ku druhým je potom vyjádřený lineárnymi funkciami, 
pričom výraz 

x* + y* + ž*- (ct)\ (1,1) 

kde c je rýchlosť světla vo vakuu, je vzhladom na tuto transformační inva-
riantn}>. Vzhladom na tieto skutocnosti je štvorrozmerný priestor událostí 
pseudoeuklídovským priestorom indexu 1. Skutočne, ak píšeme: 

Jb-i ti', Xn — U, «-t/o A,-, >Jb 4 L/L , 

potom výraz (1,1) přejde do tvaru 

x\ + x\ + x\ — x\. (1,2) 

Celkové móžeme povedať: 
Súradnice událostí x, y, z, ct v rubovoinom inerciálnom systéme S sa vzta­

huj ú na jednotkové, vzájomne kolmé základné vektory v pseudoeuklídovskom 
priestore indexu 1. 

Polohový vektor událostí vo štvorrozmernom casopriestore možno teda písať 
takto: 

r — x\x + yi2 + zis + cť\x, (1,3) 

pričom je \x . ix = i2 . i2 = i:j . i3 = 1, avšak i4 . i4 = — 1. 
Nech \k sú ortogonálně jednotkové vektoiy inerciálneho systému & a \\, po-

dobné vektory systému S'. Medzi nimi platia — ako už bolo uvedené — trans­
formačně rovnice 

»í =^ťk (1,4) 

(k,l = 1, 2, 3, 4 a na právej straně třeba sčítať podlá k). 
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Ako je známe, matica týchto transformaci! | Af \\ je pseudoortogonálna, t. j . 
ak prvky matice ku nej inverzněj označíme ij^l^1', «píňa rovnicu: 

A\ A\ A\ A\ 

A\ AI M A\ 

A\ AI AI AI 

1 4 1 4 A A J4 

An A? A'* —A? 

A:1 A? Л? -A? 

í 
A'Л Aţ? A? —Җx 

-A?~A'*-Л? A? 

Slovanu: Z matice \\ Ak j dostaneme maticu k nej inverznú \A'k
l^r ked* jednu 

z nicli transponujeme a násobíme jej posledný stípec a riadok číslom — l. 
Determinant transformácie je + J. 

I I . 

§ I-

Pri výstavbě vektorovej algebry vo štvorrozmernom euklídovskom priestore 
nie je možné priamo prenášať do štvorrozmeruého priestoru pojmy z běžného 
trojrozměrného priestoru. Takéto snahy vedu často k velmi neprirodzeným 
konštrukeiám. Napr. A. S o m m e r f e l d vo svojej prá ú ,,Vierdimensionale 
Algebra"1 vektory vo štvorrozmernom priestore rozděluje na vektory určené 
štyrmi súradnicami (Viervektoren) a na vektory určené šiestimi súradnicami 
(Sechsvektoren). Pojem Š3sťvektora vznikol přitom přenesením vektorového 
súčinu dvoch vektorov z trojrozměrného do štvorrozmerného priestoru. 

Ako je známe, v trojrozmernom priestore je vektorový súčin dvoch vek­
torov a = ak\h, I) = bk}k určený determinantem 

| l'l ' 2 ! 3 

a1 a2 a 3 

b1 b2 b3 

pričom znamienko 4- alebo — platí pre právo či ý, resp. pre 1'avotočivý 
systém (i sú ortogonálně vektory). Súradniee tohto vektora sú determinanty 
druhého stupím z matice 

/ l n± n*\\ aL aы w 

bl b2 b3 

s příslušnými znamienkami a geometricky značia velkosti priemetov plochy 
rovinného rovnoběžníka, ktorého dve strany sú vektory a a h, do súradnico-

1 A. S o m m e r f e l d : A n n . d. P h y s . 32, 749, 1910, 33, 649, 1910. 
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vých rovin. Ak teda budeme mať podobné dva vektory a == ak^,} b = /Ti; 
(k = 1, . . . 4) vo štvorrozmernom priestore a priamo prenesieme pojem vekto­
rového súčinu do štvorrozmerného priestoru, súradnice vektorového súčinu 
budu determinanty druhého stupňa z matice 

ji a 1 a 2 (ř] a 1 [ 
\\ (•> 2) 
'ib1 li1 b* b4 ' 

Týchto je skutocne šest a dostáváme ,,vektor o šiestich zložkáclť'. S pojmom 
šesťvektora sa střetáváme napr. aj v učebnici fyziky, Cl. S c h a e f e r : Ein-
fuhrung in die theoretische Physik III/ l , 868 a dálšie. Ukážeme, že na tento 
pojem je potřebné pozrieť sa z iného hladiska. 

Prv ako by sme postupovali vo vývodoch v štvorrozmernom priestore, 
objasníme si, co budeme rozumieť pod pojmom duálnosti tenzorových veličin. 

Ako je známe, antisymetrickému tenzoru druhého stupňa v trojrozměrnou, 
priestore, ktorý vždy možno písať v tvare ba — ab, možno přiřadit jedno­
značné vektor, a to tým spósobom, že diadické násobenia vo vyjádření anti-
symetrického tenzora nahradíme vektorovým násobením. Dostáváme: 

b X a — a X b -= — 2a X b. (2,3) 

Při tom súradnice tenzora 

ba — ab = 0 -f- (bxa2 — a^) ijo -f- (b±a3 — %b3)iii3 -r 

r (#2ai ~~ a2bi) hh ~ 0 -f- (b2a3~-a2b3)l2\.,-T (2,4) 

+ (63^ — ajbj i3«x + (M2 — aA) hh + 0 

sa rovnajú (príp. až na znamienko) jednotlivým súradniciam vektorového sú­
činu a X b. 

Tiež naopak; ak máme lubovolný vektor, ktorý vždy možno písat v tvare 
a X b, móžeme od něho odvodit ant i symetrický tenzor tak to: Ak I je tenzor 
identity v trojrozmernom priestore, potom platí: 

(a X h) x í = h(a . I) — a(b . I) = ba — ab. 

Z tohto dóvodu budeme v trojrozmernom priestore nazývat veličiny: anti-
sy metrický tenzor druhého stupňa a vektor duálnymi. 

Možnost v trojrozmernom priestore přiřadit jednoznačné vektor k antisy­
metrickému tenzoru a naopak, má svoju příčinu v tom, že v tomto priestoiv 
tenzor druhého stupňa a vektor majú rovnaký počet nezávislých súradníc. 

V trojrozmernom priestore majme teraz na mysli antisymetrický tenzor 
tretieho stupňa; 

abc —- acb + bca — bac 4- cab — eba (2,5) 

a vvšetrime počet jeho nezávislých súradníc. 
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Pře jeduoduchsie vedenie dókazu označme na chvílii vektory ;?, U, e sym-
bolmi í-j, a2, a 3. Tenzor (2,5) potom prepígme použitím vyjadrenia vck-
torov a 1 ? a2, a3 v zložkách i\ = ap

x]p, :t2 = af\q, a3 = arir (p, q, r= L 2, 3), 
a použitím symbolu e tretieho rádu elJk, ktorý značí nulu, ak aspoň dva z jeho 
indexov sú rovnaké a -f- 1, resp. — 1 , ak permutácia i, j , k je ])árna, YÍ\^]>. ne­
pářím. Potom (2,5) možno písať v tvare: 

e^a^a^alipiqi,. (2,€y) 

Příslušné sumačně znamienka, vzťahujúce sa na indexy i, j , k a na indexy p, 
ty. r vynecháváme. 

Lahko nahliadneme, že vo výraze (2,6) sú niektoré členy nulové. Predo-
všetkým vypadnu na základe vyslovených vlastností symbolu e'ik tie, v kto-
rýeh sú as])oň dva z indexov i, j , k rovnaké a potom tiež tie, v ktorých aspoň 
dva z indexov p, q, r sú rovnaké. Posledně tvrdenie je zřejmé z tejto jedno­
duché] úvahy: nech napr. p — q =̂ i, potom vo vyjádření tenzora (2,i\) je: 

e^ka\a^ar
k\t\t\r -- -- eiihat

Ja
t
iajeititir 

a tieto členy teda z celkového súčtu vypadnu. 
Všeobecnú zložku Apqr, tenzora (2,5) dostaneme, ak ho násobíme postupné 

skalárně správa vektormi i ; , iq, ip (připadne zlava vektormi i p , i^, i r). čím do­
stáváme: 

{[(eWajayaíkiJ,,) . ir] . iq) . ip = e^kaWar
k = 

Znamienko ])ri poslednom determinante záleží na tom. či trojica čísel p, q, r, 
klorá určuje súradnicu tenzora, je parnou alebo nepárnou permutáciou čísel 1, 
2, 3. Teda vidíme skutočne, že tenzor (2,5) má len jedinú nezávislú súradnicu. 

Ukážeme teraz, že analogicky ako v trojrozmernom priestore, aj vo štvor-
rozmernom priestore anti symetrický tenzor š t v t é h o stupňa určuje jednoznačné 
skalár, antisymetrický tenzor tretieho stupňa, vektor, antisymetrický tenzor 
druhého stupňa opáť tenzor druhého stupňa a naopak. 

Uvažujme antisymetrický tenzor (2,5) vo stvorrozmernom priestore. Uve­
dený tenzor možno aj v tomto případe písať v tvare: 

e^kaWar
kipiqir, 

avšak indexy p, q, r móžu teraz nadobúdať hodnoty I, 2, 3, 4. Z napísaného 
vyjadrenia tenzora (2,5) vo stvorrozmernom priestore okamžité vidieť, že jeho 
všeobecná súradnica pri pevné zvolených indexoch p, q, r je determinant 
e}ikal\aqa\:. Pretože však trojicu čísel />, q, r z čísel 1. 2. 3. 4 možno vybrať celkom 
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štyrmi spósobmi, uvažovaný tenzor má celkom štyri. od seha nezávislé zložky. 
ktoré sú tieto determinanty: 

a\ af ai 

a\ ai aó
? 

a' ar, a% 

± a\ a\ a\ 

a\ a% a\ 

' a\ a\ a\ 

, ± i a] a\ a\ ± a\ á\ a\ | . 

! a: a:l at ! »íí al al 1 
Vo štvorrozmernom priestore teda antisymetrický tenzor tretieho stupňa 

určuje jednoznačné vektor a naopak. 
Podobné lanko zistíme, že vo štvorrozmernom priestore anti symetrický ten­

zor štvrtého stupňa 
alied — baed ± bead —- běda ± (2,7) 

určuje jednoznačné skalár. 
Ak vektory a, h, e, d opáť označíme symbolmi jr1? :\2, r 3 , a 4, tenzor (2.7) 

možno napisať v tvare: 
^kla^ďka\\;\q\r\^ 

z ktorého vidieť, že jeho všeobecná súradnica Apqrs je determinant 
I 

a\ a\ a\ a\ 
i 

a\ a\ a\ a\ \ 

a\ a\ al a\ j 

t^kla\a^ar
ka\ = ± 

Tenzor (2,7) má teda ien jedinú nezávislú súradnicu, teda jednoznačné 
určuje skalár a naopak. 

Ďalej zvlášť nás budu zaujímat vlastnosti antisymetrického tenzora dru­
hého stupňa, t . j . veličiny ba — ab. Vo štvorrozmernom priestore má tento 
tenzor, rozpísaný do zložiek, tvar: 

0 (a2bx — a 1 6 2 )i 1 i 2 + (OA — a1b3)i1'3 + (ax\ — axbx) \\± 

(2,8). . . ± (axb2 — a2bx)i2ix±- 0 ± (a3b2 — a 2 6 3 )i 2 i 3 ± (axb2 — a2bx) \> 4 ± 

± Kb3 —«A)i3ii± (a2b3 — a362)i3i2± ° ± ( « A - ^ ) s\± 
± (^64 — a A ) i 4 i i ± («2O4 — a 4 6 2 )ř 4 i 2 + (O3b4 — « A ) i 4 i 3 ± <> 

a jeho nezávislé súradnice sú determinanty matice (2,2). Ako vidieť, sú ana­
logicky stávané ako súradnice vektorového súčinu v trojrozměrnou! priestore 
a tenzor ba — ab představuje vlastně Sommerfeldom zavedený šesťvektor. 
Tenzor ba — ab budeme dalej nazývat anti symetrickým súčinom vektorov 
a a b a budeme ho označovat znakom a><b. Teda zavádzame definíciu 

a < !> -= Ьa — ab 2,9) 

28 



a toto označenie v rovnakom zmysle podržíme aj v trojrozmernom priestore. 
Ako z uvedenéj definície antisymetrického súčinu ihned vidieť, neplatí preň 
zákon komutatívny, ale platí: 

a>|<b = — b>|<a (2,10) 

a tiež , 
a < a = 0. 

Ealiko sa však přesvědčíme, že pre antisymetrické násobenie vektorov platí 
zákon distributívny 

a >|< (b -f- c) = a >|< b -f a ><r c (2,11) 

Položme totiž b -f- c = u, potom je: 

a >;< (b -f- c) = a >|< u = na — au = (b ~f c) a — a(b -f c) = 

= ba — ab -f ca — ac = a >|<b -f- a>!<c. 

Zrejme tiež platí: 
a (a ><b) = (oca) >< b = a >]< (ocb), 

kde A: je skalárny faktor. 
Pretože a >,< b je ant i symetrický tenzor, pJatí pre jeho skalárně násobenie 

l ibovolným vektorom c: 

c . (a >;< b) = — (a >;< b) . c = (b >j< a) . c (2,12) 

Odtial speciálně pre skalárně násobenie antisymetrického súčinu a >|< b zlava 
vektorom b, rosp. oprava vektorom a, platí pravidlo ,,posunovania zátvorky' ' 
t , J ' b . (a>j<b) = (b>j<a).b (2,13) 

a analogicky aj v druhom případe. 
Všetky uvedené vzorce [(2,11) — (2,13)], ako sa jednoducho možno pře­

svědčit, platia bez změny aj v trojrozmernom priestore. Poznamenajme však, 
že zavedením antisymetrického násobenia vektorov a a b v trojrozmernom 
priestore napr. platí ešte tento vztah: 

c . (a>|<b) = c x (ii X b). 
Totiž je: 

c . (ba — ab) = (c . b) a — (c . a) b = c x (a x b), 

teda výraz c . (a><b) má v trojrozmernom priestore význam dvojnásobného 
vekto7'ového súčinu. 

Zavedením antisymetrického súčinu dvoeh vektorov a a b máme v troj­
rozmernom priestore celkom teda tieto súčiny: 

1. diadický ab, 
2. skalárny a . b, 
3. vektorový a x b, 
4. antisymetrický a>j<b. 

Vektorovým a antisymetrický súčin sú přitom duálně. 
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Uvažujme vo stvorrozmernom pri.estore antisy metrický tenzor štvrtého 
stupňa, vybudovaný* z jednotkových vektorov \[, i'. i'?, \[ iubovolne zvoleného 
ortogonáineho systému S', 

K = dbe^i/i-i^i/, (-.1-t) 

])riéom platné je znamienko -(-, ak systém jednotkových vektorov je zhodne 
orientovaný ako systém, zvolený za základný a znamienko — v případe opaé-
nom. Ukážeme, že tento tenzor je invariant vzhladom na rubovolné ortogo­
nálně transformácie jednotkových vektorov. 

Aby sme toto tvrdenie dokázali, vyjádříme jednotkové vektory î , i[, i',, -i 
pomocou jednotkových vektorov systému S pevné za základ zvoleného 

Potom je: 
K = ± e^afaja^ajipiqiri8 = ± eP^ :a]1 \ipiqiri, = K, 

lebo ak je \a?\ = + 1, před symbolom e platí znamienko -f-, v případe, ak 
«í* j == — J, před symbolom e platí znamienko — . Tenzor K' == K je teda sku-

točne invariant. Netřeba zvlášť zdórazňovať, že podobné stávaný invariantný 
tenzor možno napísať aj v trojrozmernom priestore. 

Tenzor K budeme v ďalšom nazývať antisymetrickou tenzorovou jednotkou 
Pomocou tenzora li lahko zovšeobecníme pojem duálnosti tenzorových ve­

ličin, ako sme sa o ňom už zmienili pri úvahách o antisymetrickom a vekto-
rovom súcine dvoch vektorov v trojrozmernom priestore. 

Nech sú tieto ííuálne veličiny ax x a2, resp. a1><a2. Tenzor a2 ^a 2, možno 
napísať v tvare: 

ciafóirh, (-M*) 

pričom indexy Z, h móžu nadobúdať hodnoty 1? 2, 3, pretože pracujeme v troj­
rozmernom priestore. Vypocítajme teraz dvojnásobný skalár ny súčin tenzora 
(2,15) s tenzorom li (v trojrozmernom priestore). Ak předpokládáme, že vek­
tory i j j io^, ktoré připadne budeme písať aj pomocou symbolov i1, i2. P. 
tvoria pravotoěivý systém, dostáváme: 

(e^al
}a'f\i\k) : (pp<ir:

 p\a\r) = e^ewa^a* r = eVicpqr\
raqap = — eí]erqpVatlap = 

----- — e'! (a; x a,) =--- 2(5̂  x a2). 

Preto ak v trojrozmernom priestore k tenzoru K připojíme multiplikatívny 
faktor 1/2, platí: 

( a i>ka2) : \j2(ep«*\p p\r) = a, < a2. (2,16) 

Tento výsledok by bolo možné dokonca považovať za definíciu vektorového 
súčinu v trojrozmernom priestore, rovnica (2,16) vyjadřuje však súčasne duál-
nosť obidvoch veličin a2 >!<- a2 a n^>kví2. 



Rovnicu (-Jti) zovšeobecníme teraz — až na nepodstatnú změnu, ktorej 
význam sa dalej ukáže — pre štvorrozmerný priestor a použijeme ju k defi-
nícii nového súčinu vektorov vo štvorrozmernom priestore. 

Ako je známe v štvorrozmernom priestore, nemožno analogickým spósobom 
ako v trojrozmernom priestore zaviesť vektorový súčin. Ťažkosti v tomto 
směre sú napr. už v tom, že na rovinu dvoch vektorov a1 ? a2 v štvorrozmernom 
priestore existuje nekonečné mnoho kolmých smerov. Právě tak výraz, ktorý 
by v štvorrozmernom priestore bol vybudovaný z analogických výrazov (pozři 
úvodně poznámky 1 §), ako sú súradnice vektorového súčinu v trojrozmernom 
priestore, už nie je vektor, ale tenzor. Aby sine však napriek tomu mohli za­
viesť duálně veličiny aj v pseudoeuklídovskom časopriestore analogicky ako 
v trojrozmernom priestore, bude v};hodné v štvorrozmernom priestore zaviesť 
definiciu nového súčinu vektorov a x, a2 ? ktorý budeme nazývať komplementár-
nym a zapíšeme ho výrazom a5 X a2. 

Komplementárny súčin vektorov a1 ? a2, zapísaný znakom ax X a 2, v štvor­
rozmernom priestore definujeme rovnicou: 

»i X a2 - - - 2 (a x ><a 2 ) : iep*™ipíqiri,). (2,17) 

Súčin takto definovaný je invariantom, pretože sú invariantně výrazy 
a1;|<a2, K. 

Vypočítajme priamo z definície (2,17) súčii a t X a 2 . Pretože je: 

a, <a2 = e^a^a^hlk, 

«i X a 2 = --- t> (enalafiM : (<:/'<!-i^i.ij. 

Nech permutácia k, /, m, n z indexov 1, 2, 3, 4 autisymetrickej tenzorovej 
jednotky K je parna. Potom ak vykonáme dvakrát za sebou skalárně náso-
benie zložkami tohto tenzora K 

U/J;J„. — U/ ';/';«.' hl^nl*,', ~ -/M;>Á> 

dostaneme postůjme výsledky 

> - .j- |'"'' [ ± «.«K-™-» — U J ] + * " [ _ «f«,'(U„, - Li„)]j 

_ _ l en [ ± (aha\ - ajaf)(i„i„, - iBli„)]. 

Přitom znamienko + v horných výrazoch platí vr případe, že žiaden z indexov 
k, l sa nerovná číslu 4. V případe, keď jeden z nich je rovný číslu 4, platí zna­
mienko —. Tieto změny znarnienka sú spósobené tým, že v Minkowského časo­
priestore platí i4 . i4 = — l. 
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Z á t v o r k u s j e d n o t k o v ý m i v e k t o r m i m o ž n o vyjadriť d e t e r m i n a n t o u . 

v k t o r o m t ř e b a př ís lušné násobenie v y k o n á v a t d i a d i c k ý m s]:ósobom . Pos ledný 
výraz sa p o t o m d á n a p í s a t v t v a r e : 

M- ah a[ *m h I 

i„ i„ I / ' (-M«) 
m n 

p r i č o m v z mysle uvedenej p o z n á m k y t řeba brať p r v k y v d e t e r m i n a n t e 

I ai ai 

v k t o r ý c h k, r e s p . I sa r o v n á číslu 4, so z á p o r n ý m z n a m i e n k o m . 
P r e u r č i t ú dvojicu k, l absolvovali s m e p r e d c h á d z a j ú c i m v ý p o č t o m z t e n z o r a 

ax >;< a 2 dve d i á d y . P r e t o výpočet b u d e ú p l n é v y k o n a n ý , ak za čísla k, l vol íme 
p o s t u p n é dvojice 1, 2; 1,3; 1, 4; 2, 3; 2, 4; 3, 4. I n d e x y pri d r u h o m d e t e r m i ­
n a n t e (s j e d n o t k o v ý m i v e k t o r m i ) t ř e b a p o t o m volit t a k , a b y př ís lušné per-
m u t á c i e k, l, m, n boli p á r n e . 

K e d t o vše tko uvážíme, v id íme, že v ý r a z y (2,18) sú p r v k y d e t e r m i n a n t u 

a\ a\ al — a\ \ 

r o z v i n u t é h o p o d l á prvých dvoch r i a d k o v . P r e t o celkové, ak sa v r á t í m e ku pó-
v o d n é m u značeniu našich dvoch v e k t o r o v pomocou symbolov a a b, je : 

a x b = — - - (a >;< b) : {eP*"\p\q\r\9) = 

bi b2 b3 — b4 

a~í U'*y a-> * a* 

- . -<> -r? í , i 

(2,19) 

L h h h 

Posledný d e t e r m i n a n t vyčís lený podlá d i á d d á v á výsledek 

a x l ) = 0 —(«4^ 3 —a 3 f t 4 ) i 1 i 2 --(a . 2 6 4 — a 4 b 2 ) i 1 i : 3 + (t/ :,b2—-ti2b :j)i1i4-— 
— ((x3b4 — a463)Í2-i — 0 — (aíbl — a ^ J - U . , + (ax b3 — a3bxYhh — 
— (a 4 b 2 — a2bt)hh — (6tib4 — « 4 b i ) i 3 i 2 + o + (a.2b1 — Oib2)i3i4 + 
+ (a2b3~

a3b2)hh + A b i — a!b3)h'h+ (a1bo~ a2bl)\Aí3+ 0. 
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Poznamenajme ešte, že posledná rovnica (2,19) bola získaná za předpokladu, 
že jednotkové vektory i t , i2, i3, i4 pracovného systému tvoria systém zhodne 
orientovaný s tým, ktorý bol zvolený za zákiad a v ktorom tenzoru K podlá 
definície prislúcha znamienko +• V případe, že to tak nie je, tenzor K podlá 
svojej definície má záporné znamienko, t. j . před determinantom na právej 
straně rovnice v takom případe vystúpi znamienko —. V úplnej všeobecnosti 
trei)a teda písať: 

a x b = ± 

bL b2 b3 ~ b4 

a<y a.ҳ — aл 

pričom znamienko + platí v systéme zhodne orientovanou! so systémom za 
základ zvolený — v systéme inom. 

Friamo z definície (2,17) vidieť duálnost súčinov ax x a2, ax ><a2, pretože 
obidva sú určené tými istými nezávislými sú adnicami. Eahko sa tiež zistí, že 
súradnice obidvoch súěinov, ktoré sú tenzory druhého stupňa, nachádzajú sa 
na inivzájom povymieňaných miestach podlá tohto pravidla: 

Súradnica při diáde i1i2 tenzora a>!<b je súradnicou pri diáde i3i4 tenzora 
a x b. Schematicky 

-1-2 ^ ! 3 M ' 

Naopak však súradnica pri diáde i3i4 tenzora a ><b je súradnicou pri diáde i1i2 

tenzora a X b, avšak so záporným znamienkom. Schematicky: 

VTšeobecne súradnica pri diáde î i/ tenzora a x b je súradnicou pri diáde im\n 

tenzora a X b, pričom k, l, m, n je parnou permutáciou čísel 1. 2, 3, 4 a platí: 
+ 

ҺЧ ln 

pričom znamienko + platí v případe, keď žiadne z čísel k, l sa nerovná číslu 4 
a znamienko — platí vtedy, keď jedno z nich je rovné číslu 4. 

Lahko nahliadneme, že pri přechode od tenzora a x b k tenzoru a x b platí 
uvedené pravidlo výmien s opačnými znamionkami, t. j . 

hh ~f hnK, • 

Táto nesymetričnost výmien súradníc duálnych tenzorov druhého stupňa 
v Minkowského časopriestore je spósobená tým, že v tomto priestore je 

i 4 . i 4 = - 1 . 

Odvoďme teraz základné početné pravidla pre komplementářny súčin a x b 
dvoch vektorov a a b vo štvorrozmernom časopriestore. 

Matematicko-fyzikálny časopis V, 1. 33 



1. Pre komplementárny r súčin dvoch vektorov a a b neplatí zákon komuta-
tívny, ale platí: 

J l a x b = — b x a, 

co je dósledok definície tohto súcinu (2,17) vzhTadom na to, že je: 

a>|<b = — b ><a. 

2. Pre násobenie súcinu a X b skalárom \ platí: 

\(a x b) = (txa) x b = a x (\b). 

Dókaz je zřejmý tiež z rovnice (2,17). 
3. Pre komplementárnyr súcin dvoch vektorov platí zákon distributívny, t. j . : 

a x (b + e) = a x b + a x o. 
D ó k a z . 
Označme b + e = u. Z definície (2,17) vyplývá: 

a x ii = - * (a >|< ii): K = - i [a ><; (!, + <•)] : K = 

= - -*- [(a >;< b) + (a ,;< c)] : K = - \ (a ><:b) : K -

— b) (a >|< c) : K = (a x b) + (a x (\), č. b. d. 

Odvodíme ďalej praAdcllo pre komplementárně násobenie jednotkových orto-
gonálnych vektorov. 

Nech ik, i/ sú TubovoTné dva ortogonálně jednotkové vektory vztažného 
systému. Počít a jme podlá definície (2,17) komplementárny súcin týchto vek­
torov. J e : 

h X i/ = - 2 (i/+ci/) : (cPi'*ipíJr\8) = - 2 (i/i;, -- U , ) : {cP'i'*ipíJr\8). 

Uvedeným násobením cliády líh dostaneme od nuly rózne cleny len z ná-
sobenia od tých členov tenzora K. ktorých indexy tvoři a ])cnnutácie Je, l, m, n\ 
k, l, n, m. 7A nich perniutáciu k, l, m, n berme parnu. Analogicky pri násobení 
druhej diády î i/ budu od nuly rózne len výsledky' násobenia od tých členov 
tenzora K, pri ktorých permutácie indexov sú l, k, n, m; L k, ni, n. (Prvá ])er-
mutácia je opáť parna.) Výsledok uvedeného násobenia teda je: 

l ( ] 

— 2 [± KhJn — *Jm) — (ÍJm ~ -;«•«)]] = ± (*Jm ~ UJ = ± 'lm ' h • 

Tým je dokázán v vztah 
lkXh = ±\m-<\, (2,20) 

pričom lc, l, m, n je parna permutácia prvkov 1, 2, 3, 4. Znamienko + platí 
v případe, 7/st ani jedno číslo z k, l nie je rovné číslu 4, znamienko — vtedy, kecT 
jedno z nich sa rovná číslu 4. 
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Rovnieu (.2.20) třeba považovat za ])redpis pře komplementárně násobenie 
jednotkových vcktorov ortogonálneho systému vo štvorrozmernom časoprie-
store. Ako ukážeme ďalej, je možné určit stu schému pře stanovenie poradia 
jed not kov vel i vekťorov v rovnici (2,20). ktorá by sa moJila považovat za i stu 
analógiu schémy ])re určonie vektorového súčniu jednotkových ortogonálnych 
vekťorov v trojrozmernom priestore. 

Připišme čísla I, 2, 3, 4 k vrcholom štvorstena v takom poriadJai, že čísla 
l, 2, 3 ])i*i pozorovaní zo strany št vrte ho vrcholu štvorstena následuj ú proť 
směru hodinových ručičiek. Potom pre Iul)OvoJ'né 
dva vektory i/c,i/ z rovnice (2,20) určíme příslušné 4 
vektory \m, \n o takých indexocli m, n, že s predchá-
dzajúcimi inďexmi k, l tvoria poradie k, l, m, n, 
v ivtorom indexy k, l, m, pozorované zo strany 
vrcholu s indexom n, nasledujú v směre proti lio-
dinovým ručičkám. 

Pri Iv laď: Indexom J,4 sú podJa opísanej sché-
niy pri ra děné in(Jexyr 2,3, pretože pri pozorovaní 
z vrcholu s indexom 3 nasledujú vrcholy s inďexmi 
1,4, 2 v směre proti hodinovým ručičkám. Skutočné 
jednotkové vektory v poradí J, 4, 2, 3 tvoria parnu 
permuťáeiu velvtorov i3, i2, i3, \x. Podobné dostáváme ťiež: 2, 3, J, 4; 4, l, 3, 
2: 3, I, 2, 4 a}). 

Vidíme teda, že je tu skutočno určitá analógia s trojrozměrným j)riestorom. 

Poznámka : 
Pretože sme dokázali, že pre komplementárně násobenie velvtorov vo štvor-

rozmcT.iom č isopriestorc platí zákon ďistributívny, možno súčin vr X a2
 vy~ 

počítat ti (v. priamo rozpísaním vektorov al a n2 do zložiek pri súčasnom použití 
vztahu (2,20) y,ve komplementárně násobenie jednotlvovýcji ortogonálnych 
vektorev. Postupné dostáváme: 

ax X a2 = a\\k X ai\t = ak
La^:

k X i/. 

\,T tomto súčte sú rovné nule všoťky členy, v Jvtorýcli k = l, protože je 
\h x i;, — 0. Preto ďalej použitím rovnice (2.20) dostáváme: 

ak;a!jk X i/ = 2 ± a í aí L >!< -« > 
k, l 

pričom súčet na právej straně třeba previesB tak, aby sa v jeJio členoch vy-

striedali všetlvy párne ])ermutácie indexov k, l, m, n. 

Súraďnica tenzora ax X a2
 s indexmi p, q teda je: 

(«i X a2) : \q\p -= ± ^ aiai (!*A. ± Lh.) : Vb = ± K a2 — «iró), 
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pričom permutácia čísel /, k, p, q je parna a o znamienku rozhodujú indexy 
prvé. Napr. pře p = 3, q = 4 máme: 

(ax X a2) : \l\3 = a\a\ — a}a^. 

V zmysle predošlých úvah teda v štvorrozmernom časopriestore máme za­
vedené celkom tieto súčiny vektorov: 

1. diadický ab, 
2. skalárny a . b, 
3. antisymetrický a >',< b, 
4. komplementárny a x b. 

Súčiny a x b a a <b sú, ako sme ukázali, duálně. 

§3. 

Na niektorých príkladoch teraz ukažme, že na veličiny duálně možno získať 
určité jednotné hradisko v trojrozmernom aj v štvorrozmernom priestore po­
užitím antisymietrickej tenzorovej jednotky K, 

Hladajme napr. v trojrozmernom priestore duálnu veličinu k veličině 

e^afaчalìpi^ . (2,6) 

Trojnásobným skalárnym násobením tejto veličiny tenzorom K (v troj­
rozmernom priestore) dostáváme: 

(e^kafa)ar
k\p\q\r) [ ± (e'»-i,iwij = 

I a) a; a\ 

= T 6 aţ a% 

a\ a% 

Správnost multiplikatívnebo faktora =F6 sa lanko nahliadne. Y násobených 
tenzoroch je totiž len šesť róznych triád tvaru Ipi^í r, pretože je šesť možných 
permutácií indexov 1, 2, 3. Konečné v uvedenom násobení sú od nuly rózne 
len tie členy, pre ktoré je l = r, m = q, n = p a platí i ripi^ -= ~\p\q\r. Yý-
sledok je v súhlase s tým, ktorý sme získali pri vyšetřovaní nezávislých zložiek 
veličiny (2,5). 

Analogicky by sme postupovali napr. aj v případe antisymetrickej veličiny 
(2.7), bolo by ju však třeba násobit tenzorom K štyrikrát skalárně. Celkom 
možno povedať: 

Duálnu veličinu k danej najdeme tolkonásobným skalárnym násobením danej 
veličiny antisymetrickou tenzorovou jednotkou K (tretieho alebo čtvrtého stupňa, 
podťa rozmernosti priestoru), ktoreho stupna je daná veličina. 

Poukažme konečné na platnost niektorých vzťahov. Pretože v štvorroz-
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mernoni priestore je súčin a x b a n t i s y m e t r i e k ý m t e n z o r o m d r u h é h o s t u p n a , 
pre jeho ska lárně n á s o b e n i e l u b o v o l n ý m v e k t o r o m i* p l a t í : 

(a x b) . <* -= — e . i a x b) 

a p r i a m v m výpoctom v /Jožkách sa m o ž n o t iež presvedciť o správnos t i t ý c h t o 
vzorcov: 

(a x b) . v = - a . (b x c) - (b x c) . a, (2,21) 

t . j . v zmiešanom súčine, k o m p l e n i e n t á r n o m a s k a l á r n o m , t roch vektorov je 
možné vymeniť k o m p l e m e n t á r n ě a ska lárně násobenie vektorov, avšak pri 
n e z m e n e n o m poradí vektorov r t ř e b a z m ě n i t z n a m i e n k o súč inu. 

H o v n a k o sa možno přesvědčit, že p la t í : 

| aL a2 a3 — a 4 j 

| W ^2 ^3 ~~ ^t 

! c, c2 c;} — c4 

d! d2 ti 3 — dx 

[(a x Ь) • <*] • <i = (2,22) 

pričom z n a m i e n k o -f- platí v př ípade, že vzorce bol odvodený v s y s t é m e zhodne 
o r i e n t o v a n o m so s y s t é m o m za základ zvoleným, z n a m i e n k o — v o p a č n o m 
p ř í p a d e . 

Uvedené vzorce možno však tiež j e d n o d u c h o d o k á z a t i n ý m spósobom. Pre-
tože tenzor a x b je u r č e n y d e t e r m i n a n t o m (2,19), p l a t í : 

(a X b) . <• = ± 
tЛ b., 63 - />,, 

(Cjíj -r c2\2 -f c3i:> + c4i4) 

! ai ch a.i — a\ I 

Pretože A' d e t e r m i n a n t e n a práve j s t r a n ě t ř e b a přís lušné násobenia medzi 
j e d n o t k o v ý m i v e k t o r m i i 1 ? i 2 , - 3 , h v y k o n a t d i a d i c k y a tenzor, k t o r ý t e n t o 
d e t e r m i n a n t předs tavu je , t ř e b a n á s o b i t v e k t o r o m c s k a l á r n ě správa, t ř e b a pri 
u v e d e n o m s k a l á r n o m násobení n á s o b i t s k a l á r n ě d r u h ý r iadok d e t e r m i n a n t u . 
T e d a je: 

*i h h h 

Cj c 2 c 3 c 4 

: bi b» b*. 

(a x Ь) . <• = ± 
^ З — Č>4 

± 

a i tťt) бe/o 

t t j t to tťo t ř 4 

ЪІ b2 Ьs — b4 

(y-t C"9 C o C 4 

- 1 1«> - г t - л 

(-.23) 
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Z toho teda ihned vyplývá: 

(?> X c) . a = ± 

bŁ b2 b3 — bt 

C l C 2 C 3 " C\ 

ax a2 aл — O4 í 
(a x Ь) . c a . (h x e). 

i i i., i.| 

Tým je vzorec (2,21) dokázaný. 

Správnost vzorca (2,22) vyplývá okamžité z rovnice (2,2:]), ak v determi­
nante v nej vystupujúcom posledný riadok násobíme skalárně vektorom d. 

Záverom vyslovujem vdaku akademikovi D. I l k o v i č o v i za jeho hodnotné 
pripomienky, na základe ktorých vznikla táto práca. 
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v Bratislavě 
Došlo 20. V I I . 1954. 

L I T F K A T U R A 

1. A. S o m m e r f e l d : Aim. d. Phys. 32, 749, 1910, 33, 649, 1910. 
2. Cl. S c h a e f e r : E i i i fuhnmg in die theoret i sehe Phy s ik 111/1. 1932. 
3. P . K. R a š e v s k i j : Ř í m a n o v a geometr ia i tenzornij analiz, 1953. 
4. H . V. C r a i g : Veetor a n d Tensor Analysis, 1943. 
5. I . M. (Jí e l f a n d : Lineární algebra, 1950 (Lekcii po linejnoj algebro). 
6. D . I l k o v i ě : V e k t o r o s y poěet, 1950. 

К ИЗУЧЕНИЮ ВЕКТОРНОЙ АЛЬГЕБРЫ МИНКОВСКОГО Ч Е Т Ы Р Е Х М Е Р Н О Г О 

ПРОСТРАНСТВА 

Иозеф Т а р а и 

В ы в о д ы 

В нервом разделе вводится радаусвектор в Минковского четырехмерном пространстве 
>: в и д е : 

а = : «Д1 -г а21-2 -' г/з1з л- а.^и 

где векторы ?,, \2, 13, ?4 образуют ортогональную систему и удовлетворяют уравнениям 

•"..11= 1*2 • Ь — 1*з I; = К и и = — 1. Во втором разделе исследуются дуальные величины 

г создаются понятия: апгиспметрическое и коплемептарное произведение двух векторов 

и ищутся некоторые соотношения между ними. 
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